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AVERTISSEMENT. 


Dans  cette  nouvelle  édition,  nous  reproduisons  d'abord  le 
texte  pur  de  l'ouvrage  de  Monge ,  conformément  à  la  4"^  édition, 
publiée,  en  1809 ,  sous  les  yeux  de  l'auteur.  Puis  nous  ajoutons 
un  Mémoire  de  M.  Gauss,  et  quelques  Notes  dont  la  lecture 
pourra  être  utile  aux  jeunes  géomètres.  Il  n'y  aura  point  là  double 
emploi  avec  les  Dés^eloppements  de  Géométrie  oii  M.  Charles 
Dupin  a  si  savamment  commenté  et  perfectionné  les  théories  de 
son  illustre  maître.  Les  questions  que  nous  traitons  sont  diffé- 
rentes. 


J.  LIOUVILLE. 


Paris ,  8  Novembre  1 85o. 
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DES  PIAKS  TANGENTS   ET  DES  NORMALES  AlîX  SURFACES  COURBES, 


Étant  donnée  f  équation  d'une  surface  courbe ,  et  étant  pris  un 
point  arbitrairement  sur  celte  sur/ace^  trouver ,  i"  t équation 
du  plan  tangeM  à  lu  mrfave  en  ce  point;  2"  les  équations  de 
la  normale  au  même  point. 

I .   Soit  représentée  par  M  =  o  T  équation  donnée  de  la  surfece 

courbe  :  si  on  la  difFérentie,  on  aura  une  équationn^e  la  forme 

* 

suivante, 

dans  laquelle  les  quantités  1;^)?  \'t)  ^^^^  ^^  ^tï-i  ^5  l^s  coefli- 
cients  de  ctr  et  c^  dans  la  valeur  de  dz.  Comme  la  valeur  de  z  est 
donnée  en  ^,  j,  par  T  équation  M  =  o,  on  peut  toujours  conce- 
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voir  que  cette  valeur  soit  substituée  à  la  place  de  z  dans  les  quan- 
^^^^^  \'£cr  ( 3"  )  ^b*^^^^*  P^'^  ^^  différelitiatîon ,  et  que  ces 
quantités  soient  des  fonctions  connues  de  x^  y. 

Soient  de  plus  x\  y\  z'  les  coordonnées  du  point  pris  arbi- 
trairement sur  la  surface;  l'équation  M  =  o  aura  lieu  entre  ces 
trois  coordonnées,  et  l'on  aura  de  même 

équation  dans  laquelle  tes  quantités  (  j—/)  ^*  (^T"' )  ^^^^  composées 

de  x'  et  j',  de  la  même  manière  que  les  quantités  y-f)  et  \-f) 
sont  composées  de  a:  et  j. 

»Enfîn  soit  Ax  -t-  Bj  +  Cz  H-  D  =  o  l'équation  demandée  du 
plan  tangent. 

On  déterminera  D  par  la  considération  que  le  plan  doit  passer 
par  le  point  donné,  ce  qui  donnera 

A  (a:  —  a:')  +  B  (j— /)  +  C  (2  —  z')  =  o. 

Quant  aux  trois  autres  coefficients  A,  B,  C,  dont  deux  seule- 
ment sont  nécessaires,  on  les  déterminera  par  la  considération 
que  le  plai^doit  être  tangent  à  la  surface  dans  le  point  donné. 
Or,  le  plan  sera  tangent  si,  en  prenant  sur  le  plan  im  point 
infiniment  voisin  du  point  donné,  ce  point  se  trouve  aussi  sur 
la  surface  courbe,  suivant  quelque  direction  d'ailleurs  qu'il  ait 
été  pris  ;  c'est-à-dire,  si  l'équation  différentielle  du  plan,  prise 
pour  le  point  dont  les  coordonnées  sont  x\  j',  z',  est  iden- 
tique avec  l'équation  différentielle  de  la  surface  prise  pour  le 
même  point.  Mais,  pour  le  même  plan  tangent,  les  coordonnées 
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^\  y\  ^'  ^tfi^t  constantes,  l'équation  différentielle  est,  en  général, 
Adx  +  Brf^r  -f-  Ctfe  ==  o,  et  pour  le  point  donné  on  a 

Mx'  4-  Brf/'  -h  Cdz'  =  o; 

celle  de  la  surface  courbe  pour  le  même  point  est 

,«z'=(g)rf.'+(|,')^': 

il  faut  donc  que  les  deux  dernières  équations  soient  identiques, 
quelles  que  soient  les  valeurs  Ae  dx'  et  dy\  qui  sont  arbitraires. 
Donc  on  aura 

^  _  (àz'\         B  _  /^\ 

donc  enfin  l'équation  demandée  du  plan  tangent  sera 

.-.'=(._x')(ê;)  +  (r-/)(y)- 

2.  La  normale  étant  perpendiculaire  au  plan  tangent,  et  devant 
passer  par  le  point  donné  sur  la  surface,  ses  équations  se  trouve- 
ront, d'après  celle  du  plan  tangent,  par  les  formules  de  la  page  j  o, 
i'^  partie,  et  seront 

.,_.^'_H(._z')(§)=o,     ^-_/4-(.-z')(^;)  =  o. 

Autrement.  Si  l'on  ccmçoit  une  sphère  dont  le  centre  soit  placé 
au  point  considéré  sur  la  surface  courbe,  et  dont  le  rayon  soit  a, 
l'équation  de  la  surface  de  cette  sphère  sera 

Si  l'on  conçoit  ensuite  que  le  centre  se  meuve  sur  la  surface 
courbe  dans  ime  direction  quelconque,  et  parcoure  l'arc  infini- 
ment petit  d'une  courbe,  la  surface  de  la  nouvelle  sphère  coupera 

I. 
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celle  de  la  première  dans  la  circonférence  d'un  cercle,  dont  le 
plan  sera  perpendiculaire  à  Tare  parcouru  par  le  centre,  et  qui 
sera  normal  à  la  surface  courbe.  Pour  tous  les  points  de  cette 
circonférence,  les  coordonnées  a?,  j,  z  n'auront  pas  varié,  quoi- 
que les  coordonnées  du  centre  x\y\  z'  aient  changé  de  gran- 
deur. Si  donc  on  différentie  l'équation  de  la  surface  de  la  pre- 
mière sphère,  en  regardant  a?,  j,  z  comme  constantes,  et  en 
faisant  varier  x\  j',  z\  l'équation  qu'on  obtiendra  ne  sera  vraie, 
par  rapport  aux  points  de  la  surface  de  la  sphère,  que  pour  ceux 
qui  sont  sur  la  circonférence  du  cercle,  et  dans  l'intersection 
commune  des  deux  sphères  consécutives.  Cette  seconde  équation 
ayant  pour  objet  de  distinguer  sur  la  surface  de  la  sphère  les 
points  qui  sont  sur  la  circonférence  du  cercle,  ne  peut  être  autre 
que  l'équation  du  plan  même  de  ce  cercle,  et  par  conséquent  celle 
d'un  plan  normal  à  la  surface  courbe,  mené  par  le  centre  de  la 
sphère,  et  dont  la  position  dépend  d'ailleurs  de  la  direction  du 
mouvement  de  ce  centre  sur  la  surface  courbe.  Donc,  si  l'on  fait 
deux  fois  la  même  opération,  en  donnant  au  mouvement  du 
centre  deux  directions  différentes,  on  aura  les  équations  de  deux 
plans  normaux  à  la  surÊice,  menés  par  le  même  point,  et  qui, 
par  leur  intersection,  détermineront  la  normale: 

Les  directions  des  mouvements  du  centre  étant  arbitraires,  on 
pourra  supposer  que  l'une  soit  dans  une  section  perpendiculaire 
aux  y\  et  pour  laquelle  x'  sera  constante,  et  que  l'autre  soit 
dans  ime  section  perpendiculaire  aux  x^  et  poiu»  laquelle  y'  sera 
constante.  Donc,  si  en  regardant  x^  y^  z  comme  constantes,  on 
différentie  l'équation  de  la  surface  de  la  sphère,  d'abord  en  ne 
faisant  varier  que  x\  puis  en  ne  faisant  varier  que  j',  les  deux 
équations 
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que  Ton  obtiendra,  seront  celles  de  deux  plans  normaux  respec- 
tivement perpendiculaires  aux  plans  des  x^  z,  et  des  j,  js,  et  par 
conséquent  celles  des  projections  de  la  normale  sur  les  mêmes 
plans,  ce  qui  coïncide  avec  ce  que  nous  avons  déjà  trouvé. 

Autrement  encore.  Si  l'on  difTérentie  l'équation  de  la  surface 
de  la  sphère,  en  regardant  a?,  j,  z  comme  constantes,  et  sub- 
stituant pour  dz'^sa  valeur  prise  dans 

on  aura  l'équation 

rf^'[x-^'-^(z-z')(|;)]+rfy[j-/+(.-2')(^)]=o, 

c(ui  est  celle  d'un  plan  normal  à  la  surface,  et  dont  la  position 
dépend  de  la  valeur  de  -j-,  qui  détermine  la  direction  du  mou- 
vement du  centre  de  la  sphère.  Si  l'on  conçoit  que  ce  centre 
ait  une  autre  direction  infiniment  peu  différente  de  la  première, 

c'est-à-dire  que  la  quantité  -j-,  éprouve  ime  variation,  on  aura 

un  autre  plan  normal  différent  du  premier,  mais  qui  coupera 
le  premier  dans  la  normale  demandée.  Les  points  de  la  normale 
sont  donc  ceux  dont  les  coordonnées  a?,  /,  z  ne  changent  pas, 

lorsque  dans  l'équation  du  plan  on  fait  varier  la  quantité  ~^*  Donc, 
si  l'on  différentie  l'équation  du  plan,  en  ne  faisant  varier  que  ^? 

l'équation  que  l'on  obtiendra  ne  sera  vraie,  par  rapport  aux 
points  du  plan  normal,  que  pour  ceux  de  la  normale  même,  qui 
est  commime  aux  deux  plans  normaux  consécutifs.  Or,  si  l'on 
exécute  cette  différentiation,  on  a 


j-r'  +  (2-2')(fi)  =  o, 
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et  par  conséquent 

x  —  x'-^{z  —  z')  {^}j  =  o  ; 
donc  ces  deux  équations  appartiennent  à  la  normale  demandée. 


§11. 

DES   SURFACES  CYLINDRIQUES, 


Trouver  t équation  générale  des  surfaces  cylindriques,  c'est-à-dire 
exprimer  quune  surface  courbe  est  engendrée  par  le  mouvement 
(tune  droite  qui  ne  cesse  pas  d' être  parallèle  à  une  autre  droite 
donnée. 

PREMIÈRE  MANIÈRE,   D'APRÈS   LA  CONSIDÉRATION  DU  PLAN  TANGEiNT. 

I.  Un  des  caractères  des  surfiices  cylindriques  est  que,  pour 
quelque  point  que  ce  soit,  leur  plan  tangent  est  parallèle  à  la 
droite  génératrice. 

Soient  ^  =  az,  y  =^bz  les  équations  données  de  la  droite 
menée  par  T  origine,  et  à  laquelle  la  génératrice  doit  toujoiu^ 
être  parallèle.  Nous  avons  vu  que,  x' ^  y' ^  z'  étant  les  coordon- 
nées du  point  de  contact,  l'équation  du  plan  tangent  à  une 
surface  courbe  est,  en  général. 

Il  ne  s'agit  donc  plus  que  d'exprimer  que  ce  plan  est  parallèle 
à  la  droite.  La  condition  d'être  parallèle  sera  remplie,  si  le  plan, 
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après  avoir  été  transporté  parallèlement  à  lui-même  jusqa'à  l'ori- 
gine, passe  alors  par  la  droite.  Or,  l'équation  du  plan  transporté 
à  l'origine  est 

et  pour  que  le  plan  passe  par  la  droite,  il  faut  que  l'on  ait 

(E)  ,=„.(*;) +i(|;); 

donc  cette  dernière  équation  exprime  qu'une  surface  est  cylin- 
drique, sans  rien  statuer  sur  la  nature  de  la  courbe  qui  luLsert 
de  base,  ou  qui  dirige  le  mouvement  de  la  droite  génératrice  ; 
courbe  qui  peut  d'ailleurs  être  ou  n'être  pas  soumise  à  la  loi  de 
continuité. 

SECONDE  MANIÈRE.  D'APRÈS  LE  MOUVEMENT  DE  LA  DROITE  GÉNÉRATRICE. 

2.  La  génératrice  devant  être  toujours  parallèle  à  la  droite 
donnée,  aura  pour  équations 

/p<\  1    X  =  dZ  -+-  0t, 

i  J  =  ^2  4-  p, 

dans  lesquelles  les  quantités  a,  b  sont  constantes,  quelle  que  soit 
la  position  de  la  génératrice,  mais  dans  lesquelles  a  et  j3,  qui  sont 
constantes  pour  une  même  position  de  la  génératrice,  varient  lors- 
que la  génératrice  passe  d'une  position  à  ime  autre.  Ainsi  pour 
toute  surÊice  cylindrique,  lorsque  le  point  que  Ton  considère 
change  de  position  sur  la  surface  sans  quitter  la  même  droite  gé- 
nératrice, les  deux  quantités  a,  |3,  ou  celles-ci,  x  —  az,  y  —  bz^ 
qui  leur  sont  respectivement  égales,  sont  toutes  deux  constantes  : 
et  lorsque  le  point  se  meut  de  manière  qu'il  passe  d'ime  position 
de  la  génératrice  à  une  autre,  ces  quantités  varient  toutes  deux. 
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Ces  deux  quantités  sont  donc  constantes  ensemble  ;  donc  elles  sont 
fonctions  l'une  de  l'autre;  "donc  Téquation  générale  des  surfaces 
cylindriques  est 

j  —  bz^=  (p  {x  —  az)j 

dans  laquelle  le  signe  <p  indique  une  fonction  quelconque  de  la 
quantité  x  —  az. 

La  forme  de  cette  fonction,  c'est-à-dire  la  manière  dont  la 
quantité  x  —  az  entre  dans  le  second  membre  de  Téqxiation,  dé- 
pend de  la  natui:e  de  la  courbe  qui  dirige  le  mouvement  de  la 
droite  génératrice.  Cette  forme  est  ou  n'est  pas  susceptible  d'être 
exprimée  analytiquement,  suivant  que  la  courbe  est  ou  n'est  pas 
soumise  à  la  loi  de  continuité. 

Il  suit  de  là  que  les  équations  de  la  droite  génératrice  seront 

X  —  CtZ  =  ût^ 

A  étant  la  quantité  qui  particularise  la  position  de  cette  droite. 


Trouver  l'équation  d'une  surface  cylindriqu€y  connaissant  la 
direction  de  la  génératrice  et  les  équations  de  la  courbe  à 
double  courbure  qui  dirige  son  mou{>ement. 

3.  Il  est  évident  que  la  question  consiste  à  détenniner  dans 
l'équation  générale  des  surfaces  cylindriques  la  forme  de  la  fonc- 
tion (p,  de  manière  que  cette  équation  devienne  celle  de  la  sur- 
face individuelle,  que  l'on  considère.  Soient  représentées  par 
F(.r,  j,  z)  =o  et /(a:,  j,  js)  =  o  les  deux  équations  données  de 
la  courbe  à  double  courbure,  dans  lesquelles  les  signes  F,  /  indi- 
quent des  fonctions  connues  des  trois  quantités  x^y^  z. 
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La  génératrice  devant,  dans  toutes  ses  positions,  passer  par  la^ 
courbe  donnée,  il  faut  que  les  quatre  équations 

F(^,j,  ^)  =  o, 
/(•^,JS  2)  =  o, 

jr  —  bz=(pu, 

aient  lieu  en  même  temps,  quelle  que  soit  la  valeur  de  a.  Donc, 
si  l'on  élimine  entre  ces  quatre  équations  les  trois  quantités  a?,  j,  i;, 
on  aura  çn  et  et  ^a  une  équation  que  nous  représenterons  par 
f  (a,  (pet)  =  o,  et  qui  déterminera  la  valeur  de  (pa-en  a,  c'est-à- 
dire  la  forme  de  la  fonction  ^,  ou  la  manière  dont  elle  est  com- 
posée de  ]a  quantité  sous  le  signe. 

Remettant  pour  et  et  (fa  leurs  valexu^,  l'équation  de  la  surface 
cylindrique  individuelle,  demandée  sera 

f(.r  —  az,    y  —  bz)  =  Oj 

dans  laquelle  la  forme  de  la  fonction  f  est  la  même  que  celle  de 
l'équation  précédente  en  a  et  ^a. 


Connaissant  la  direction  de  la  génératrice,  trouver  l'équation  de  la 
surface  cylindrique  qui  eweloppe  une  surface  courbe  donnée, 

4.  La  surface  cylindrique  demandée  et  la  surface  domiée  se  tou- 
chent en  une  courbe  à  double  courbure,  dont  il  suffit  de  déter- 
miner les  équations  ;  car  la  surface  cylindrique  devant  passer  par 
cette  courbe,  la  question  est  alors  réduite  à  la  précédente.  Or,  pour 
tous  les  points  de  cette  courbe,  le  plan  tangent  à  la  surface  don- 
née doit  coïncider  avec  le  plan  tangent  à  la  surface  cylindrique. 
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Soit  donc  F  {x,  y,  z)  =  o  Féquation  de  la  surface  donnée;  si, 
après  en  avoir  tiré  par  la  difFérentiation  les  valeurs  ^^  (  ^  )  ^^  (  ;/-  )  ' 
on  les  substitue  dans  Féquation  différentielle  des  surfaces  cylin- 
driques ^(^)H~^(;r)=ïj  ^^  obtiendra  en  ;r,  /,  jô  une  équa- 
tion que  nous  représenterons  par  f(po^y^  7.)  =  o,  et  qui  appar- 
tiendra à  la  courbe  de  contact  ;  et  parce  que  cette  courbe  est  aussi 
sur  la  surfece  donnée,  il  s'ensuit  que  ses  deux  équations  seront 

F  {x,  y,  z)  =  o, 

donc,  traitant  ces  deux  équations  comme  dans  le  cas  précédent, 

l'équation 

f  (a?  —  az^  y  —  èz)  =  o, 

cpi'on  obtiendra,  sera  celle  de  la  surface  cylindrique  individuelle 
demandée. 

Supposons  qu'ayant  différentié  Féquation  de  la  surface  donnée, 
on  ait 

Xdx-{-Ydy-^Zdz  =  o\ 

ce  qui  donne 

\dx)-         \Z)^        dy-         V 

substituant  ces  valeurs  dans  Féquation  différentielle  des  surfaces 
cylindriques,  on  a 

aX-h*Y  +  Z  =  o, 

qui  appartient  à  la  ligne  de  contact. 

Gela  posé,  si  la  génératrice  est  parallèle  aux  jz,  on  a  a=o,  è=o, 
et  Féquation  de  la  courbe  de  contact  se  réduit  à  Z  =  0.  Éliminant 
z  entre  cette  dernière  équation  et  celle  de  la  surface  donnée,  on 
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aui*a  celle  de  la  projection  de  la  ligne  de  contact  sur  le  plan  per- 
pendiculaire aux  z ,  et  par  conséquent  celle  de  la  courbe  qui  ter- 
mine la  projection  de  la  surface  sur  le  même  plan. 

De  même  si  la  génératrice  est  parallèle  aux  a:,  on  a  a=  oo  ,  et 
r équation  de  la  courbe  de  contact  se  réduit  à  X  =  o.  Donc,  élimi- 
nant X  entre  cette  équation  et  celle  de  la  surface  donnée,  on  aura 
r  équation  de  la  projection  de  cette  courbe  sur  le  plan  perpendi- 
culaire aux  x^  et  par  conséquent  celle  de  la  courbe  qui  termine  la 
projection  de  la  surÊice  sur  le  même  plan. 

Pareillement  enfin,  éliminant  j  entre  l'équation  Y=  o  et  celle 
de  la  surfoce  donnée,  on  aura  l'équation  de  la  courbe  qui  termine 
la  projection  de  la  surface  sur  le  plan  perpendiculaire  aux  j. 


§111. 

DES    SURFACES    CONIQUES. 


Trouver  t équation,  générale  des  surfaces  conuiueSy  c'est-à-dire 
exprimer  quune  surface  courbe  est  engendrée  par  le  mouvement 
dune  droite  qui  ne  cesse  pas  de  passer  par  un  point  donné, 
quelle  que  soit  d^ ailleurs  la  courbe  qui  dirige  le  mouvement  de  la. 
génératrice. 

PREMIÈRE  MA.MÈRE,   D'APRÈS  LA  CONSIDÉRATION   DC  PLAN   TANGENT. 

I .  Une  des  propriétés  générales  des  surÊices  coniques,  et  qui 
est  indépendante  de  la  nature  de  la  courbe  qui  dirige  la  généra- 
trice, est  que  le  plan  tangent  passe  toujours  par  le  sommet.  Soient 
donc  a,  è,  c  les  coordonnées  connues  du  sommet;  nous  avons  vu 
que  x\y\  2'  étant  celles  du  point  de  contact,  l'équation  du  plan 

2. 
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tangait  est,  en  général, 

or,  ce  plan  passera  par  le  sommet  si,  dans  cette  équation,  en  fai- 
sant x=^a  et  f=:bj  on  a  z  =  c,  et  par  conséquent  si  l'on  a 

(E)  c--z'^(a-^')(^)+{l,-y)[^). 

Donc  cette  dernière  équation,  dam  laquelle  les  constantes  a,  b,  c 
sont  les  coordonnées  du  sommet,  exprime  qu'une  surface  courbe 
est  conique,  ^ns  rien  statuer  sur  la  nature  de  la  courbe  qui  lui 
sert  de  base,  et  qui  peut  être  ou  n'être  pas  soumise  à  la  loi  de 
continuité. 

SECONDE  MA7<1ÈRE,  D'APRÈS  LE  MOUVEMENT  DE  LA  DROITE  GÉNÉRATRICE. 

2.  La  génératrice  devant  constamment  passer  par  le  sommet, 
ses  équations  seront 

X  —  a  =  ûl{z  —  c), 


(F) 

i  y  —  b=^{z  —  c), 

dans  lesquelles  les  trois  quantités  a^byC^  qui  sont  les  coordonnées 
du  sommet,  sont  constantes,  quelle  que  soit  la  position  de  la  gé- 
nératrice, mais  dans  lesquelles  a  et  p,  qui  sont  constantes  pour  une 
même  position  de  la  génératrice,  varient  lorsque  la  génératrice 
passe  d'une  position  à  une  autre. 

Ainsi  y  pour  toute  surface  conique,  lorsque  le  point  que  l'on 
considère  change  de  position  sur  la  surface  sans  quitter  néanmoins 
la  même  position  de  la  droite  génératrice,  les  deux  quantités  ^  et  p, 

ou  leurs  égales  ^~^  et*^^^ ,  sont  toutes  deux  constantes;  et 

lorsque  le  point  se  meut  de  manière  qu'il  passe  d'une  position  de 
la  génératrice  à  une  autre,  ces  deux  quantités  varient  toutes  deux. 
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Pour  les  surfaces  coniques,  les  deux  quantités  ^— ^  et  ^  ~ 

sont  donc  constantes  ensemble  et  variables  ensemble;  elles  sont 
donc  fonctions  l'une  de  Tautre  :  donc  l'équation  générale  des  sur- 
faces coniques  est 

.r — ^ X — a 

z  — c         ^  z  —  c' 

dans  laquelle  ^  indique  une  fonction  quelconque. 

La  forme  de  cette  fonction  dépend  de  la  nature  de  la  courbe 
qui  sert  de  base  à  la  surface,  ou  qui  dirige  le  mouvement  de  .la 
génératrice.  Cette  forme  est  analytique  ou  non,  selon  que  la  courbe 
est  ou  n'est  pas  soumise  à  la  loi  de  continuité. 

Nous  verrons  par  la  suite  que  les  deux  équations  que  nous 
venons  de  trouver  sont  de  la  même  généralité,  et  que  l'une  est 
l'intégrale  complète  de  l'autre. 

n  suit  de  là  que  les  équations  de  la  génératrice  sont 

X  —  a  y — i 

z  — c  '        z  —  c 

A  étant  le  paramètre,  de  la  variation  duquel  dépend  le  mouvement 
de  la  génératrice. 

Étant  données  les  coordonnées  du  sommet,  et  les  équations  de  la 
courbe  à  double  courbure  qui  dirige  le  mouvement  de  la  généra- 
trice, trouver  l'équation  de  la  surface  conique  individuelle, 

3.  La  question  se  réduit  évidemment  à  déterminer  dans  l'équa- 
tion générale  des  surfaces  coniques,  quelle  doit  être  la  forme  de  la 
fonction  ^,  pour  que  la  surface  passe  par  la  courbe  donnée. 

Soient  représentées  par  F(j?,  j,  z)  =  o  et  f{x^y,  z)  =  o  les 
deux  équations  données  de  la  courbe  à  double  courbure  donnée;  la 
génératrice  devant  couper  cette  courbe  dans  toutes  ses  positions,  il 
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faut  que  les  quatre  équations 

aient  lieu  en  même  temps,  quelle  que  soit  la  valeur  de  a.  Donc,  si 
Ton  élimine  entre  ces  quatre  équations  les  trois  quantités  or,  j,  z^ 
on  aura  en  a  et  (p  a  une  équation  que  nous  représenterons  par 

f  (a,  <p(t)  =  o, 

et  qui  devant  être  satisfaite,  quelle  que  soit  la  valeur  de  a,  servira  à 
déterminer  la  forme  de  la  fonction  ^,  c'est-à-dire  la  manière  dont 
cette  fonction  doit  être  composée  de  la  quantité  a  qu'elle  renferme. 
Remettant  pour  et  et  (p a  leurs  valeurs,  il  est  évident  que  l'équation 
de  la  surface  conique  individuelle  demandée  sera 


\z  —  c       z  —  cj 


Étant  données  les  coordonnées  du  sommet,  trouver  r équation  de 
la  surface  conique  individuelle  circonscrite  à  une  surface  courbe 
donnée, 

4.  La  surface  donnée  et  la  surÊice  conique  demandée  se  touchent 
en  une  courbe  à  double  courbure,  dont  il  suffira  de  trouver  les 
équations;  car  la  surface  conique  devant  passer  par  cette  courbe, 
la  question  sera  réduite  alors  à  la  précédente.  Or,  pour  tous  les 
points  de  cette  courbe  de  contact,  les  deux  surfaces  ont  le  même 

plan  tangent;  donc,  pour  ces  mêmes  points,  les  valeurs  de  (  ^  ) 

^  j,  produites  par  l'équation  de  l'une  des  surfaces,  doivent 

être  les  mêmes  cjue  les  valeurs  produites  par  l'équation  de  l'autre. 
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Soit  donc  F(j?,  j,  z)=o  Téquation  de  la  surface  donnée;  si,  après 
en  avoir  tiré  par  la  différentiation  les  valeurs  de  (  -^  )  et  (  ^  j  ?  on 
les  substitue  dans  T équation  différentielle  des  surfaces  coniques, 


=  (—»)(|)  H- (r -*)(!> 


on  obtiendra  en  j?,  j,  z  une  équation,  que  nous  représenterons  par 
J\x^y^  j3)  =  o,  et  qui  appartiendra  à  la  courbe  de  contact  des  deux 
surfaces;  et  parce  que  cette  courbe  est  aussi  sur  la  surface  donnée, 
il  s'ensuit  que  ses  deux  équations  seront 

F  {x,y,  z)  =  o       et      f{x,y,  z)  =  o. 

Donc ,  traitant  ces  deux  équations  comme  dans  le  cas  précédent, 
récjuatlon 


\z  —  c        z  — c  ) 


qu'on  obtiendra,  sera  celle  de  la  surface  conique  individuelle  de- 
mandée. 

Lorsque  le  sommet  du  cône  est  un  point  lumineux,  la  courbe  de 
contact  dont  nous  venons  de  trouver  les  équations  est  celle  qui, 
sur  la  surface  donnée,  sépare  la  partie  éclairée  de  la  partie  obscure. 

Tjorsque  le  sommet  du  cône  est  le  lieu  d'un  œil,  cette  courbe  de 
contact  est  la  ligne  du  contour  apparent  de  la  surface  donnée  pour 
l'œil  placé  au  sommet  du  cône. 

Si  la  surface  à  laquelle  la  surface  conique  doit,  être  circonscrite 
est  du  second  degré,  son  équation  sera 


K; 


Xx^ 

H- 

Bj' 

-h 

Cz» 

aDjz  H- 

2Ea?z 

+  2F*y 

2Gj7 

H- 

2Hj 

+ 

aJz 
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ce  qui  doimera 


Fx  +  Bj4-D^4-H 


[(fz\_       Ax  +  Ff-hEz  +  G        /</g\  _        Fx  +  Bj  +  D^ 
\Jîx)~'       Èx  +  D^+Cz  +  J'      X'tr)  ~       Ex  +  Dj+Cz  +  S 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation 

et  retranchant  l'équation  du  second  degré  elle-même,  on  aura 


x{A.a  -+- 

Fb-h 

Ec-h 

G) 

x{Fa  -+- 

Bb-h 

Dc  + 

H) 

z(Ea-+- 

Bb-i- 

C.c-h 

J) 

Ga-h 

m-h 

5c  — 

K 

=  o, 


équation  qui  appartient  à  un  plan  :  d'où  il  suit  que,  pour  toute  sur- 
face du  second  degré,  la  courbe  de  contact  avec  une  surface  conique 
circonscrite  est  toujours  plane. 

On  démontre  avec  la  même  facilité  que,  si  la  surface  est  du  de- 
gré m,  sa  courbe  de  contact  avec  une  surface  conique  circonscrite 
est  sur  une  autre  surface  courbe  du  degré  m  —  i . 

Quelle  que  soit  la  surface  touchée,  si  après  avoir  substitué  pour 

l-f-)  et  (  ;t-  )  leurs  valeurs  dans  l'équation 


=  (— »)(!)  + (r-*)(f). 


on  élimine  un  paramètre  quelconque  au  moyen  de  l'équation  de  la 
surface  touchée,  on  obtiendra' en  a;,  j,  2  une  équation  qui  appar- 
tiendra à  la  suite  des  lignes  de  contact  de  toutes  les  surfaces  qui  ne 
diffèrent  entre  elles  que  parle  paramètre  éliminé.  Cette  équation 
sera  donc  celle  de  la  surface  unique  qui  contient  toutes  les  lignes  de 
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contact,  et  qui  les  détermine  par  ses  intersections  avec  la  suite  des 
surfaces  touchées.  Mais  cette  équation  aura  tous  ses  termes  multi- 
pliés par  Fun  des  trois  coefficients  x — a,  / — è,  z  —  c  ;  donc  la  sur- 
face à  laquelle  elle  appartient  passera  nécessairement  par  le  sommet 
commun  à  toutes  les  surfaces  coniques  circonscrites. 

Par  exemple,  on  voit  par  là  que,  si  les  surfaces  touchées  sont 
des  sphères  concentriques  qui  ne  différent  entre  elles  que  par  leurs 
rayons,  leurs  lignes  de  contact  sont  des  cercles  qui  sont  tous  sur  la 
surface  d'une  autre  sphère,  dont  un  diamètre  est  la  droite  qui  joint 
le  centre  commun  de  toutes  les  sphères  au  sommet  commun  de 
toutes  les  surfaces  coniques  circonscrites. 


qQg* 


§  IV. 

DES  SURFACES  DE  RÉVOLUTION. 


Trouver  ï équation  générale  des  surfaces  de  r évolution ^  c'est-à-dire 
exprimer  qu'une  surfaire  est  engendrée  par  la  révolution  dune 
courbe  quelconque  autour  d'un  axe  donné  déposition. 

PREMIÈRE  MANIÈRE,  D'APRÈS  LA  CONSIDÉRATION  DU  PLAN  TANGENT. 

I .  Une  propriété  caractéristique  des  surfaces  de  révolution,  et 
qui  est  indépendante  de  la  nature  de  la  courbe  génératrice,  est  que 
le  plan  tangent  est  toujours  perpendiculaire  au  plan  mené  par  le 
point  de  contact  et  par  Taxe.  Nous  nommerons  ce  dernier  plan 
méridien . 

Soient  donc  <  ^^       A  l^s  équations  données  de  Taxe  de 

V  =  Bz  -f-  6 

révolution,  et  x\  j',  z'  les  coordonnées  du  point  de  contact; 
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r équation  du  plan  du  méridien,  en  tant  qu'il  passe  par  le  point  de 
contact,  est  de  la  forme 

i3-z'=M(.r-.r')-+-N(j-/); 

et  pour  que  ce  plan  passe  par  l'axe,  les  quantités  M,  N  doivent  être 
telles  que  les  équations  de  l'axe  et  celle  du  plan  aient  lieu  en  même 
temps,  quelles  que  soient  les  valeurs  dex^y^  z;  ce  qui  donne 

M  [A{b  — /)  —  B(a  —  x')]  =  b  —  j'  +  Bs', 
N  [K{b  —/)  —  B(a  —  ^')]  =  -  (a—  x'  -h  As'). 

Ainsi  l'équation  du  plan  du  méridien  mené  par  le  point  de  con- 
tact est 

{z-  z')[k{b-y')  -\i{a-  x')] 

■  =  ih  _/  -h  Bz')  [x  -  x')  -{a-x'-^  kz')  {y  -y'). 

Or,  l'équation  du  plan  tangent  est 

.-z'=(.-y)(j;)  +  (^-/)(^); 
et  ces  deux  plans  seront  rectangulaires  entre  eux  si  l'on  a 

^^^      j    (6-/  +  B-)(g)-(a-.'+A.')(|;) 
!  -i-A(*-y)-B(a-y)  =  o; 

donc  cette  dernière  équation  exprime  qu'une  surface  est  de  révo- 
lution autour  d'un  axe  déterminé  de  position  par  les  constantes 
A,  B,  a,  è,  indépendamment  de  la  génératrice,  qui  d'ailleurs  peut 
être  ou  n'être  pas  soumise  à  la  loi  de  continuité. 

2.  On  peut  être  conduit  à  la  même  équation  par  la  considération 
de  la  normale.  En  effet,  les  surfaces  de  révolution  ont  encore  cette 
propriété,  que  leur  normale  coupe  toujours  l'axe  de  révolution. 


Digitized  by 


Google 


—   19  — 
Nous  avons  vu  que  les  équations  de  la  normale  sont 


x  —  x'-^{z—  z')  (^^j  =  o, 
j-/4-(z-zO(|;)  =  o; 


et  pour  que  cette  droite  coupe  l'axe,  il  faut  que  ces  équations  et 
celles  de  Taxe  aient  lieu  en  même  temps,  indépendailiment  des  va- 
leurs de  Xjjr^  z,  ou  que,  en  éliminant  x,  j,  z  de  ces  quatre  équa- 
tions, l'équation  résultante  soit  satisfaite.  Or,  l'élimination  de  a?,  j,  z 
donne  l'équation  (A)  ;  donc  cette  équation  exprime  qu'une  surface 
est  de  révolution. 

SECONDE  MANIÈRE,  EN   QUANTITÉS  FINIES. 

3.  Les  surfaces  de  révolution  ont  un  second  caractère  indépen- 
dant de  la  nature  de  la  courbe  génératrice  ;  c'est  que,  si  on  les  coupe 
par  un  plan  quelconque  perpendiculaire  à  l'axe  de  révolution,  on  a 
pour  section  la  circonférence  d'un  cercle  dont  le  centre  est  dans 
l'axe,  et  dont  tous  les  points  sont  par  conséquent  à  égales  distances 
d'un  même  point  pris  sur  l'axe.  Or,  les  équations  de  l'axe  de  révo- 
lution étant,  comme  ci-dessus, 

0?  =  Az  H-  a,       j  =  Bz  -h  6, 

celle  du  plan  perpendiculaire  à  l'axe  sera 

Ax  -h  Bj  -r-  z  =  a, 

dans  laquelle  la  quantité  et  qui  détermine  la  position  de  ce  plan  est 
constante  pour  le  même  plan  perpendiculaire,  et  variable  d'un  plan 
à  un  autre. 

De  plus,  l'axe  de-révolution  rencontre  le  plan  des  xety  dans  un 
point  dont  les  coordonnées  sont  a:  =  a,  j  =  i,  z  =  o  ;  et  si  l'on 

3. 
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regarde  ce  point  comme  le  centre  commun  d'une  suite  de  sphères 
concentriques,  Féquation  générale  des  surfaces  de  ces  sphères  sera 

dans  laquelle  le  rayon  |3  est  constant  pour  la  même  surface,  et  va- 
riable d'une  sphère  à  une  autre. 

Cela  posé,  si  le  point  que  l'on  considère  sur  la  surface  de  révolu- 
tion se  meut  sur  cette  surface  sans  sortir  du  même  plan  perpendicu- 
laire à  l'axe,  il  ne  sortira  pas  non  plus  de  la  même  surface  de  sphère, 
et  alors  et  et  |3  seront  toutes  deux  constantes  ;  mais  si  ce  point,  en  se 
mouvant,  sort  du  plan  perpendiculaire  à  l'axe,  il  passera  aussi  sur 
la  surface  d'une  autre  sphère,  et  les  quantités  a  et  |3  auront  toutes 
deux  varié.  Les  surfaces  de  révolution  sont  donc  telles  que  «t  et  |3% 
ou  les  quantités  Ax  -f-  Bj  -t-  z  et  {x  —  ay  H-  (  j  —  by  -+-  z^  qui 
leur  sont  respectivement  égales,  sont  constantes  ensemble  et  varia- 
bles ensemble  ;  on  a  donc  pour  équation  de  ces  surfaces 

(x  —  ay  +  {y  —  by-+^z'  =  (p{Ax  +  Bf  +  z), 

dans  laquelle  (p  indique  une  fonction  quelconque,  dont  la  forme  dé- 
pend de  la  nature  de  la  courbe  génératrice. 

Nous  verrons  par  la  suite  que  cette  seconde  équation,  qui  est  de 
la  même  généralité  que  la  première,  en  est  l'intégrale  complète. 

Si  l'axe  de  révolution  passe  par  l'origine,  et  est  parallèle  aux  r, 
on  a 

A  =  o,       B  =  o,       a  =  o,       ô  =  o, 

et  l'équation  précédente  devient 

or^ -h  j^  =  (pjs       ou       s  =  4(*^'+J^)» 

les  signes  ^  et  4  indiquant  des  fonctions  quelconques.  Dans  cette 
même  hypothèse,  il  est  évident  que,  si  l'on  ajoute  à  chacime  des 
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ordonnées  z  de  la  surface  de  révolution  l'ordonnée  correspondante 
d'un  plan,  on  aura  l'ordonnée  d'une  surface  de  révolution  ram- 
pante, dont  la  génération  est  la  même  que  celle  de  la  surÊice  des 
balustres  rampants.  Donc  l'équation  générale  de  la  surface  des  ba- 
lustres  rampants,  rapportée  à  trois  plans  rectangulaires,  dont  deux 
passent  par  l'axe  de  révolution,  est 

z  =  Co:  +  Dj  H-  4  (^•'  +/'). 

la  forme  de  la  fonction  4  dépendant  de  la  forme  du  profil  du 
balustre,  profil  qui  peut  être  ou  n'être  pas  soumis  à  la  loi  de 
continuité. 


Étant  données  les  équations  dune  courbe  a  double  courbure, 
trousser  celle  de  la  surface  engendrée  par  la  révolution  de  cette 
courbe  autour  d*un  a^ve  donné  de  position. 

Il  est  évident  que  la  question  consiste  à  déterminer  dans  l'équa- 
tion générale  des  surfaces  de  révolution  quelle  doit  être  la  forme  de 
la  fonction  arbitraire  ^,  pour  que  la  surface  passe  par  la  courbe 
donnée,  et  soit  par  conséquent  la  surface  individuelle  que  l'on  con- 
sidère. Soient  donc  représentées  par 

F(«^,J,  s)  =  o, 
/(a;,j,  z)  =  o, 

les  deux  équations  données  de  la  courbe  génératrice;  les  équations 
de  la  circonférence  de  cercle  engendrée  par  chacun  des  points  de 
cette  génératrice  seront,  comme  nous  l'avons  vu, 

Aa;-h  Bj  -h  z  =  fit, 

^x  —  ay  4-  (j  —  by  +  s^  =  (Pa; 
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et  pour  que  la  surface  de  révolution  passe  par  la  courbe  donnée,  il 
faut  que  la  génératrice  soit  coupée  par  la  circonférence  de  cercle, 
quelle  que  soit  la  valeur  de  et;  il  faut  donc  que  les  quatre  équations 
précédentes  puissent  avoir  lieu  entre  les  quatre  quantités  x^j%z,et. 
Donc,  éliminant  les  trois  quantités  jc,  j,  z,  il  restera  une  équation 
en  £t  et  02t,  que  nous  représenterons  par 

f  (fit,  (pa)  :=  o, 

et  qui,  donnant  la  valeur  de  (p£t  en  ^t,  déterminera  la  fonne  de  la 
fonction  (p.  Donc  si,  dans  cette  dernière  équation,  on  substitue  pour 
et  et  (pet  leurs  valeurs  en  a?,  j,  c,  on  aura  l'équation 

([Ax  -t-  B/  -H  5,  {X  —  aY  -h  {j-  —  bY  -f-  ^'^  ]  =  o, 

qui  sera  celle  de  la  surface  de  révolution  individuelle  demandée. 

EXEMPLE. 

En  supposant  que  taxe  de  révolution  passe  par  l'origine^  et 
quil  soit  parallèle  à  taxe  des  z,  trouver  l'équation  de  la  surface 
de  révolution  engendrée  par  le  mouvement  d'une  droite  quelconque 
donnée  de  position. 

Soient 

X  =:  Plz  -f-  a\ 

y  =  B'z  -i-  b\ 

les  équations  données  de  la  droite  génératrice;  celles  de  la  circonfé- 
rence de  cercle  décrite  par  chacun  de  ses  points  seront 

.Z  =  fit, 

X'  4-j'  =  (pa; 
éliminant  .r,  j,  z  entre  ces  équations,  on  a 

(A' et  +  a  Y  +  (B'rt  -^  b'Y  =  (pa, 
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qui  indique  de  quelle  manière  la  fonction  ^a  est  composée  de  la 
quantité  a,.  Remettant  pour  a  et  ^ et  leurs  valeurs,  on  a  pour  équa- 
tion de  la  surface  individuelle 

(A'c  +  a'Y  -h  (B's  -h  h'y  =  jc'  +  J^ 

Si,  dans  cette  équation,  on  fait  ou  ûo  =  o  ou  /  =  o,  ce  qui  dé- 
termine une  section  par  Taxe,  l'équation  résultante  devient  celle 
d'une  hyperbole;  donc  la  surface  que  l'on  considère  est  celle  d'un 
liyperboloïde  de  révolution. 

Si,  en  conservant  une  des  deux  équations  de  la  droite  génératrice, 
on  change  tous  les  signes  du  second  membre  de  l'autre,  l'équation 
de  la  surface  sera  encore  la  même  ;  donc  cette  surface  peut  être  en- 
gendrée par  deux  droites  différentes,  et  parce  que  chacune  de  ces 
deux  droites  génératrices  passe  par  tous  les  points  de  la  surface,  il 
s'ensuit  que  la  surface  n'a  aucun  point  par  lequel  on  ne  puisse  faire 
passer  deux  lignes  droites  différentes  qui  soient  toutes  detix  entière- 
ment siu*  la  surface. 


Une  sur/ace  courbe  dont  l'équation  est  donnée,  étant  liée  d'une 
manière  iwariable  a  un  axe  de  révolution,  et  tournant  ensuite 
autour  de  cet  axe,  trouver  l'équation  de  la  surface  qui  touche 
et  enveloppe  la  surface  mobile  dans  toutes  ses  positions. 

La  surface  demandée  est  évidemment  de  révolution  autour  de 
l'axe  donné,  et  elle  touche  la  surface  mobile  considérée  dans  sa  pre- 
mière position,  suivant  une  courbe  dont  il  suflira  d'avoir  les  équa- 
tions ;  car  la  surface  de  révolution  devant  passer  par  cette  courbe, 
la  question  alors  sera  réduite  à  la  précédente. 

Soit  donc  F(a:,  j,  s)  =  o  l'équation  donnée  de  la  surface  mo- 
bile considérée  dans  sa  première  position.  Pour 'tous  les  points  de  la 
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ligne  de  contact  de  cette  surface  avec  celle  de  révolution,  T équation 
F  (a?,  /,  z)  =  o  doit  satisfaire  à  celle  des  surfaces  de  révolution; 

donc,  si  tirant  de  cette  équation  les  valeurs  de  (—  J  et  (  ^  J,  on 

les  substitue  dans  l'équation  (A),  page  i8,  l'équation  qu'on  obtien- 
dra, et  que  nous  représenterons  par  f  (x,  j,  z)  =  o,  appartiendra  à 
la  courbe  de  contact.  Les  deux  équations  de  cette  courbe  seront 
donc 

Donc,  traitant  ces  équations  comme  dans  le  cas  précédent,  l'é- 
quation 

/[Ax  +  Bj  +  z,  {X  -  ar  -4-  (J  -  by  -^  z']  =  o, 

à  laquelle  on  parviendra  de  la  même  manière,  sera  celle  de  la  sur- 
face demandée. 


§  V. 

DES  SURFACES  ENGENDRÉES  PAR  LE  MOUVEMENT  D'UNE  DROITE  QUI  EST 
TOUJOURS  HORIZONTALE,  ET  QUI  PASSE  TOUJOURS  PAR  LA  MÊME 
VERTICALE. 


Les  surfaces  engendrées  par  le  mouvement  d'une  droite  qui  est 
toujours  horizontale,  et  qui  passe  toujours  par  une  même  verticale, 
se  rencontrent  souvent  dans  les  aits.  La  surface  du  conoide  de  la 
voûte  d'arête  en  tour  ronde,  les  stœfaces  supérieure  et  inférieure  de 
la  courbe  rampante  circulaire,  la  surface  inférieure  des  marches  de 
la  vis  à  jour  circulaire,  etc. ,  sont  toutes  soumises  à  cette  génération, 
et  elles  ne  différent  entre  elles  que  par  la  courbe  qui,  dans  chacune 
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d'elles,  dirige  le  mouvement  de  la  droite  génératrice.  Nous  nous 
proposons  d'exprimer  cette  génération. 

PBEMIÈRE  MANIÈRE,   D'APRÈS  LA  CONSIDÉRATION  DU  PLAN  TANGENT. 

Un  caractère  général  des  surfaces  dont  il  s'agit,  et  qui  est  indé- 
pendant de  la  nature  de  la  cotirbe  qui  dirige  le  mouvement  de  la 
génératrice,  c'est  que  si,  par  le  point  de  contact,  on  mène  dans  le 
plan  tangent  une  horizontale,  cette  droite  passe  toujours  par  la  ver- 
ticale, puisqu'elle  est  la  droite  génératrice  dans  une  de  ses  positions. 
D'après  cela,  si  l'on  suppose  que  le  plan  horizontal  soit  un  des  trois 
pians  rectangulaires  auxquels  la  surface  est  rapportée,  et  que  la  ver- 
ticale donnée  passe  par  l'origine,  et  soit  l'axe  des  z,  on  aura  l'équa- 
tion de  la  droite  horizontale  menée  dans  le  plan  tangent,  en  faisant 
z=.z'  dans  l'équation  de  ce  plan  ;  ce  qui  donnera 

(—')(!;) +(r-/)(|;)= o. 

Or,  pour  que  cette  horizontale  passe  par  la  verticale  donnée,  il  faut 
que  sa  projection  horizontale  passe  par  l'origine,  ou  que,  dans  l'é- 
quation de  cette  projection,  les  termes  sans  x  et  sans  j  deviennent 
nuls  ;  il  faut  donc  que  l'on  ait 

^'(ë)-/(|;)=o, 

qui  est  l'équation  demandée. 

SECONDE  MANIÈRE.   EN   QUANTITÉS  FINIES.  * 

Un  autre  caractère  des  siu-faces  que  nous  considérons,  et  qui  de 
même  est  indépendant  de  la  courbe  qui  dirige  le  mouvement  de  la 
génératrice,  c'est  que  si  on  les  coupe  par  im  plan  quelconque  mené 
par  la  verticale ,  on  a  pour  section  une  droite  horizontale.  Or, 
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l'équation  d'un  plan  quelconcjue  mené  par  la  verticale  est 

y 

dans  laquelle  a  est  le  paramètre  qui  détermine  la  position  de  ce  plan; 
paramètre  qui  est  constant  pour  le  même  plan,  et  variable  d'un  des 
plans  verticaux  à  un  autre.  De  plus,  l'équation  d'ime  ligne  horizon- 
tale est  js  =  |3.  Si  donc  le  point  que  l'on  considère  se  meut  sur  la 
surface  sans  sortir  du  même  plan  vertical,  ce  qui  suppose  que  a  est 
constant,  il  ne  sortira  pas  non  plus  de  la  même  ligne  horizontale,  et 
p  sera  aussi  constant;  mais  si,  dans  son  mouvement,  il  change  de 
plan  vertical,  ce  qui  suppose  que  a  est  variable,  il  changera  aussi  de 
ligne  horizontale,  et  ^  sera  aussi  variable. 

Les  surfaces  cpie  nous  considérons  sont  donc  telles  que  a  et  |3,  ou 

les  quantités  ^  et  z  qui  leur  sont  respectivement  égales,  sont  con- 
stantes ensemble  et  variables  ensemble.  Donc  ces  quantités  sont  fonc- 
tions Tune  de  l'autre.  Donc  l'équation  générale  de  ces  surfaces  est 


=H^)' 


dans  laquelle  la  forme  de  la  fonction  (p  dépend  de  la  nature  de  la 
courbe  qui  dirige  le  mouvement  de  la  génératrice. 

Nous  verrons  par  la  suite  que  cette  seconde  équation  est  l'inté- 
grale complète  de  la  première. 


Étant  données  les  équations  de  la  courbe  à  double  courbure  qui 
dirige  le  mouvement  de  la  droite  génératrice,  trouver  V équation 
de  la  surface  individuelle. 

D'après  ce  que  nous  avons  vu  pour  les  surfaces  précédentes,  il  est 
évident  que  si  les  équations  données  de  la  courbe  à  double  cour- 
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l)nre  sont 

F  [x,  j,  z)  =  o,       et      /{x,  X,  z)  =  o, 
il  faudra  éliminer  a,/,  ;:  entre  les  quatre  équations  suivantes, 

V{x,y,z)  =  o, 
f{œ,y,z)  =  o, 


—  =  a, 
X  ' 


ce  qui  donnera  un  résultat  que  nous  représenterons  par 

ï{ct,  <p(t)  =  o; 

puis  substituer  dans  cette  équation  pour  cteKpA  leurs  valeurs  :  ainsi 
l'équation  demandée  sera 

f(2,.)=„. 

PREMIER    EXEMPLE. 

Étant  données  les  équations  du  cintre,  trouver  celle  de  la  sur/are 
du  conoïde  de  la  voûte  d'arête  en  tour  rotule, 

JjC  cintre  de  cette  voûte  est  ordinairement  elliptique,  surmonté 
ou  surbaissé  ;  dans  l'un  et  Tautre  cas ,  il  existe  toujours  un  cintre 
circulaire  par  lequel  passe  la  surface.  Soient  x=za  la  distance  de 
ce  cintre  à  l'origine,  et  j^  -+-  z*  =  b'^  l'équation  du  cintre  circu- 
laire; on  éliminera  x,  y^z  entre  les  quatre  équations 


.r 

= 

(U 

=.=: 

h\ 

•I 

X 

= 

ût, 

<P*; 
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ce  qui  donnera 

et  substituant  pour  ctet(p(t  leurs  valeurs,  on  aura  pour  l'équation 
demandée 

X 

SECOND     EXEMPLE. 

Trouver  V équation  de  la  surface  supérieure  de  la  courbe  ram- 
pante circulaire. 

On  sait  que,  dans  ce  cas,  la  courbe  à  double  coiu^bure  qui  dirige 
le  mouvement  de  la  génératrice  est  Thélice  d'une  vis  dont  l'axe  est 
la  verticale  qui  passe  par  l'origine.  La  projection  horizontale  de 
cette  hélice  est  la  circonférence  de  cercle  qui  sert  de  base  à  la  surface 
cylindrique  sur  laquelle  elle  se  trouve.  Soit  x^+y^=^a^  l'équation 
de  cette  projection.  Pour  avoir  l'autre  équation  de  la  même  courbe, 
il  faut  remarquer  que  cette  courbe  produit  ime  ligne  droite  sur  le 
développement  de  la  surface  du  cylindre  :  ainsi  cette  équation  est 

z  =  b  arcsin  (y)  -h  c^ 

dans  laquelle  betc  sont  deux  constantes.  On  éliminera  donc  .t, } ,  z 
entre  les  quatre  équations 

z  =  è  arc  sin  (  j)  h-  c, 

y 

X 

ce  qui  produira 

(pa  =  è  arc  sin  (  )  +  c  ; 

et  substituant  pour  a  et  ^a  leurs  valeurs,  on  aura  pour  l'équation 
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demandée 

2;  =  6  arc  sin  I        '        ]  -h  c. 


Cette  surface  individuelle  est  une  de  celles  dont  l'aire  est  un  mi- 
nimum ;  c'est-à-dire  que  si  sur  cette  surface  on  renferme  une  aire 
par  une  courbe  quelconque,  soumise  ou  non  à  la  loi  de  continuité, 
de  toutes  les  surfaces  courbes  qui  passent  par  cette  courbe ,  c'est 
celle  que  nous  considérons  dont  l'aire  renfermée  par  la  courbe  est 
la  plus  petite. 

S'il  s'agissait  de  trouver  la  surface  qui,  d'après  la  même  généra- 
tion, serait  circonscrite  à  une  surface  courbe  donnée,  on  opérerait 
comme  nous  l'avons  fait  dans  les  trois  générations  précédentes. 

La  verticale  par  laquelle  passe  toujours  la  droite  génératrice  est 
une  ligne  remarquable  sur  les  surfaces  dont  il  s'agit  ;  elle  est  la  ligne 
la  plus  courte  par  laquelle  on  puisse  passer  d'une  position  quel- 
conque de  la  droite  génératrice  à  une  autre.  Ces  surfaces  ne  sont 
qu'un  cas  particulier  de  celles  qui  sont  engendrées  par  le  mouve- 
ment d'ime  ligne  droite,  et  dont  nous  aurons  dans  la  suite  occasion 
de  nous  occuper. 

I^es  générations  des  surfaces  que  nous  avons  considérées  jus- 
qu'ici sont  exprimées  par  des  équations  aux  différences  partielles 
linéaires  :  nous  allons  parler  de  celles  qui  sont  exprimées  par  des 
équations  élevées. 


§  VL 

DES  SURFACES  QUI  ENVELOPPENT  UN  NOMBRE  INFINI  D'AUTRES  SURFACES; 
DES  CARACTÉRISTIQUES  ET  ARÊTES  DE  REBROUSSEMENT. 


Supposons  que  l'on  considère  une  surface  courbe  entièrement 
connue,  et  dans  la  génération  de  laquelle  entre  un  certain  paramètre 
que  nous  représenterons  par  a,  en  sorte  que  l'équation  finie  de 
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cette  surface  soit  composée  de  .r,  j,  i;,  a,  et  de  tant  d'autres  con- 
stantes que  Ton  voudra,  indépendantes  de  a.  L'équation  connue  de 
cette  surface  pourra  être  représentée  par  F[a:',  >,  z,  a]=:o,  ou, 
pour  abréger,  par  F  =  o. 

Si  Ton  donne  au  paramètre  a  une  valeur  déterminée,  l'équation 
F  =  o  sera  celle  d'une  surface  individuelle  unique,  dont  la  forme 
et  la  position  dans  l'espace  dépendront  de  la  valeur  particulière 
donnée  à  ût.  Si  donc  on  suppose  que  le  paramètre  tt  ait  successive- 
ment toutes  les  valeurs  possibles  depuis  a  =  —  »  jusqu'à  a  =  oo  , 
toutes  les  équations,  telles  que  F=:  o,  que  l'on  obtiendra  de  cette 
manière,  seront  chacune  en  particulier  celle  d'une  surface  courbe 
individuelle  ;  et  la  suite  infinie  de  toutes  ces  surfaces  courbes  sera 
enveloppée  par  ime  autre  surface  courbe  unique,  qui  est  de  la  na- 
ture de  celles  que  nous  nous  proposons  de  considérer,  et  auxquelles 
nous  donnerons  le  nom  générique  ^enveloppes. 

Si,  de  plus,  l'équation  générale  F=o  des  surfaces  enveloppées 
contient  un  second  paramètre  |3,  mais  qui  dépende  du  premier  sui- 
vant une  loi  connue  ;  si,  par  exemple,  ces  deux  paramètres  sont  les 
coordonnées  d'une  courbe  plane  donnée,  dont  l'équation  connue 
en  a ,  y  soit  représentée  par  j=  (po?,  on  aura  |3  =  ^ct;  et,  d'après  la 
forme  de  la  fonction  (p,  l'enveloppe  aura  une  forme  particulière  et 
une  position  déterminée  dans  l'espace.  Si  donc  on  suppose  que  la 
fonction  (p  prenne  successivement  toutes  les  formes  possibles,  pour 
chacune  de  ces  formes  particulières,  on  aura  une  enveloppe  indivi- 
duelle différente;  et  pour  toutes  les  formes  en  général,  on  aura  une 
suite  d'enveloppes.  Toutes  ces  enveloppes  auront  un  caractère  gé- 
néral, ime  propriété  commune,  ime  même  génération,  indépen- 
dante de  la  nature  de  la  courbe  dont  l'équation  est  j  =  ^x.  Ce  ca- 
ractère, cette  propriété,  cette  génération,  peuvent  être  exprimés 
ou  par  une  équation  aux  différences  partielles ,  ou  par  une  équa- 
tion intégrale,  dans  laquelle  entrera  la  fonction  ^,  qui  alors  sera 
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arbitraire  ;  et  ce  sont  ces  deux  espèces  d'équations  que  nous  nous 
proposons  de  trouver.  Nous  allons  éclaircir  ce  qui  précède,  en  rai- 
sonnant sur  un  exemple  simple. 

Tout  étant  rapporté  à  trois  plans  rectangulaires,  dont  celui  qui 
(îontient  les  xety  soit  horizontal ,  concevons  que  sur  ce  dernier  plan 
on  ait  tracé  une  courbe  quelconque  dont  F  équation  soit  j  =  ^j;,  et 
que  sur  cette  cotœbe  on  prenne  un  point  correspondant  à  a?  =  a,  et 
pour  lequel  on  aura  par  conséquent  y  =  (pct;  cela  posé,  si  ce  point 
est  le  centre  d'ime  sphère  dont  le  rayon  soit  =  a,  l'équation  de  la 
surface  de  la  sphère  sera 

{x  —  aY  -+-  ( J  —  (pci^Y  -{-  z^  =^  a\ 

Cette  équation  est,  dans  ce  cas,  celle  que  nous  représentons  par 
F  =  o.  Actuellement,  si,  la  forme  de  la  fonction  (p  restant  la  même, 
c'est-à-dire  si,  la  courbe  horizontale  restant  fixe.  Ton  donne  suc- 
cessivement à  A  toutes  les  valeurs  possibles ,  oij  aura  une  suite  de 
sphères  de  même  rayon,  et  dont  les  centres  seront  distribués  sur 
tous  les  points  de  la  courbe  horizontale.  Toutes  ces  sphères  seront 
enveloppées  par  une  surface  unique,  qui  sera  celle  d'un  canal  cir- 
culaire, curviligne,  et  dont  l'axe  sera  la  courbe  horizontale  :  c'est 
cette  surface  à  laquelle  nous  donnons  le  nom  A' enveloppe.  Enfin,  si 
l'on  donne  successivement  à  la  fonction  (p  toutes  les  formes  possi- 
bles, c'est-à-dire  si  l'on  fait  successivement  la  même  opération  pour 
toutes  les  courbes  que  l'on  peut  tracer  sur  le  plan  horizontal,  à 
chacune  de  ces  courbes  correspondra  une  enveloppe  particulière. 
Toutes  ces  enveloppes  auront  la  même  génération  et  une  propriété 
commune  indépendante  de  la  courbe  qui  sert  d'axe  à  chacime  d'elles 
en  particulier.  Cette  propriété  est  que,  si  on  les  coupe  par  un  plan 
quelconque  normal  à  la  courbe  horizontale  qui  sert  d'axe,  on  a  pour 
section  la  circonférence  d'un  cercle  dont  le  rayon  est  =  a,  et  dont 
le  centre  est  dans  la  courbe.  L'expression  analytique  de  cette  pro- 
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priété  qui  appartient  à  toutes  ces  enveloppes,  et  qui  n'appartient 
qu'à  elles,  est  l'équation  générale  des  surfaces  soumises  à  cette 
génération.  Rentrons  actuellement  dans  le  cas  général. 

Si  dans  l'équation  générale  des  surfaces  enveloppées  F=  o,  après 
avoir  donné  à  tt  une  certaine  valeur,  on  lui  donne  une  nouvelle  va- 
leur infiniment  peu  différente  de  la  première ,  on  aura  l'équation 
d'une  nouvelle  enveloppée,  qui,  par  sa  forme  et  sa  position,  diffé- 
rera infiniment  peu  de  la  première,  et  qui  la  coupera  dans  une  cer- 
taine courbe.  Cette  courbe  sera  la  ligne  de  contact  commune  des 
deux  enveloppées  consécutives  avec  leur  enveloppe,  et  ses  points 
seront  ceux  de  la  première  enveloppée  pour  lesquels  les  coordon- 
nées 07,  j,  z  ne  changent  pas,  quand  a  varie  et  devient  a  +  dd.  Si 
donc  on  différentie  l'équation  F  =  o,  en  regardant  &  comme  seule 
variable,  l'équation  qu'on  obtiendra  appartiendra  à  la  courbe  de 
contact  ;  et  parce  que  cette  courbe  se  trouve  aussi  sur  la  première 
enveloppée,  il  s'ensuit  que  ces  deux  équations  seront 

(A)  ^  F  =  o, 

(«)  (§)=o. 

dans  lesquelles  la  quantité  a  détermine  la  position  de  la  courbe  de 
contact  dans  l'espace.  Ainsi,  suivant  que  dans  les  deux  équations 
(A)  et  (B)  on  donnera  successivement  à  &  différentes  valeurs,  on 
aura  les  équations  de  courbes  de  contact  différentes  qui  se  trouve- 
ront toutes  sur  l'enveloppe,  et  dont  l'enveloppe  elle-même  sera, 
pour  ainsi  dire,  composée.  Si  donc  entre  les  deux  équations  (A) 
et  (B)  on  élimine  a,  on  aura  en  or,  j,  z  une  équation  que  nous  re- 
présenterons par /(o^,  j,  s)  =  o,  ou,  pour  abréger,  par/*=  o,  et 
qui  sera  celle  de  l'enveloppe  elle-même. 

La  ligne  de  contact,  dont  les  équatio/is  sont  (A)  et  (B),  a  aussi 
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une  propriété  indépendante  de  la  courbe  qui  particularise  l'enve- 
loppe, et  dont  on  peut  avoir  l'expression  analytique  ;  en  vertu  de 
cette  propriété,  elle  imprime  un  caractère  général  à  toutes  les  enve- 
loppes soimiises  à  la  même  génération  ;  sa  considération  est  très- 
importante  dans  l'intégration  des  équations  aux  diflférences  par- 
tielles, et  nous  la  nommerons  la  caractéristique  de  l'enveloppe. 
Nous  verrons  par  la  suite  qu'une  même  enveloppe  peut  avoir  plu- 
sieurs caractéristiques  différentes.  Dans  le  cas  particulier  sur  lequel 
nous  avons  déjà  raisonné,  la  ligne  de  contact  est  toujours  la  circon- 
férence d'un  cercle  dont  le  rayon  est  constant,  et  dont  le  plan  est 
toujours  vertical  et  normal  à  la  courbe  horizontale,  quelle  que  soit 
d'ailleurs  cette  courbe  ;  et  il  est  évident  que  c'est  cette  propriété  qui 
imprime  à  toutes  les  enveloppes  de  ce  genre  leur  caractère  commun 
et  distinctif.  Poursuivons  ces  considérations. 

Si  dans  les  deux  équations  (A)  et  (B) ,  après  avoir  donné  au  para- 
mètre et  ime  première  valeur,  ce  qui  détermine  la  position  de  la 
caractéristique  dans  l'espace,  on  conçoit  que  ce  paramètre  soit  aug- 
menté d'une  quantité  infiniment  petite  da^  les  deux  nouvelles  équa- 
tions seront  celles  d'ime  nouvelle  caractéristique  qui,  par  sa  forme 
et  sa  position,  différera  infiniment  peu  de  la  précédente,  et  qui,  en 
général,  la  coupera  quelque  part,  puisque  ces  deux  caractéristiques 
consécutives  sont  sur  la  même  enveloppe.  Les  points  en  nombre 
fini,  dans  lesquels  les  deux  caractéristiques  consécutives  se  coupent, 
sont  ceux  de  la  première  pour  lesquels  les  coordonnées  x^y^z  ne 
changent  pas,  lorsque,  dans  les  équations  (A)  et  (B),  a  varie  et  de-: 
vient  d  -f-  d(t.  Donc,  si  l'on  differentie  ces  deux  équations,  en  re- 
gardant (t  comme  seule  variable,  les  deux  nouvelles  équations  qu'on 
obtiendra  appartiendront  aux  points  d'intersection  des  deux  carac- 
téristiques; et  parce  que  ces  points  se  trouvent  aussi  siu*  la  preçnière 
caractéristique,  que  d'ailleurs.en  différentiant  (A)  on  reproduit  (B) , 
il  s'ensuit  que  pour  chacim  de  ces  points  d'intersection  on  a  les  trois 
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équations 

(A) 

F=o, 

(B) 

fdF\ 

(G) 

dans  lesquelles  la  quantité  a  détermine  celle  de  toutes  les  caracté- 
ristiques sur  laquelle  on  considère  le  point  où  elle  est  coupée  par 
celle  qui  la  suit  immédiatement. 

Ainsi,  suivant  que  dans  les  trois  équations  (A),  (B),  (G),  on  don- 
nera au  paramètre  a  différentes  valeiu^s,  on  aura  en  a:,  j,  z  trois 
équations,  desquelles,  par  l'élimination,  on  tirera  les  valeurs  des 
coordonnées  a?,  j,  z,  du  point  dans  lequel  la  caractéristique  corres- 
pondante est  rencontrée  par  la  suivante.  On  aura  donc  sur  l'enve- 
loppe autant  de  points  de  cette  espèce,  que  l'on  pourra  donner  de 
valeurs  différentes  à  a.  La  suite  de  ces  points  formera  sur  l'enve- 
loppe une  courbe  très-remarquable,  et  dont  on  aura  en  j?,  j,  js  les 
deux  équations,  en  éliminant  a  entre  les  trois  équations  (A),  (B) 
et  (G) .  Gette  courbe  est  touchée  par  toutes  les  caractéristiques  de  la 
même  manière  que  l'enveloppe  est  touchée  par  toutes  les  envelop- 
pées, et  elle  est  pour  l'enveloppe  une  véritable  arête  de  rebrousse- 
ment  ;  car  toutes  les  parties  des  caractéristiques  qui  sont  d'im  même 
côté  par  rapport  à  leurs  points  de  contact  avec  la  courbe  que  nous 
considérons,  forment  tme  première  nappe  de  l'enveloppe,  et  toutes 
les  parties  de  ces  caractéristiques  qui  sont  de  l'autre  côté  des  mêmes 
points  de  contact  forment  une  seconde  nappe.  Ges  deux  nappes  se 
touchent  dans  la  courbe  dont  il  s'agit,  et  qui  est  pour  elles  ime  li- 
mite commune;  de  manière  que  si  im  point  se  mouvait  sur  une  de 
ces  deux  nappes  suivant  une  certain^  loi,  il  arriverait  jusqu'à- cette 
limite,  qu'il  ne  pourrait  outre-passer,  et,  pour  continuer  son  mou- 
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vement  suivant  la  même  loi,  il  serait  obligé  de  se  réfléchir  et  de  pas- 
ser sur  l'autre  nappe.  Nous  aurons  occasion,  par  la  smte,  de  nous 
familiariser  avec  cette  espèce  d'arête  de  rebroussement.  Nous  nous 
contenterons  ici  de  faire  observer  que  les  surfaces  coniques  sont  des 
enveloppes;  que,  comme  telles,  elles  ont  leur  arête  de  rebrousse- 
ment; que,  poiu*  elles,  cette  arête  se  réduit  toujours  à  un  point 
unique,  et  que  ce  point,  qui  est  le  sommet,  est  très-remarquaWe 
sur  ces  siufaces. 

Toutes  les  arêtes  de  rebroussement  des  enveloppes  soumises  à  la 
même  génération  ont  aussi  un  caractère  commun ,  une  propriété 
générale,  qui  est  indépendante  de  la  courbe  qui  particularise  l'en- 
veloppe, et  dont  on  peut  avoir  l'expression  analytique.  La  consi- 
dération de  ces  arêtes  est  d'une  grande  importance  dans  le  calcul 
intégral  des  équations  aux  différences  partielles,  et ,  pour  cette  rai- 
son, nous  ne  manquerons  pas  de  les  étudier  dans  tous  les  cas  parti- 
culiers que  nous  traiterons. 

Enfin,  chacun  des  points  de  l'arête  de  rebroussement  d'une  en- 
veloppe est  l'intersection  de  deux  caractéristiques  consécutives  ; 
mais  si,  siu*  cette  arête,  il  se  trouve  un  point  dans  lequel  les  trois 
caractéristiques  consécutives  se  coupent ,  ou ,  ce  qui  revient  au 
même,  s'il  existe  une  certaine  valeur  de  a,  pour  laquelle  les  deux 
caractéristiques  consécutives  coïncident  et  ne  forment  qu'une  même 
courbe,  le  point  correspondant  de  l'arête  de  rebroussement  sera 
tel,  que  ses  trois  coordonnées  x^  y^z  ne  varieront  pas  lorsque  a 
viendra  encore  à  varier.  Si  donc  on  diflFérentie  les  trois  équations 
(A),  (B),  (G),  en  regardant  et  comme  seule  variable,  les  trois  équa- 
tions que  l'on  aura  appartiendront  au  même  point  de  rebrousse- 
ment; et  parce  que  la  différentiation  de  (A)  produit  (B),  et  que 
celle  de  (B)  produit  (G),  il  s'ensuit  que  si  des  quatre  équations 
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(A)  •  F  =  o, 

(B)  (f)  =  o, 

(C)  m-o, 
,„,  /dddF\ 

on  élimine  les  trois  coordonnées  x^y^z^on  aura  une  équation  qui 
né  renfermera  plus  que  a,  et  qui  donnera  la  valeur  de  a  pour  qu'un 
point  de  l'arête  de  rebroussement  soit  commun  à  trois  caractéristi- 
ques consécutives.  Ce  point  est  lui-même  pour  l'arête  im  point  d'in- 
flexion ou  un  point  de  rebroussement. 

Passons  actuellement  à  la  recherche  des  équations  de  quelques 
enveloppes. 

§  vn. 

DES  SURFACES  DES  CANAUX  DONT  L'AXE  EST  UNE  COURBE  QUELCONQUE 
PLANE  ET  HORIZONTALE,  ET  DONT  LES  SECTIONS  PERPENDICULAIRES  A 
CET  AXE  SONT  DES  CERCLES  DE  RATON  CONSTANT. 


Une  courbe  quelconque  étant  tracée  sur  le  plan  horizontal,  si 
l'on  imagine  qu'une  sphère  d'un  rayon  constant  se  meuve  de  ma- 
nière que  son  centre  suive  la  courbe,  elle  parcourra  un  espace  qui 
sera  enveloppé  par  une  certaine  surface  courbe.  Gela  posé,  trouver ^ 
I**  V équation  générale  de  toutes  les  surfaces  courbes  soumises  à 
cette  génération,  quelle  que  soit  d'ailleurs  la  courbe  plane  qui  leur 
sert  d'axe;  2**  les  équations  de  la  caractéristique  de  ces  surfaces; 
3®  ceUe  de  leur  arête  de  rebroussement. 
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PREMIÈRE  MANIÈRE,  D'APRÈS  LA  CONSIDÉRATION  DU  PLAN  TANGENT. 

1°.  La  surface  que  nous  considérons  étant  l'enveloppe  d'une  suite 
de  sphères  de  même  rayon,  il  est  évident  que  son  plan  tangent  coïn- 
cide avec  le  plan  tangent  de  la  sphère  enveloppée  qui  la  touche  au 
même  point. 

Quelle  que  soit  la  courbe  qui  sert  d'axe,  l'angle  que  le  plan  tan- 
gent de  la  sur&ce  fait  avec  le  plan  horizontal  pour  un  point  de  con- 
tact pris  à  une  certaine  hauteur,  doit  donc  être  égal  à  celui  que  fait 
avec  le  même  plan  horizontal  le  plan  tangent  à  une  des  sphères  en- 
veloppées, pour  un  point  de  contact  pris  à  la  même  hauteur.  Or, 
l'équation  du  pkn  tangent  étant,  comme  on  sait, 

z_z'=(x-y)(*;)+(r-/)(^). 

le  cosinus  de  l'angle  que  ce  plan  fait  avec  le  plan  horizontal  est 


cos  = 


de  plus,  a  étant  le  rayon  constant  des  sphères  enveloppées,  et  a,  ^ 
étant  les  coordonnées  quelconques  du  centre  d'une  de  ces  sphères, 
l'équation  de  la  surÊice  de  cette  sphère  sera 

^x  —  ay  -+•  {X  —  ^y  -^  z'  =  a\ 

Tirant  de  cette  équation  les  valem^  ^^  (^)  ^*  ^^  (;/")'  P^^^^  ^^^ 

substituer  dans  l'expression  du  cosinus  de  l'angle  que  le  plan  tan- 
gent de  cette  sphère  fait  avec  le  plan  horizontal,  on  trouvera 

z  z 

cos  =    ,  ou     =  -  ; 
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donc,  égalant  les  valeurs  de  ces  deux  cosinus,  et  accentuant  z  dans 
la  seconde  expression,  puisque  les  points  de  contact  sont  pris  à  la 
même  hauteur,  on  aura,  pour  équation  générale  des  surfaces  que 
nous  considérons, 

w       ^'•[-(ëy-(fy]='-- 

Autrement,  Il  est  évident  que  toutes  les  normales  de  l'enveloppe 
coupent  la  courbe  qui  lui  sert  d'axe,  et  que  les  parties  de  ces  nor- 
males comprises  entre  la  surface  et  le  plan  horizontal  sont  égales 
entre  elles  et  au  rayon  des  sphères  enveloppées.  Or,  en  nommant 
x\  y' y  z'  les  coordonnées  d'un  point  d'une  surfaiee  courbe,  nous 
avons  vu  que  les  équations  de  la  normale  qui  passe  par  ce  point 
sont 

x  —  x'^{z  —  z')  ^^  j  =  o. 


7-/+(^-^0(^)  =  o. 


De  plus,  la  grandeur  de  la  partie  de  cette  normale  comprise  entre 
le  point  de  la  surface  et  un  autre  point  dont  les  coordonnées  sont 

,r,  j,  iz,  est 


^[x-x'Y^{y-yY-^{z-z')\ 

Substituant  donc  pour  x  —  x'  eXy  —  j' les  valeurs  que  fournissent 
les  deux  équations  précédentes,  on  aura  pour  expression  de  cette 
grandeur 


(^-^V-lS)'-!^^ 


Si  donc  on  veut  avoir  la  grandeur  de  la  partie  de  la  normale  com- 
prise entre  la  surface  et  le  plan  horizontal,  il  faudra  faire  z=o  dans 
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cette  expression,  qui  deviendra 


donc,  en  égalant  cette  expression  au  rayon  a  des  sphères  enve- 
loppées, et  élevant  au  carré,  on  trouvera,  comme  ci-dessus,  pour 
équation  générale 

2**.  La  caractéristique  de  la  surface,  c'est-à-dire  la  courbe  de  con-r 
tact  de  cette  surface  avec  chacune  des  enveloppées,  est  évidem- 
ment, dans  ce  cas,  la  ligne  de  plus  grande  pente  de  la  surface,  ou, 
ce  qui  revient  au  même,  elle  est,  de  toutes  les  courbes  qui  sont  sur 
la  surface  et  qui  passent  par  un  même  point,  celle  dont  la  tangente 
en  ce  point  Êiit  le  plus  grand  angle  avec  le  plan  horizontal.  La  tan- 
gente de  cette  courbe  est  donc  perpendiculaire  à  l'horizontale  me- 
née dans  le  plan  tangent,  et  enfin  la  projection  horizontale  de  cette 
tangente  est  perpendiculaire  à  la  trace  horizontale  du  plan  tangent. 
Or,  a?',  j',  z'  étant  les  coordonnées  du  point  de  la  caractéristique, 
qui  est  aussi  le  point  de  contact  du  plan  tangent,  l'équation  de  la 
projection  horizontale  de  la  tangente  est 

celle  de  la  trace  horizontale  du  plan  tangent  se  trouve  en  faisant 
J3  =  o  dans  l'équation  de  ce  plan,  et  est 

_.'=(.-.')(i;)+(y-/)(|;)- 

De  plus,  ces  deux  droites  seront  rectangulaires  si,  en  ajoutant  les 
produits  des  coefficients  de  a;  à  celui  des  coefficients  de  j,  la  somme 
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est  égale  à  zéro  ;  donc  T  équation  de  la  projection  horizontale  de  la 
ligne  de  plus  grande  pente  est 

(è;)''/-(f )"-'=<>• 

Donc  enfin  les  deux  équations  de  la  caractéristique  de  la  surface 
sont 

c)      ^i-(ër+(i;y]=«*- 

En  général,  l'équation  [b)  peut  toujours  être  déduite  immédiate- 
ment de  l'équation  (a).  Poiu*  ne  pas  trop  charger  cet  exemple, 
nous  le  ferons  voir  dans  l'exemple  suivant. 

3**.  L'arête  de  rebroussement  de  la  surface  touche  en  chacun  de 
ses  points  une  de  ses  caractéristiques;  ces  deux  courbes  ont  donc 
en  ce  point  une  tangente  commune  :  donc  la  tangente  de  l'arête  de 
rebroussement  pour  un  point  de  contact  pris  à  une  certaine  hau- 
teur, fait  avec  le  plan  horizontal  le  même  angle  que  la  tangente  de 
la  caractéristique  pour  un  point  de  contact  pris  à  la  même  hauteiu*. 
Or,  x\y\z'  étant  les  coordonnées  du  point  de  contact  pris  sur 
l'arête  de  rebroussement,  la  tangente  de  l'arête  fait,  avec  le  plan 
horizontal,  un  angle  dont  le  cosinus  est  évidemment 


cos  —  — -^ — 


^dx'^  +  dy'^  +  dz'^ 


De  plus,  dans  un  cercle  vertical  et  dont  le  rayon  est  a,  pour  un 
point  de  contact  pris  à  la  même  hauteur  z',  la  tangente  fait  avec  le 
plan  horizontal  un  angle  dont  le  cosinus  est 


z 

cos  =  - 

a 
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donc,  égalant  ces  deux  cosinus,  on  aura  pour  équation  de  l'arête 
de  rebroussement 

(c)  z'^  {cb!'  -+-  dy^  +  dz'^)  =  a"  [dœ''  +  dy''). 

Autrement.  Les  deux  équations  (a)  et  {b)  appartenant  à  toutes 
les  caractéristiques,  quelle  que  puisse  être  la  courbe  qui  sert  d'axe  à 
la  surface,  et  quel  que  soit  le  point  par  lequel  passe  la  caractéristique 

sur  chaque  surface  individuelle,  les  deux  quantités  (^  )  et  (-A  ) 

que  renferment  ces  deux  équations  doivent  dépendre  implicitement, 
et  d'une  première  quantité  a  qui,  siu*  chaque  enveloppe,  assigne  le 
lieu  de  la  caractéristique,  et  d'une  seconde  quantité  p=^a,  dont  la 
forme  particularise  l'enveloppe  elle-même.  Si  donc  entre  les  trois 
équations  (a) ,  {b)  et  la  suivante 

*'=(|;)<fe'H-(^)<//. 

on  élimine  les  deux  quantités  \-j-A  et  (^  )j  on  fera  disparaître 

tout  ce  qui  dépend  de  la  quantité  et,  par  conséquent  tout  ce  qui, 
dans  la  même  enveloppe,  particularise  chacune  des  caractéristiques, 
et  l'équation  aux  différences  ordhiaires 

(c)  z'^  (tir'^  -h  dy^  -h  dz'^)  =  a'  {dx'^  -h  dy"), 

que  l'on  obtiendra,  appartiendra  à  l'arête  de  rebroussement  que 
toutes  ces  caractéristiques  touchent;  mais  aussi  par  cette  élimination 
on  fedt  disparaître  tout  ce  qui  dépend  de  l'autre  quantité  |3  =  ^a,  et 
par  conséquent  tout  ce  qui  particularise  l'enveloppe  elle-même  : 
donc  l'équation  (c)  est  généralement  celle  des  arêtes  de  rebrousse- 
ment de  toutes  les  surfaces  soumises  à  la  même  génération. 

On  voit  donc  que  la  caractéristique  est  exprimée  par  deux  équa- 
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tîons  (a) ,  {b) ,  dont  Tune  est  aux  différences  partielles,  et  dont  F  autre 
est  aux  différences  mêlées,  partielles  et  totales;  et  qu'au  contraire 
l'arête  de  rebroussement  est  exprimée  par  une  équation  unique  aux 
différences  ordinaires,  tandis  qu'en  quantités  finies  elle  doit  être  ex- 
primée, comme  toute  courbe  à  double  courbure,  par  deux  équations 
équivalentes  à  celles  de  deux  de  ses  projections. 

Les  arêtes  de  rebroussement  que  nous  venons  de  considérer  sont 
susceptibles  d'une  autre  génération  qui  conduit  à  une  construction 
simple.  En  effet,  si  après  avoir  décrit  sur  un  plan  vertical  quel- 
conque la  circonférence  d'un  cercle  d'un  rayon  a,  et  dont  le  centre 
soit  dans  l'horizontale,  on  plie  ce  plan  sur  la  surface  d'un  cylindre 
vertical  à  base  quelconque,  la  courbe  à  double  courbure  que  la  cir- 
conférence de  cercle  formera  par  son  application  sera,  en  général, 
l'arête  de  rebroussement  de  la  surface  dont  il  s'agit.  Car  il  est  facile 
de  voir,  i**  que  pour  toutes  les  courbes  soumises  à  cette  génération, 
on  aura 


ce  qui  est  la  propriété  exprimée  par  l'équation  (c)  ;  2"*  que  ces 
courbes  sont  les  seules  qui  jouissent  de  cette  propriété.  Donc  l'é- 
quation [c)  suffit  seule  pour  les  définir. 

SECONDE  MANIÈRE.  EN  QUANTITÉS  FINIES. 

L'é(juation  de  la  courbe  horizontale  qui  doit  servir  d'axe  à  la 
sur&ce,  et  sur  laquelle  se  trouvent  les  centres  de  toutes  les  sphères 
enveloppées ,  étant  représentée  par  y  =  çx^  dans  laquelle  <p  ex- 
prime une  fonction  quelconque  arbitraire ,  et  a  étant  la  valeur  de  oc 
qui  correspond  à  la  position  du  centre  quelconque  de  ces  sphères, 
l'équation  de  la  surface  de  cette  sphère  sera 

{x  —  aY  +  (j  —  (pcty  H-  z'  =  a\ 
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Si  Ton  différentie  cette  équation  trois  fois  de  suite,  en  regardant  a 
comme  seule  variable,  et  si  Ton  fait  d(p(i  =  cp'a,  rf(p'a  =  ^^^adci  et 
dxp^'a  =  ^'" ddôLj  on  aura  les  quatre  équations 

(A)  {X  -  af  +  (j  -  (pcLf  +  z^  =  a% 

(B)  X  —  A^  {y  —  (Pût)  (p'a      =  o, 

(C)  (j  —  (pa)  (p'd  —  I  —  {(p'cty  =  o, 

(D)  (j  — (pa)(p'"et— 3(p'a.(p''a    =o. 

Ce  sont  ces  quatre  équations  que,  dans  le  paragraphe  précédent, 
nous  avons  représentées  par 

j.  /dF\  idd¥\  /cUdF\ 

Donc  si,  sans  prononcer  sur  la  valeur  de  la  quantité  a,  on  élimine 
cette  quantité  entre  les  deux  équations  (A)  et  (B) ,  le  résultat  de  l'éli- 
mination sera  en  o?,  j,  z,  l'équation  finie  de  l'enveloppe.  Tant  que 
la  fonction  ^  restera  sous  sa  forme  générale  et  indéterminée,  Télimi- 
jiation  dont  il  s'agit  ne  pourra  s'exécuter,  et  ces  deux  équations  ne 
pourront  être  réduites  à  une  seule-  Ce  ne  sera  qu'après  avoir  déter- 
miné la  forme  de  la  fonction,  de  manière  qu'elle  appartienne  à  la 
sur&ce  individuelle  que  l'on  considérera  dans  chaque  cas  parti- 
culier, que  Ton  pourra  effectuer  cette  élimination.  Ainsi,  a,  étant 
regardée  comme  une  quantité  dont  la  valeur  est  indifférente,  et  qui 
doit  disparaître  par  l'élimination,  et  la  forme  de  la  fonction  ç  étant 
arbitraire,  le  système  des  deux  équations  (A)  et  (B)  exprime  donc 
toutes  les  sur&ces  courbes  soumises  à  la  même  génération  ;  ce  sys- 
tème est  donc  équivalent  à  l'équation  miique  aux  différences  par- 
tielles (a),  dont  nous  verrons  par  la  suite  qu'il  est  l'intégrale  com- 
plète. 

Si  dans  les  mêmes  équations  (A)  et  (B)  on  regarde  a  non  plus 
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comme  une  indétenninée  qui  doive  disparaître  par  T élimination, 
mais  comme  une  constante  arbitraire  qui  doive  subsister,  en  sorte 
que  les  deux  équations  (A)  et  (B)  ne  soient  plus  réductibles  à  une 
seule ,  elles  appartiendront  à  la  caractéristique  de  la  surface.  La 
forme  de  la  fonction  ^  particularisera  la  surface  individuelle,  et  la 
constante  a  particularisera  sur  cette  surface  la  caractéristique  indi- 
viduelle. Ces  deux  équations  sont  donc  équivalentes  aux  deux 
équations  (a)  et  (è).  Nous  verrons  par  la  suite  qu'elles  en  sont  l'in- 
tégrale, complétée  par  une  constante  arbitraire  et,  à  cause  des  diffé- 
rences ordinaires,  et  par  une  fonction  arbitraire  ^,  à  cause  des  dif- 
férences partielles. 

Si  dans  les  trois  équations  (A),  (B),  (C)  on  élimine  et,  regardée 
comme  une  indéterminée  dont  la  valeur  est  indifférente  (élimina- 
tion qui  ne  peut  se  faire  que  dans  chaque  cas  particulier,  après 
avoir  déterminé  la  forme  de  la  fonction  ^,  et  celles  des  fonctions 
cp',  ^'^  qui  en  dérivent  par  la  différentiation),  on  aura  en  a?,  j,  z 
deux  équations  qui  seront  celles  de  l'arête  de  rebroussement.  Ainsi 
la  forme  de  la  fonction  ^  étant  arbitraire,  le  système  de  ces  trois 
équations  est  équivalent  à  l'équation  unique  aux  différences  ordi- 
naires (c).  Nous  verrons  qu'il  en  est  l'intégrale  complète. 

Enfin,  si  des  quatre  équations  (A),  (B),  (C),  (D),  on  tire  les  va- 
leurs'des  quatre  quantités  a?,  y^  z  et  a^  on  aura  les  trois  coordon- 
nées du  point  d'inflexion  ou  de  rebroussement  de  l'arête  de  re- 
broussement, et  la  position  du  centre  de  la  sphère  enveloppée  sur 
la  surface  de  laquelle  se  trouve  ce  même  point. 

Nous  venons  de  voir  que  l'enveloppe  est  exprimée  par  ime  équa- 
tion unique  aux  différences  partielles,  et  (jue  son  arête  de  rebrous- 
sement l'est  par  une  équation  unique  aux  différences  ordinaires  ; 
mais  (ju'en  quantités  finies  l'enveloppe  est  exprimée  par  le  système 
de  deux  équations,  et  que  l'arête  de  rebroussement  l'est  par  un  sys- 
tème de  trois  équations ,  entre  lesquelles  il  faut  éliminer  une  indé- 
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terminée  a.  Lorsqu'un  objet  est  exprimé  par  une  équation  tmique, 
cette  équation  est  nécessaire,  et  ne  peut  être  suppléée  par  aucune 
autre  équation  unique  du  même  genre  ;  mais,  lorsqu'il  est  exprimé 
par  le  système  de  plusieurs  équations,  aucune  des  équations  de  ce 
système  n'est  nécessaire,  et  il  existe  toujours  une  infinité  d'autres 
systèmes  d'équations  absolument  équivalents.  Par  exemple,  une 
courbe  à  double  courbure  est  déterminée  dans  l'espace  par  deux 
équations  en  a:,  j,  jz,  et  ces  équations,  qui  sont  celles  des  deux  sur- 
faces courbes  dont  la  courbe  est  l'intersection,  ne  sont  nécessaires, 
ni  l'une  ni  l'autre,  pour  exprimer  cette  courbe  ;  car  il  existe  tou- 
jours un  nombre  infini  d'autres  surfaces  courbes  qui,  prises  deux  à 
deux,  se  coupent  dans  la  même  courbe  à  double  courbure,  et  dont 
les  équations,  quoique  très-différentes  des  deux  premières,  expri- 
ment cette  courbe  avec  la  même  exactitude.  Le  système  des  quatre 
écpiations  (A),  (B),  (G),  (D)  n'est  donc  pas  nécessaire  pour  expri- 
mer toutes  les  affections  de  l'enveloppe  que  nous  considérons,  et  il 
existe  un  nombre  infini  de  systèmes  d'équations  qui  remplissent 
exactement  le  même  objet.  Nous  nous  contenterons  d'en  rapporter 
un  seul  exemple. 

Tout  étant  comme  précédemment,  si  l'on  conçoit  qu'un  cylindre 
indéfini,  "à  base  circulaire,  et  dont  le  rayon  soit  a,  se  meuve  de  ma- 
nière que  son  axe  soit  toujours  dans  le  plan  horizontal,  et  tangent 
à  la  courbe,  dont  l'équation  est  j  =^  (pxj  il  parcourra  un  espace  qui 
sera  circonscrit  et  enveloppé  par  la  surface  du  même  canal  que 
nous  considérons  ;  cette  surface  peut  donc  être  aussi  regardée 
conune  l'enveloppe  d'une  suite  infinie  de  cylindres  horizontaux  ; 
et  en  opérant  sur  l'équation  générale  des  surfaces  de  ces  cylindres 
de  la  même  manière  que  nous  Favons  fait  sur  celle  des  sphères, 
nous  obtiendrons  quatre  nouvelles  éqpiations  dont  le  système  rem- 
plira le  même  objet  que  celui  des  quatre  équations  (A) ,  (B) ,  (G) ,  (D) . 

n  est  facile  d'avoir  l'équation  générale  de  ces  surfaces  cylindri- 
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ques  par  la  méthode  que  nous  avons  exposée  en  traitant  de  leur 
génération  ;  mais  il  peut  être  bon  de  faire  voir  comment  on  peut  y 
arriver  par  des  considérations  analogues  à  celles  dont  nous  nous 
occupons. 

Si  l'on  représente  par  a  la  valeur  de  x  qui  correspond  au  point 
de  contact  de  Taxe  du  cylindre  avec  la  courbe  horizontale,  on  aura 
pour  ce  point  j=(pa,  et  Téquation  de  l'axe  du  cylindre,  c'est-à-dire 
de  la  tangente  à  la  courbe,  sera 

y  —  (P(i=l[x  —  a)  (p'a. 

Si  Ton  suppose  ensuite  qu'une  sphère  d'un  rayon  a  se  meuve  de 
manière  que  son  centre  parcoure  cette  droite,  l'enveloppe  de  l'es- 
pace qu'elle  parcourra  sera  la  surface  cylindrique  demandée.  Soit  h 
la  valeur  de  x  qui  correspond  à  un  point  quelconque  pris  sur  cette 
droite,  on  aura  pour  ce  point  j  =  ^a  -h  (è  —  a)  ^' a ,  et  l'équa- 
tion de  la  surface  de  la  sphère  dont  le  centre  serait  en  ce  point,  et 
dont  le  rayon  serait  a,  sera 

(X  —  by  ^\y  —  <pa—{b  —  a)  (p'aj'^  +  z'  =  a\ 

Donc,  différentiant  cette  équation,  en  regardant  h  comme  seule  va- 
riable, ce  qui  donne 

X  —  ^  -f-  [ J  —  ^^  —  [b  —  a)  (p'ûtj^'ût  =  o; 

et  éliminant  b^  Téquation  résultante 

|"(.r  -  A)  (t'a  —  {y  —  <Oa)X  =  {a'  —  z')  [i  -^  {(p' af] 

sera  celle  de  la  surface  d'un  cylindre  à  base  circulaire,  dont  l'axe 
touche  la  courbe  horizontale,  a  étant  la  valeur  de  ^r  qui  correspond 
au  point  de  contact. 

Cette  équation  étant  celle  d'une  nouvelle  enveloppée,  il  s'ensuit 
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que  si  on  la  différentie  trois  fois  de  suite,  en  regardant  a  comme 
seule  variable,  on  aura  quatre  équations  nouvelles 

(A')  [{œ-a)  (p'«-  [y-<pa)Y  =[a'-z%i-^{<p'a)% 
(B')        {x  —  til)^(p'ct  —  {x — a)  (j — (pa)z=z{a^ — z^)^^àLj 
(G)         (x  —  ay<p^^a—{x  —  (t)<p'(i--hf—(pûL=^{a^  —  z^)(p^^a, 
(EK)        ^a:  —  ctyq>''tt  —  3{x—a)<p''cL  =  {a'  —  z')(p''ct, 

qui  remplaceront  les  quatre  équations  (A),  (B),  (C),  (D).  Ainsi,  si 
Ton  élimine  a  des  deux  équations  (A'),  (B'),  on  aura  l'équation  de 
l'enveloppe;  si  l'on  élimine  a  des  trois  équations  (A'),  (B'),  (C), 
on  aura  les  deux  équations  de  l'arête  de  rebroussement  ;  enfin,  les 
quatre  équations  (A'),  (B'),  (C),  (D')  donneront  les  valeurs  de 
Xyf^  z  et  a,  qui  correspondent  au  point  d'inflexion  ou  de  rebrous- 
sement de  l'arête. 

Ces  deux  systèmes  d'équations  peuvent  être  employés  indiffé- 
remment ;  nous  nous  servirons  du  premier ,  parce  qu'il  est  plus 
simple. 

Étant  données  les  deux  équations  d'une  courbe  à  double  courbure 
quelconque,  trouver  celle  d'une  surface  courbe  qui  pa^se  par 
cette  courbe,  et  qui  soit  celle  d'un  canal  dont  la  section  soit  un 
cercle  donné  de  rayon,  et  dont  l'axe  soit  une  courbe  comprise 
dans  le  plan  horizontal. 

I^  question  consiste  évidemment  à  déterminer  dans  les  deux 
équations  (A),  (B),  ou  dans  les  deux  équivalentes  (A'),  (B'),  quelle 
doit  être  la  forme  de  la  fonction  ^,  pour  que  la  surface  à  laquelle 
appartient  l'équation  résultante  de  l'élimination  de  a  passe  par  la 
courbe  donnée. 

Or,  cette  sur&ce,  qui  est  une  enveloppe,  passera  par  la  courbe 


Digitized  by 


Google 


-  48  - 

donnée  si  toutes  les  surfaces  enveloppées  touchent  cette  mênie 
courbe,  c'est-à-dire  si  chacune  des  tangentes  de  la  courbe  donnée 
se  trouve  sur  le  plan  tangent  à  l'enveloppe  à  laquelle  appartient  le 
point  de  contact.  Soient  donc  F(a?,  j,  z)  =  o  et  f{cc^y^  z)  =  o 
les  deux  équations  de  la  courbe  donnée  ;  si  l'on  représente  par 
.X,  j,  z  les  coordonnées  du  point  de  contact,  et  par  x\y\  z'  celles 
du  point  général  de  la  tangente,  les  deux  équations  de  cette  tan- 
gente seront 

Il  ,v  dx 

,,.-.r'  =  (z-.')|. 

dans  lesquelles  les  quantités  dx^dy^  dz  sont  des  différentielles  ordi- 
naires; puis  si  l'on  différentie  les  deux  équations 

F(x,j,  z)  =  o,     et    /(a:,j,  r)  =  o, 

et  si  Ton  en  retire  les  valeurs  de  —  et  de  -^,  qui  seront  en  a,  j,  r., 

et  que  nous  représenterons  respectivement  par  p  et  q,  les  deux 
équations  de  la  tangente  seront 

.r  — 0?'=  {z  —  z')p,        y—y=  [z  —  z')q. 

De  même,  x^y,  z  étant  les  coordonnées  du  point  de  contact  du 
plan  tangent,  et  x\y\  z  étant  celles  du  point  général  de  ce  plan, 
réquation  du  plan  tangent  sera,  comme  on  sait, 

.-.'=,„._.0(|)  +  (r-/)(f). 

dans  laquelle  (^)  ^^  (^)  ^^^^  ^^^  différences  partielles;  puis,  si 
l'on  différentie  Téquation  (A)  de  Tenveloppée,  et  si  l'on  en  tire  les 
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valeurs  de  (  ^\  et  de  y-f-)  qui  seront  en  .r,  j,  2,  a  et  (pce,  et  que 
nous  représenterons  respectivement  par  P  et  Q  ;  l'équation  du  plan 


tangent  sera 


x-z'={.r-cr')P  +  (j-/)Q. 


Ce  plan  devant  passer  par  la  tangente,  il  faut  que  son  équation 
et  celles  de  la  tangente  aient  lieu  en  même  temps,  c'est-à-dire  que, 
si  l'on  élimine  les  trois  quantités  x  —  oc\y  — y\  z  —  z',  ce  qui  est 
toujours  possible,  l'équation  résultante 

qui  est  en  or,  j,  z,  a  et  ^a,  soit  satisfaite.  Donc,  si  l'on  en  élimine 
r,  j,  z,  au  moyen  des  trois  écjuations  F(a:,  j,  z)=Oj/{Xjj'j  z)=o 
et  (A) ,  qui  ont  lieu  en  même  temps  pour  le  point  de  contact ,  on 
aura  en  a  et  cp  a  une  équation  que  nous  représenterons  par 

M  =  o, 

et  (jui  donnera  la  relation  que  doivent  avoir  entre  elles  les  deux 
coordonnées  et,  ^ et  du  centre  de  la  sphère  enveloppée,  pour  que  la 
surface  de  cette  sphère  touche  la  courbe  donnée.  Mais  il  faut  que 
cette  condition  ait  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  a:  il  faut  donc  que 
la  même  relation  subsiste ,  quand  même  a  varierait  et  deviendrait 
A-hcU;  donc  il  faut  que  la  différentielle  de  l'équation  M=o  ait  en- 
core lieu,  c'est-à-dire  que  l'on  ait  encore 

dM 

Donc,  si  entre  les  quatre  équations  (A),  (B),  M  =  o  et  ^  =  o, 

on  élimine  les  trois  quantités  et,  q>A  et  (p'ût,  l'équation  résultante  sera 
en  x^  y,  z  celle  de  T enveloppe  individuelle  demandée,  qui  passe 
par  la  courbe  donnée. 
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Cette  méthode  de  déterminer  la  forme  de  la  fonction  pour  que  la 
surface  passe  par  une  courbe  donnée,  n'est  point  particulière  à  la 
surface  dont  nous  nous  occupons  ;  elle  est  générale,  et  elle  convient 
à  toutes  les  enveloppes  lorsqu'il  n'y  a  qu'une  seule  fonction  à  dé- 
terminer. Il  en  est  de  même  pour  celle  de  la  question  suivante. 


Étant  donnée  V équation  d'une  surface  courbe,  troui^er  celle  de  la 
surface  d'un  canal  à  section  circulaire,  et  dont  l'axe  curviligne 
soit  dans  le  plan  horizontal,  de  manière  que  le  canal  ceigne  la 
surface  donnée,  cest-oHlire  V embrasse  en  la  touchant  suivant 
une  courbe. 

Il  est  évident  que  la  question  consiste  à  déterminer  dans  les  équa- 
tions (A),  (B)  quelle  doit  être  la  forme  de  la  fonction  (p  pour  que 
l'enveloppe  ceigne  la  surface  donnée ,  et  que  cette  condition  sera 
remplie  si  chacune  des  sphères  enveloppées  touche  la  surface  don- 
née, c'est-à-dire  si,  pour  les  points  conmiuns  à  l'enveloppée  et  à  la 
surface  donnée,  ces  deux  surfaces  ont  le  même  plan  tangent.  Soit 
donc  F  (*r,  j,  z)  =  o  l'équation  de  la  surface  donnée  :  si  Ton  repré- 
sente par  j?,  j,  z  les  coordonnées  du  point  de  contact,  et  par 
.r',  j',  z'  celles  du  point  général  du  plan  tangent,  si  de  plus  on 

exprime  respectivement  par/?  et  q  les  valeurs  de  f  ^  j  et  de  i-r) 

tirées  de  l'équation  F  (a?,  j,  jz)  =  o,  l'équation  du  plan  tangent  à  la 
surface  donnée  sera 

z  —  z'={x  —  x')p  -^{jr—y)q. 

Si  l'on  exprime  de  même  par  P  et  Q  les  valeurs  de  (^)  ^*  (x  ) 
tirées  de  l'équation  (A),  l'équation  du  plan  tangent  à  la  sphère 
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enveloppée  sera 

z  —  z'={x  —  x')P-h  (j— /)Q. 

Pour  que  ces  deux  plans  se  confondent  en  un  seul,  il  faut  que  Ton 
ait  les  deux  équations 

qui  sont  toutes  deux  en  a?,  j,  z,  aeKpa,  Si  de  ces  deux  équations, 
et  des  deux  autres  F  (^,  J,  z)=o  et  (A) ,  on  élimine  les  coordonnées 
.r,  jTy  z  du  point  de  contact  qui  est  commun  aux  deux  plans,  on 
aura  en  et  et  (p  a  une  équation  que  nous  représenterons  par  M  =  o, 
et  qui  sera  celle  de  la  courbe  horizontale  qui  sert  d'axe  à  l'enve- 
loppe lorsqu'elle  ceint  la  surface  donnée. 

Donc,  si  entre  les  équations  (A),  (B),  M  =  o  et  -^  =o,  on  éli- 
mine les  trois  quantités  a,  (pa,  cp'a,  on  aura  en  a: ,  j,  z  celle  de  l'en- 
veloppe individuelle  demandée. 


§  VIII. 

DES  SURFACES  DONT  LA  LIGNE  DE  PLUS   GRANDE  PENTE  EST  UNE 
DROITE  D'INCLINAISON  CONSTANTE. 


Si  l'on  conçoit  qu'un  cône  droit,  à  base  circulaire,  et  dont  Taxe 
soit  constamment  vertical,  se  meuve  de  manière  que  le  sommet  par- 
coure une  courbe  quelconque  tracée  dans  le  plan  horizontal ,  (*e 
cône  parcourra  un  espace  qui  sera  enveloppé  par  une  certaine  sur- 
face courbe.  Cela  posé,  tromper,  i""  l' équation  générale  de  toutes 
les  sur/aces  courbes  soumises  à  cette  génération,  quelle  que  soit 
d'ailleurs  la  courbe  Iwrizontale  qui  dirige  le  mouvement  du  som- 

7- 


Digitized  by 


Google 


—     52    — 

met  du  cône;  a""  les  équations  de  la  caractéristique  de  ces  surfaces; 
3*"  celles  de  leur  arête  de  rehroussement. 

PREMIÈRE   MANIÈRE,  D'APRÈS  LA  CONSIDÉRATION   DU  PLAN  TANGENT. 

1 .  Chacun  des  plans  tangents  de  Tenveloppe  étant  aussi  tangent 
à  un  des  cônes  enveloppés,  il  s'ensuit  que  tous  ces  plans  forment 
avec  le  plan  horizontal  un  angle  constant.  Or,  nous  avons  vu  que 
pour  cet  angle  on  a 


cos  = 


v/- ©'-($)■ 


donc  il  faut  que  cette  expression  soit  égalée  à  une  constante  ;  ce 
qui ,  en  nommant  a  la  tangente  de  Tangle,  donne  pour  équation 
générale  de  toutes  les  enveloppes  produites  par  cette  même  géné- 
ration 

w  (I)' -(!)■=''•• 

2.  La  caractéristique  delà  surface,  c'est-à-dire  la  ligne  de  contact 
de  cette  surface  avec  chacune  des  enveloppées,  est  évidemment  un 
des  côtés  du  cône  enveloppé,  et  par  conséquent  une  droite  per- 
pendiculaire à  la  trace  horizontale  du  plan  tangent  correspondant  : 
elle  est  donc,  comme  dans  le  cas  précédent,  la  ligne  de  plus  grande 
pente  de  la  surface  ;  donc  sa  seconde  équation  sera  de  même 


(*)         i^i)'>^-i%y 


o. 


3.  L'arête  de  rehroussement  étant  touchée  par  toutes  les  carac- 
téristiques, et  celles-ci  étant  des  droites  qui  forment  avec  le  plan 
horizontal  un  angle  constant,  et  dont  la  tangente  est  a,  il  s'ensuit 
que,  quelle  que  soit  la  courbe  qui  dirige  le  sommet  du  cône  enve- 
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loppé,  chacun  des  éléments  de  Tarête  de  rebroussement  fait  avec  sa 
projection  horizontale  un  angle  dont  la  tangente  est  a.  On  a  donc 
pour  toutes  les  arêtes,  et  pour  chacun  de  leurs  points, 

—  =  a. 


L'équation  générale  des  arêtes  de  rebroussement  de  toutes  les 
surfaces  soumises  à  cette  génération  est  donc 

(r)  dz'  =  a'{dœ^'  +  dy^). 

Ces  mêmes  arêtes  de  rebroussement  sont  susceptibles  d'une  gé- 
nération plus  simple.  En  effet,  après  avoir  mené  dans  un  plan  ver- 
tical quelconque  une  droite  qui  fasse  avec  l'horizon  l'angle  dont  la 
tangente  est  a,  si  l'on  plie  ce  plan  sur  la  surface  d'un  cylindre  ver- 
tical à  base  quelconque,  la  courbe  à  double  courbure  que  la  droite 
formera  par  son  application  sur  la  surface  sera  évidehmient  celle 
qui  est  exprimée  par  l'équation  (c). 

De  la  caractéristique. 

Nous  avons  dit  (§  VII)  que  dans  tous  les  cas  Téquation  [b)  de  la 
caractéristique  pouvait  être  déduite  analytiquement  de  l'équa- 
tion {a)  de  l'enveloppe.  Nous  allons  le  démontrer. 

Pour  abréger,  nous  représenterons  désormais  par  petq  les  dif- 
férences partielles  de  z,  de  manière  que  pour  toute  surface  on  ait 

dz  =1  pdx  -h  qdy. 

L'enveloppe  touchant  dans  chacun  de  ses  points  luie  des  enve- 
loppées, et  ces  deux  surfaces  ayant  pour  leur  point  de  contact  le 
même  plan  tangent,  il  s'ensuit  que  pour  ce  point  de  contact  les  va- 
leurs des  cinq  quantités  a;,/,  z,/;,  q  sont  les  mêmes,  soit  que  Ton 
considère  le  point  comme  appartenant  à  renveloj>pe,  soit  qu'on  le 
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regarde  comme  appartenant  à  l'enveloppée  :  ainsi  l'équation  {a)  de 
l'enveloppe,  qui  n'est,  en  général,  composée  que  de  ces  cinq  quan- 
tités, appartient  non-seulement  à  toutes  les  enveloppes  différentes 
soumises  à  la  même  génération,  mais  encore  à  toutes  les  envelop- 
])ées  comprises  sous  toutes  ces  enveloppes.  Considérons-la  d'abord 
(îomme  appartenant  aux  enveloppées. 

Des  cinq  quantités  a?,  j,  z,/?,  </,  les  deux  dernières,  petq^  sont 
les  seules  par  lesquelles  peuvent  différer  entre  elles  les  équations 
individuelles  de  deux  enveloppées  différentes  ;  elles  sont  donc  les 
seules  qui  dépendent  de  la  valeur  de  la  quantité  a,  qui,  pour  une 
même  enveloppe,  indique  la  position  de  l'enveloppée  individuelle. 
Or  nous  avons  vu  que,  pour  avoir  l'équation  de  la  caractéristique,  il 
faut  différentier  l'équation  de  l'enveloppée,  en  regardant  a  conune 
seiJe  variable.  Donc,  si  l'on  représente  par 

y^dp  -h  Qdq  =  o 

la  différentielle  de  l'équation  (a),  prise  en  ne  faisant  varier  que  p 
et  ^,  sa  différentielle,  prise  en  regardant  a  comme  seule  variable, 
sera 

''(t)  +  Q(Ê)  =  »^ 

or  on  a  d'ailleurs 

dz  =:^  pdx  -\-  qdy^ 

et  par  conséquent 

donc,  éliminant  (  y^  )?  (^  )?  ^^^  ^^^^  pour  équation  de  la  caracté- 
ristique 

Prfx  —  Qdjo  =  o. 
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C'est  cette  équation  qui,  dans  tous  les  cas,  produira  Téqtiation  {b) 
de  la  caractéristique. 

Considérons  actuellement  l'équation  (a)  comme  appartenant  aux 
enveloppes.  Des  cinq  quantités  o^,  J,  ^j  /^?  (/)  les  deux  dernières 
sont  encore  les  seules  par  lesquelles  peuvent  différer  entre  elles  les 
équations  individuelles  de  deux  envelopi^es  différentes  ;  elles  sont 
donc  les  seules  qui  dépendent  de  la  forme  de  la  fonction  ^  qui  par- 
ticularise r enveloppe.  Ainsi,  en  sujiposant  que  la  fonction  ^  ren- 
ferme un  paramètre  y  qui  soit  constant  pour  xme  même  enveloppe, 
et  qui  varie  en  passant  d'une  enveloppe  à  une  autre,  les  quantités 
/?,  q  sont,  dans  l'équation  (a),  les  seules  qui  dépendent  de  la  valeur 
de  >.  Or,  si  l'on  voulait  trouver  la  ligne  d'intersection  de  deux  en- 
veloppes consécutives,  il  faudrait  différentier  l'équation  (a)  en  re- 
gardant y  comme  seule  variable;  ce  qui  donnerait  évidemment 

et  parce  que  l'équation 
donne  également 

en  éliminant  i-np  (  ^  )  ?  on  aurait  encore 

l?df  —  Qdx  =  o, 

qui  est  la  même  équation  que  celle  que  nous  avons  trouvée  pour  la 
caractéristique.  Donc  la  caractéristique  jouit  de  la  double  propriété 
d'être  l'intersection  de  deux  enveloppées  consécutives  inscrites 
dans  la  même  enveloppe,  et  d'être  l'intersection  de  deux  enve- 
loppes consécutives  circonscrites  à  une  même  enveloppée. 
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Il  est  facile  de  vérifier  ce  résultat  sur  toutes  les  surfaces  dont 
nous  avons  étudié  les  générations  ;  nous  allons  le  faire  sur  celles  de 
révolution  prises  pour  exemple. 

Une  surface  de  révolution  est  l'enveloppe  d'une  suite  de  sphères 
dont  les  centres  sont  sur  l'axe,  et  dont  les  rayons  sont  variables  sui- 
vant ime  certaine  loi.  Pour  une  même  surface  de  révolution,  c'est- 
à-dire  pour  une  même  enveloppe,  la  ligne  suivant  laquelle  se  cou- 
pent deux  sphères  consécutives  est  évidemment  la  circonférence 
d'un  cercle  dont  le  plan  est  perpendiculaire  à  l'axe,  et  dont  le 
centre  est  dans  l'axe.  Ensuite,  si  l'on  suppose  que  la  courbe  qui 
sert  de  méridien  à  la  surface  vienne  à  changer,  il  en  résultera  une 
nouvelle  surface  de  révolution  qui,  si  elle  coupe  la  première,  la 
coupera  évidemment  encore  dans  la  circonférence  d'un  cercle  dont 
le  plan  sera  perpendiculaire  à  l'axe,  et  dont  le  centre  sera  dans 
l'axe.  C'est  cette  circonférence  de  cercle,  ayant  pour  axe  une  droite 
constante  de  position,  qui  est  la  caractéristique  des  surfaces  de  ré- 
volution autour  de  cette  même  droite,  et  qui  est  en  même  temps, 
comme  on  voit,  l'intersection  de  deux  sphères  consécutives  sous  la 
même  enveloppe,  et  celle  de  deux  enveloppes  consécutives  autour 
de  la  même  sphère. 

SECONDE   MANIÈRE,   EN   QUANTITÉS  FINIES. 

L'équation  d'une  surface  conique  droite  à  base  circulaire,  dont 
le  sommet  est  dans  le  plan  horizontal,  et  dont  l'axe  est  vertical,  est 

dans  laquelle  a  et  |3  sont  les  coordonnées  du  sommet,  et  a  est  la 
tangente  de  l'angle  que  le  côté  du  cône  fait  avec  le  plan  horizontal. 
Si  l'équation  de  la  courbe  que  le  sommet  doit  parcourir  dans  le 
plan  horizontal  est  représentée  par 
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et  réquâtion  générale  de  l'enveloppée  sera 

(A)  z»  =  a»[(a;_«)»-^(j-<p*)«]; 

différentiant  trois  fois  de  suite,  en  regardant  a  comme  seule  va- 
riable, on  aura  les  trois  autres  équations 

(B)  (j_(pi)ç'flt4-a;  — fit  =  0, 

(C)  {y  —  (pa)(p'ti  —  1  —  {(p'clY  =  o, 

(D)  (7— (paX*— 3(p'a?''a  =^0, 

*  desquelles  on  déduira,  comme  nous  l'avons  vu,  l'équation  de  l'en- 
veloppe, celles  de  sa  caractéristique  et  celles  de  son  arête  de  re- 
broussement. 

S'il  était  question  de  déterminer  la  forme  de  la  fonction  (p,  de 
manière  que  l'enveloppe  individuelle  passât  par  une  courbe  don- 
née ou  ceignît  une  surface  donnée,  on  le  ferait  par  la  méthode  qur 
a  été  exposée  dans  l'exemple  àm  surfaces  des  canaux  circulaires. 

Nous  terminerons  ce  qui  regarde  les  surfaces  dont  la  ligne  de 
«plus  grande  pente  est  ime  droite  d'inclinaison  constante,  par  ex- 
poser une  propriété  remarquable  dont  elles  jouissent  toutes  relati- 
-  vement  à  leur  quadrature.  Le  plan  tangent  de  chacune  de  ces  sur- 
feces  faisant  toujours  le  même  angle  avec  le  plan- horizontal.  Taire 
de  chacun  des  éléments  est  à  sa  projection  horizontale  dans  le  rap- 
port constant  du  rayon  au  cosinus  de  l'inclinaison  du  plan  tangent, 
n  suit  de  là  que  \aire  d  une  portion  finie  de  cette  surface,  terminée 
par  une  courbe  quelconque,  soumise  ou  non  à  la  loi  de  continuité, 
est  à  sa  projection  Itorizontale  dans  le  rapport  du  rayon  au  cosinus 
de  V inclinaison  constante  de  la  surfiice.  Ainsi  la  quadrature  de  cette 
sur&ce  ne  déjfend  que  de  celle  de  l'aire  d'une  courbe  plane. 

8   • 
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Cette  propriété  ne  convient  qu'max  surfaces  que  nous  considé- 
rons; elle  pourrait  être  regardée  comme  un  de  leurs  caractères,  et 
servir  à  leur  définition. 


§  IX. 

DE  LA  SURFACE  COURBE  QUI  ENVELOPPE  L'ESPACE  PARCOURU  PAR  UNE 
SURFACE  COURBE  QUELCONQUE,  CONSTANTE  DE  FIGURE,  ET  QUI,  SANS 
TOURNER,  SE  MEUT  LE  LONG  D'UNE  COURBE  QUELCONQUE  A  DOUBLE 
COURBURE. 


Si  Y  on  conçoit  qu'une  surface  courbe  quelconque  donnée,  et 
constante  de  figuré,  se  meuve  le  long  d'une  courbe  quelconque , 
sans  éprouver  de  mouvement  de  rotation,  c'est-à-dire  de  manière 
que  deux  plans  non  parallèles  entre  eux  et  fixés  à  la  surface  restent 
toujours  chacun  parallèle  à  lui-même  pendant  le  mouvement,  la 
fsurfaoe  qui  enveloppera  l'espace  parcouru  aura  une  propriété  in- 
dépendante de  la  courbe  qui  dirigera  le  mouvement  de  l'envelop- 
pée, et  l'équation  qui  exprimera  cette  propriété  sera  celle  de  celte 
espèce  de  génération.  C'€f^t  cette  équation  qtie  nous  nous  propo^ 
sons  de  trouver.  Noms  commencerons  par  des  cas  simples.  Nous 
supposerons  d'abord  que  l'enveloppée  se  meuve  le  long  d'une 
courbe  plane  tracée  sur  im  des  plans  de  projection,  et  i®  sur  le 
plan  des  «r,  j,  que  nous  regarderons  comme  horizontal. 

La  courbe  qui  dirige  le  mouvement  de  l'enveloppée  étant  plane 
et  horizontale,  si,  par  un  point  quelconque  de  l'enveloppe,  on  mène 
un  plan  tangent  à  cette  surface;  puis  si,  considérant  l'enveloppée 
dans  sa  position  primitive,  et  pour  laquelle  on  a  son  équation,  on 
lui  conçoit  de  même  un  plan  tangent,  mais  parallèle  au  premier,  le 
point  de  contact  de  ce  dernier  plan  sera,  pour  l'enveloppée,  celui 
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qui,  par  le  mouvement,  doit  venir  se  confondi^e  avec  le  point  pris 
sur  l'enveloppe.  Ces  deux  points  de  contact  doivent  donc  être  à  la 
même  hauteur,  quelle  que  soit  d'ailleurs  la  courbe  qui  dirige  le 
mouvement.  Gela  pose,  r^résentons  l'équation  donnée  de  l'enve- 
loppée, considérée  dans  sa  position  primitive,  par 

et  représentons  par  F'  {oc  y  y)  et  ¥^{00^  y)  les  coefficients  de  dx  et  dy 
dans  la  différentielle  de  cette  équation,  de  manière  que  l'on  ait,  par 
la  différentiation, 

dz=¥\x,y)dx^¥'{x,y)dy', 

enfin,  soient  a?',  j'^,  z'  les  coordonnées  du  point  de  contact  de  Teit- 
veloppée,  x^  j,  z  étant  celles  du  point  de  contact  de  l'enveloppe, 

on  aura 

z'=Fta;',/); 

le  parallélisme  des  deux  plans  tangents  donnera  les  deux  équations 

et  les  deux  points  de  contact  devant  être  à  la  même  hauteur,  on 

aura 

t^  z  ^=^  z\ 

Ces  quatre  équations  ayant  lieu  simultanément  pour  tous  les  points 
de  l'enveloppe,  c'est-à-dire  quelles  que  soient  les  valeurs  de 
.r',  jff,  z',  il  s'ensuit  que,  si  l'on  élimine  ces  trois  quantités  entre 
les  quatre  équations,  l'équation  résultante,  qui  sera  nécessairement 
de  la  forme 

[a)  •  î{z,p,q)  =  o, 

sera  celle  de  l'enveloppe  demandée. 
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Lorsque  nous  traiterons  du  calcul  intégral  des  équations  aux 
diflférences  partielles,  nous  ferons  voir  que,  réciproquement,  toute 
équation  de  la  forme 

est  celle  de  la  surface  qui  enveloppe  l'espace  parcouru  par  une  sur- 
face courbe,  constante  de  figure,  et  qui,  sans  tourner,  se  meut  le 
long  d'une  courbe  quelconque  plane  et  horizontale.  L'objet  de  ce 
calcul  est  l'opération  inverse  de  celle  que  nous  venons  de  faire  ;  il 
consiste  à  trouver  la  forme  de  la  fonction  F  supposée  inconnue, 
d'après  celle  de  la  fonction  f  supposée  donnée;  car,  d'après  ce  que 
nous  avons  vu  précédemment,  l'équation  de  l'enveloppe  en  quan- 
tités finies  est  évidemment  le  résultat  de  l'élimination  de  l'indéter- 
minée  a  entre  l'équation 

(A)  z  =  F{x—ci,  x—(pa), 

et  sa  différentielle  (B),  prise  en  regardant  a  comme  seule  variable t 
(pflà  étant  une  fonction  arbitraire  telle  que  y=<pxest  l'équation  de 
la  courbe  quelconque  horizontale  qui  dirige  le  mouvement  de  l'en- 
veloppée. 
Si  l'équation 

{a)  f{z,p,q)=o 

m 

est  clonnée,  c'est-à-dire  si  l'on  connaît  la  forme  de  la  fonction  f,  il 
est  facile  de  trouver  l'équation  de  la  caractéristique.  Pour  cela, 
nous  avons  vu  que  si  la  différentielle  de  cette  équation,  prise  en  ne 
faisant  varier  que/?  et  y,  est 

Pdp-{-Qdq  =  o, 

l'équation  de  la  caractéristique  est 

{b)  P(fy~Qdœ  =  o. 
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Mais,  dans  le  cas  dont  il  s'agit,  on  peut  avoir  Téquation  de  la  carac- 
téristique indépendamment  de  l'équation  (a)  et  de  la  forme  de  la 
fonction  f.  En  effet,  si  l'on  circonscrit  à  l'enveloppe  une  surface 
cylindrique  horizontale,  et  qui  la  touche  en  ime  ligne  courbe,  cette 
courbe  de  contact  sera  évidemment  la  caractéristique  demandée; 
car,  étant  tangente  à  l'enveloppe,  elle  sera  aussi  tangente  à  deux 
enveloppées  consécutives,  et  elle  comprendra  la  courbe  suivant  la- 
quelle ces  deux  enveloppées  se  coupent.  Or,  l'équation  de  la  sur- 
face cylindrique  horizontale  est,  en  général, 

cù  étant  une  constante  qui  indique  la  direction  de  la  surface  cylin- 
drique :  donc  la  caractéristique  devant  se  trouver  sur  cette  surface, 
on  aura  pour  elle  cette  seconde  équation 

dans  laquelle  cù  est  la  constante  dont  la  valeur  particularise  la  posi- 
tion de  cette  courbe. 

En  raisonnant  d'une  manière  analogue,  on  trouvera  que  si  la 
ligne  qui  dirige  le  mouvement  de  l'enveloppée  est  une  courbe 
tracée  dan&l^  plan  des  a?,  z,  l'équatioij  de  l'enveloppe  sera  le  ré- 
sultat de  l'élimination  des  deux  quantités  x\  ^  entre  les  trois 
équations  suivantes  : 

^  =  F'K,/), 

et  qu'elle  sera  par  conséquent  de  la  forme 

(«)  f  (r»  p^  q)  =  o. 

dans  laquelle  la  forme  de  la  fonction  f  n'est  pas  la  même  que  celte 
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du  cas  précédent.  Réciproquement,  toute  équation  de  la  forme  de 
la  précédente  est  celle  de  la  surface  qui  enveloppe  l'espace  par- 
couru par  une  surface  courbe,  constante  de  figure,  et  qui,  sans 
tourner,  se  meut  le  long  d'une  courbe  plane  tracée  dans  le  plan 
des  .r,  z. 

L'équation  de  la  caractéristique  se  trouve  de  même  indépen- 
damment de  la  forme  de  la  fonction  f  ;  car  cette  courbe  est,  sur  une 
siu'face  cylindrique,  parallèle  au  plan  des  x^  z,  et  qui  est  circon- 
scrite à  l'enveloppe.  Son  équation  est  donc 

dans  laquelle  cù  est  une  constante  qui  particularise  chaque  caracté- 
ristique. 

L'équation  de  l'enveloppe  en  quantités  finies  est  évidenmie nt  le 
résultat  de  l'élimination  de  l'indéterminée  a  entre  l'équation 

(A)  s_^  =  F(a;  — <pa,j) 

et  sa  différentielle  (B),  prise  en  regardant  ti  comme  seule  variable. 
De  même,  si  la  courbe  qui  dirigé  le  mouvement  de  l'enveloppée 
était  tracée  dans  le  plan  des  r?  2?  Téquation  de  l'enveloppe  serait 
le  résultat  de  l'élimination  des  deux  quantités  .r',  y'  entre  les  trois 
équations 

/>  =  F'(^-',j'), 

et  serait  par  conséquent  de  la  fonne 
[a)     .  f(,r,/;,  7)=:o; 

celle  de  la  caractéristique  serait 

q  =  û>, 
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et  rëqij^tion  de  l'enveloppe  en  quantités  finies  serait  le  résultat  de 
l'élimination  de  l'indéterminée  a?  entre  l'équation 

(A)  z  —  a=F{x,jr  —  (poL) 

et  sa  différentielle  (B),  prise  en  regardant  a  comme  seule  variable. 
Passons  enfin  au  cas  général.  Supposons  que  la  courbe  qui  dirige 
le  mouvement  de  l'enveloppée  soit  tracée  sur  ime  surface  courl>e 
quelconque  donnée,  et  dont  l'équation  soit  représentée  par 

r(xs  j,  z)  =  o, 

r  indiquant  une  fonction  donnée  des  trois  variables  a?,  j,  z.  L'en- 
veloppée n'ayant  aucun  mouvement  de  rotation,  chacun  de  ses 
points  décrit  le  même  arc  d'une  même  courbe;  mais  cet  arc,  pour 
Jes  difierents  pcânts,  est  placé,  sans  tourner,  dans  différentes  par- 
ties de  l'espace.  Si  donc  on  mène  à  l'enveloppe,  et  à  l'envdoppée 
considérée  dans  sa  position  primitive,  deux  plans  tangents  paral- 
lèles entre  eux,  ce  qui  donnera  les  deux  équations 

le  point  de  contact  de  l'enveloppée  sera  celui  de  tous  les  pointe  de 
cette  surface  qui,  dans  le  mouvement,  viendra  se  confondre  avec  le 
point  de  contact  de  'l'enveloppe  ;  et  les  trois  quantités  x  —  x'\ 
y  — j',  z  —  z  seront  respectivement  égales  aux  trois  coordonnées 
d'un  des  points  de  la  surface  sur  laquelle  est  tracée  la  courbe  qui 
dirige  le  mouvement.  On  aura  donc  entre  ces  trois  quantités 
l'équation 

T{x  —  x\  y—y\  z  —  z')  =  o\ 

on  a  d'ailleurs,  par  supposition,  entre  les  trois  coordomiées  du 
point  de  contact  de  l'enveloppée,  l'équation 

z'=.FK,/). 


Digitized  by 


Google 


—  64  — 

Ces  quatre  équations  devant  avoir  lieu  simultanément  pour  tous  les 
points  de  F  enveloppe,  pai'*  conséquent  pour  tous  ceux  de  l'enve- 
loppée, c'est-à-dire  quelles  que  soient  les  valeurs  de  a?',  j',  z\  il 
s' ensuit  que,  si  l'on  élimine  ces  trois  quantités,  l'équation  résultante 
sera  en  ^,  j,  z^p  elq  celle  de  l'enveloppe  demandée. 

Supposons  que  des  deux  premières  équations  et  de  la  dernière, 
on  ait  tiré  en  p  et  q  les  valeurs  de  x\y\z\  et  que  ces  valeurs 
soient 

en  les  substituant  dans  la  troisième,  on  trouve  que  Téquation  àe 
l'enveloppe  peut  toujours  être  mise  sous  cette  forme 

(a)        T[x  —  f (/?,  q),  y  —f{p,  q),  z  —  F{p,  q)]  =  a, 

dans  laquelle  les  trois  fonctions  f,  /,  F  ne  sont  point  indépen- 
dantes, mais  sont  liées  entre  elles  par  une  loi  qu'il  est  Êicile  de 
découvrir. 

En  effet,  quelles  que  soient  et  la  nature  de  l'enveloppée- et  celle 
de  la  surface  sur  laquelle  est  tracée  la  courbe  qui  dirige  le  mouve- 
ment, c'est-à-dire  quelles  que  soient  les  formes  des  fonctions  F  et  r, 
il  est  évident  que  des  trois  quantités  x  —  j?',  y — y\  z  —  z\ 
ou  des  trois  suivantes,  qui  leur  sont  respectivement  égales, 
X  —  f(/7,  5),  y — f{pi  q)<f  z  —  ^{Pj  ?)>  si  daix  quelconques 
sont  supposées  constantes,  ce  qui  fixe  le  point  que  l'on  considère 
sur  l'enveloppe,  la  troisième  est  aussi  nécessairement  constante.  Il 
faut  que  si  les  différentielles  de  deux  d'entre  elles  sont  égales  à  zérç, 
celle  de  la  troisième  soit  aussi  égale  à  zéro,  et  par  conséquent  que 
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l'on  ait  en  même  temps  les  trois  équations  suivantes  : 

dœ  —  dï{p^  q)  =  o, 

<fy  —  df{P^  9)  =  ^^ 
pdx  -h  qdy  —  dF{p^  q)  =  o; 

il  faut  d'ailleurs  que  ces  trois  équations  aient  lieu,  quelles  que 
soient  les  valeurs  Aedx  et  dy^  qui  sont  arbitraires  :  donc,  si  entre 
ces  trois  équations  on  élimine  dx  et  dy^  l'équation  résultante 

dF{p,  q)  =pdï{p,  q)  +  qdf{p,  q) 

exprimera  la  condition  qui  lie  entre  elles  les  formes  des  trois  fonc- 
tions f,yi  F. 

Donc,  si  Ton  a  ime  équation  aux  différences  partielles  du  premier 
ordre  de  la  forme 

(a)  T[x  —  Ï{p,q),   y—f{p,q),    z  —  F{p,q)]  =  o, 

dans  laquelle  r  indique  une  fonction  quelconque  donnée  de  trois 
quantités,  mais  dans  laquelle  les  trois  fonctions  f ,  /y  F  satisfassent 
d'ailleurs  à  la  condition  suivante  : 

dF  =  pdf'^-qdfj 

cette  équation  sera  celle  de  la  surface  qui  enveloppe  l'espace  par- 
couru par  une  autre  surface  courbe,  constante  de  figure,  et  qui, 
sans  tourner,  se  meut  le  long  d'ime  courbe  quelconque  tracée  sur 
ime  troisième  surface  courbe  donnée,  l'équation  de  cette  dernière 

surface  étant 

T{oo,yyz)  =  o. 

Quant  à  l'équation  de  l'enveloppée,  il  est  facile  de  la  déduire  de 
réquation  {a)  de  l'enveloppe  supposée  donnée.  En  effet,  l'enve- 
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loppe  peut  toujours  coïncider  avec  l'enveloppée  ;  elle  y  coïncide 
lorsque  pour  tous  ses  points  on  a  en  même  temps 

X  —  a?'  =  o,       y — j'  =  o,        zt— z'  =  05 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  lorsqu'on  a  les  trois  équations  sui- 
vantes : 

J^—  Hfy  Q)  =  o^ 

y—f{Py  9)  =  0' 

z  —F{p,  q)  =  0. 

• 

Ces  trois  équations  devant  alors  avoir  lieu  pour  tous  les  points  de 
l'enveloppe,  et  par  conséquent  quelles  que  soient  les  valeurs  de  p 
et  de  q y  il  s'ensuit  que,  si  l'on  élimine  entre  elles  ces  deux  quantités, 
l'équation  en  ^,/,  z  que  Ton  obtiendra  sera  celle 

z  =  F{oo,j-) 

de  l'enveloppée  considérée  dans  sa  position  primitive. 

Cette  équation  étant  obtenue,  si  l'on  diminue  les  coordonnées 
Zy  fj  œ  des  quantités  respectives  a,  ^a,  ^^t,  dans  lesquelles  ^  et  ^ 
représentent  des  fonctions  arbitraires,  ce  qui  donnera 

Z  —  (i  =  F{x  —  ^flt,  j  —  4^)5 

on  aura  l' équation  de  l' enveloppée  transportée  le  long  d' une  courbe 
à  double  courbure  quelconque,  jusqu'en  xm  point  de  cette  courbe 
qui  correspond  k  z  =  (t;  puis,  si  l'on  élimine  une  des  deux  fonc- 
tions (pot,  4ot  au  moyen  de  l'équation 

r(^rt,  4*>  ^)  =  o> 

la  courbe  qui  dirige  le  mouvement  sera  assujettie  à  être  sur  la  sur- 
face donnée;  enfin,  si  l'on  élimine  et  de  ce  résultat  au  moyen  de  sa 
différentielle  prise  en  regardant  et  comme  seule  variable,  on  aura 
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en  quantités  finies  Tëquation  de  l'enveloppe,  et  par  conséquent 
l'intégrale  de  l'équation  (a). 

Jusqu'ici  nous  avons  supposé  que  la  courbe  qui  dirige  le  mou- 
vement de  l'enveloppée  était  tracée  sur  une  surface  courbe  donnée; 
si  cette  courbe  était  totalement  arbitraire  dans  ses  deux  projections, 
la  génération  de  l'enveloppe  pourrait  de  même  être  exprimée;  mais 
elle  ne  le  pourrait  être  indépendamment  de  toute  fonction  arbi  - 
traire  qu'au  moyen  des  différences  partielles  du  second  ordre.  Nous 
nous  occuperons  incessamment  de  ce  genre  de  différences,  et  nous 
aurons  occasion  de  traiter  cette  même  surface  d'ime  manière  encore 
plus  générale. 

Comme  ces  recherches  commencent  à  devenir  compliquées,  nous 
croyons  devoir  les  éclaircir  par  un  exemple  simple. 


EXEMPLE. 


Etant  donnée  une  surface  de  révolution  autour  de  Vaxe  des  z, 
et  dont  V équation  sera,  comme  nous  l'avons  vu, 

n  indiquant  une  fonction  donnée,  et  une  courbe  quelconque  étant 
tracée  sur  cette  surface;  si  Von  suppose  quune  sphère  de  rayon 
constant  se  meuve  de  manière  que  son  centre  décrive  cette  courbe, 
trouver  l'équation  de  la  surface  qui  enveloppe  l'espace  parcouru 
par  la  sphère,  indépendamment  de  la  nature  de  la  courbe  par- 
courue par  le  centre. 

Si  l'on  représente  par  a  le  rayon  constant  de  la  sphère  envelop- 
pée, l'équation  de  la  surface  de  cette  sphère,  considérée  dans  sa 
position  primitive,  sera 

x''^r''-^z''=a'; 
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les  deux  équations  qui  expriment  que  les  plans  tangents  à  la  sphère 
et  à  l'enveloppe  sont  parallèles  entre  eux  seront 

—  x' 
p  =  ^ 

—y' 

q  —  j_ . 


sla'  —  x'^—y"' 

celle  qui  exprime  que  les  deux  points  de  contact  coïncideront  dans 
un  instant  du  mouvement  sera 

et  éliminant  x\  y\  z'  entre  ces  quatre  équations,  on  aura  Téqua- 
tion  demandée. 

Si  Ton  tire  des  trois  premières  les  valeurs  de  x\  y\  z\  on 
trouvera 


X 


\/Î+7M^ 


2'    = 


donc,  en  Êdsant,  pour  abréger, 

I  h-z^'h-^'  =  **, 
l'équation  de  l'enveloppe  demandée  sera 

'-f  =  n[(-  +  fy+(r +  ¥)']• 

Cette  équation  est  de  la  forme  de  Téquation  {a)  du  cas  général;  car, 
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pour  ce  cas  particulier,  on  a 

et  en  exécutant  les  différentiations  indiquées,  on  trouve  que  T équa- 
tion de  condition 

est  identique. 

Actuellement,  si  Téquation  aux  différences  partielles  que  l'on 
vient  de  trouver  était  proposée,  et  s'il  fallait  en  déduire,  en  quan- 
tités finies,  les  équations  de  l'enveloppée  et  de  l'enveloppe  sup- 
posées inconnues,  on  aurait  d'abord  celle  de  l'enveloppée,  en  éli- 
minant/? et  q  des  trois  équations 

—  ap 
a 

ce  qui  s'exécute  facilement  en  carrant  les  trois  équations  et  ajou- 
tant, et  l'on  trouverait 

«^^  -+-/^  -h  z^  =  a^; 

on  aurait  ensuite  l'équation  de  l'enveloppe  en  éliminant  et  entre 
l'équation  suivante  : 

(A)        {œ -  dY  +  (r  -  (Pcty  ^{z-n[ci'^  {(pay]Y  =  a\ 

et  sa  différentielle  prise  en  regardant  a  comme  seule  variable. 

Nous  terminerons  là  ce  que  nous  nous  proposons  de  dire  sur  la 
génération  des  surfaces  courbes  qui  peuvent  être  exprimées  par 
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des  difFérences  partielles  du  premier  ordre,  pour  passer  à  celles  qui 
exigent  des  différences  partielles  du  second  ordre;  mais,  en  traitant 
de  celles-ci,  nous  aurons  encore  occasion  de  voir  un  assez  grand 
nombre  de  celles  de  la  première  espèce. 


§  X. 


DE  LA  SURFACE  ENGENDRÉE  PAR  LE  MOUVEMENT  D'UNE  DROITE  QUI  NE 
CESSE  PAS  D'ftTRE  PARALLÈLE  A  UN  PLAN  CONSTANT  DE  POSITION. 


Si  Ton  conçoit  dans  l'espace  deux  courbes  quelconques  à  double 
courbure ,  et  qu'une  droite  constamment  parallèle  à  un  plan  fixe 
se  meuve  de  manière  qu'elle  s'appuie  toujours  contre  ces  deux 
courbes,  ce  qui  déterminera  la  nature  de  son  mouvement,  la  sur- 
face courbe  engendrée  par  la  droite,  par  cela  seul  qu'elle  résultera 
de  cette  génération,  aura  ime  propriété  indépendante  de  la  nature 
des  deux  courbes  qui  dirigent  le  mouvement  de  la  droite,  et  l'ex- 
pression analytique  de  cette  propriété  sera  l'équation  générale  de 
toutes  les  surfaces  soiunises  à  la  même  génération. 

L'expression  de  cette  propriété  peut  être  obtenue  sous  trois 
formes  très-différentes  :  i**  Elle  peut  ne  renfermer  aucun  vestige 
de  la  nature  des  deux  courbes  directrices;  alors  elle  contient  des 
différences  partielles  du  second  ordre,  et  elle  est  délivrée  de  toute 
fonction  arbitraire.  2*^  Elle  peut  ne  renfermer  des  vestiges  que 
d'une  seule  des  deux  directrices;  alors  elle  peut  être  exprimée  en 
différences  partielles  du  premier  ordre,  mais  elle  contient  une  fonc- 
tion arbitraire,  et  cela  peut  avoir  Heu  de  deux  manières  essentielle- 
ment différentes.  3**  Enfin,  elle  peut  ne  renfermer  que  des  quantités 
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finies  :  dans  ce  cas,  elle  conserve  les  vestiges  des  deux  directrices, 
et  elle  renferme  deux  fonctions  arbitraires.  Nous  allons  donner 
toutes  ces  formes  dans  l'ordre  suivant  lequel  nous  venons  de  les 
énoncer. 

Pour  abréger,  de  même  que  nous  représentons  par  p  et  q  les 
différences  partielles  du  premier  ordre  de  l'ordonnée  z,  de  manière 
que  nous  avons 

dz=^  pdx -\- qdy^ 

nous  représenterons  aussi,  dans  la  suite,  par  r,  j,  ^  les  difïérences 
partielles  du  second  ordre,  de  manière  que  nous  aurons 

dp  =  rdx  -h  sdj^ 
dq  =  sdx  -h  tdy^ 

où  Ton  voit  que,  comme  on  sait,  le  coefficient  de  dy^  dans  la  diffé- 
rentielle de  /?,  est  le  même  que  celui  de  dx  dans  la  différentielle 
de  q.  On  aura  donc  aussi 

ddz  =  rdx^  +  ^sdxdy  H-  tdy^. 

Tant  que  les  trois  quantités  x^  y^  z  sont  considérées  conmie  les 
coordonnées  d'une  surface  courbe,  ce  qui  arrive  toujours  lors- 
qu'elles ne  sont  liées  entre  elles  que  par  une  seule  équation,  deux 
quelconques  d'entre  elles,  par  exemjrfe  x  et  y^  peuvent  toujours 
être  regardées  comme  indépendantes;  leurs  accroissements  dxy  dy 
sont  donc,  en  général,  indépendants  et  arbitraires.  Lorsqu'on  est 
obligé  de  considérer  plusieurs  de  ces  accroissements  successifs,  on 
est  le  maître  de  donner  à  chacun  de  ceux  de  la  même  suite  la  valeur 
que  l'on  veut,  pourvu  qu'on  introduise  dans  le  calcul  la  loi  qui  dé- 
termine la  valeur  de  chacim  des  accroissements  de  la  suite.  La  loi 
ta  plus  simple  est  de  supposer  dx  eldy  constants;  et  l'introduction 
de  cette  loi  dans  les  calculs  s'opère  en  Élisant  ddx  =  o,  ddy  =  o  : 
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c'est  pour  cela  que  ces  différences  secondes  n'entreront  dans  les 
recherches  suivantes  que  lorsque  nous  parlerons  des  courbes  à 
double  courbure. 

I. 

La  surface  que  nous  considérons  jouit  évidemment  de  cette  pro- 
priété, 1^  que  si  par  un  point  quelconque  de  cette  surface  on  con- 
çoit la  droite  génératrice  et  un  plan  tangent,  ce  plan  passera  par  la 
droite;  2°  que  si  le  point  se  meut  sur  la  surface,  mais  sans  sortir  de 
la  même  génératrice,  le  nouveau  plan  tangent,  qui  passera  encore 
par  la  même  droite,  coupera  le  premier  dans  la  génératrice  elle- 
même.  C'est  cette  propriété  dont  il  s'agit  d'avoir  l'expression. 

Pour  cela,  x^y^z  étant  les  coordonnées  du  point  considéré  sur 
la  surface,  et  a?',  y\  z'  celles  du  point  général  d'un  plan,  soit 

Aa?'-|-B/  +  Gz'=o 

l'équation  donnée  du  plan  fixe  mené  par  l'origine,  et  auquel  la 
génératrice  doit  constamment  être  parallèle.  L'équation  du  plan 
tangent  à  la  surface  sera,  comme  on  sait, 

p{^  —  ^')  +  q{y—y)  —  (-  —  ^')  =  o.    . 

Si  par  le  même  point  de  la  surface  on  mène  un  plan  parallèle  au 
plan  fixe,  son  équation  sera 

K{x  —  x')  +B(j— /')+C;(2  — z')  =0, 

et  ces  deux  équations  seront  celles  de  la  génératrice  lorsqu'elle 
passe  par  le  point  que  l'on  considère. 

Si  le  point  de  contact  change  de  position  sur  la  surface,  quelle 
que  soit  d'ailleurs  la  direction  de  son  mouvement,  le  nouveau  plan 
tangent  coupera  le  premier  en  une  droite,  dont  on  aura  l'équation 
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en  différentiant  l'équation  du  plan  tangent,  sans  Eure  varier  m  ^v\ 
ni  y,  ni  js'  ;  ce  qui  donnera 

(x  —  x')  [rdx  +  sdy)  -f-  [y  — y')  {sdx  -h  tdy)  =  o, 

dans  laquelle  la  valeur  de  ^  dépend  de  la  direction  du  mouvement 

du  point  de  contact.  Mais  si  Ton  veut  que  ce  point  ne  sorte  pas  du 
plan  parallèle  au  plan  fixe,  il  faut  que  les  quantités  dx^  dy^  dz  aient 
entre  elles  la  relation  que  donne  Téquation  de  ce  plan  ;  il  faut  donc 
que  la  différentielle  de  cette  équation,  prise  en  regardant  aussi 
r',  j',  js'  comme  constants,  soit  satisfaite,  c'est-à-dire  que  Ton  ait 

kdx  -h  ^dy  H-  G  {pdx  -h  qdy)  =  o, 

ce  qui  donne  la  valeur  de  ^-  L'intersection  des  deux  plans  tan- 
gents consécutifs  devant  coïncider  avec  la  génératrice,  il  s'ensuit 
que  les  valeurs  Ae  x\y\  z'  sont  les  mêmes  pour  ces  quatre  équa- 
tions; or  ces  équations  doivent  avoir  lieu  pour  tous  les  points  de  la 
surface,  et  par  conséquent  quelles  que  soient  les  valeurs  de  a?,  j*,  z 

et  ^-  Donc,  si  l'on  élimine  les  trois  quantités  ,^  ^~^ n  -^^ 

dx  '  ^  z  —  z     z  —  z     dx 

l'équation  résultante 

(G^  -H  B)  V  —  2  (G^  -h  B)  {Cp  +  A)  ^  -f-  (G/?  -h  A)^  ^  =  o 

sera  aux  différences  partielles  secondes  et  linéaires  celle  de  la  sur- 
face demandée. 

Si  le  plan  fixe  avait  été  parallèle  aux  z,  on  aurait  eu  G  =  o  dans 
l'équation  donnée  de  ce  plan;  et  l'équation  aux  différences  secondes 

aurait  été 

BV— 2AB^-hA'f  =  o, 

dont  tous  les  coefficients  sont  constants,  et  qui,  à  cause  de  sa  sim- 
plicité, paraît  être  celle  par  laquelle  nous  aurions  dû  commencer 

lO 
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ces  nouvelles  recherches;  mais  nous  avons  cru  devoir  leur  donner 
dès  à  présent  toute  la  généralité  qui  n'augmente  pas  leiu*  difficulté. 
Les  surfaces  dont  T  équation  est  aux  différences  secondes  ont 
leur  caractéristique  comme  celles  du  premier  ordre,  et  l'équation 
de  cette  courbe  peut  toujours  être  déduite  de  l'équation  différen- 
tielle par  la  méthode  générale  que  nous  allons  exposer. 

De  la  caractéristique  des  surfaces  dont  l'équation  est  aux 
différences  secondes. 

Quelle  que  soit  la  génératrice  de  la  surface,  et  quelle  que  soit  la 
position  dans  laquelle  on  la  considère,  cette  courbe  coupe  les  deux 
directrices  chacune  en  un  point;  par  chacun  de  ces  points  menons 
à  la  directrice  correspondante  une  tangente,  puis  concevons  pour 
une  autre  surface  soumise  à  la  même  génération  deux  nouvelles  di- 
rectrices, mais  qui  soient  telles  qu'elles  touchent  respectivement  les 
premières  chacune  dans  le  point  par  lequel  passe  la  génératrice,  en 
sorte  que  les  deux  tangentes  soient  communes  aux  nouvelles  direc- 
trices et  aux  premières.  Gela  posé,  il  est  évident  que  les  deux  sur- 
faces engendrées  se  toucheront  dans  toute  l'étendue  de  la  généra- 
trice :  elles  auront  donc  une  ligne  commune  qui  ne  changera  pas, 
lorsque  tout  ce  qui  particularise  une  surface  individuelle  éprouvera 
une  variation,  et  qui  sera  par  conséquent  la  caractéristique.  Ainsi, 
pour  avoir  l'équation  de  cette  ligne  commune,  il  faudra  differentier 
celle  de  la  surface,  en  ne  faisant  varier  que  le  paramètre,  dont  la 
valeur  particularise  la  surface  individuelle.  Mais  la  ligne  conumme 
étant  une  ligne  de  contact  dans  toute  son  étendue,  les  cinq  quan- 
tités cT,  j,  z,  /7,  y  ont  les  mêmes  valeurs  pour  les  deux  surfaces,  et 
ne  varient  pas  lorsque  ce  paramètre  change;  les  trois  autres  quan- 
tités r^  s^t  sont  donc  les  seules  qui  en  dépendent.  Donc,  pour  dif- 
ferentier l'équation  de  la  sur&ce,  en  ne  faisant  varier  que  le  para- 
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mètre,  il  feut  la  diflTérentier  d'abord  en  ne  faisant  varier  que  r^s^t. 
Soit  cette  différentielle 

Rrfr  +  Srf^  +  Trf«  =  o. 

Comme  les  quantités  petq  sont  les  mêmes  pour  les  deux  surfaces, 
leurs  dififérentielles,  prises  de  la  même  manière,  doivent  aussi  être 
nulles;  ce  qui  donne 

drdx  -+-  dsdy  =  o, 
ds dx  -h  dt  dy  =z  o. 

Enfin,  ces  trois  équations  devant  avoir  lieu  dans  toute  l'étendue  de 
la  ligne  de  contact,  et  par  conséquent  quelles  que  soient  les  valeurs 

de  -j-  et  -jp  si  Ton  élimine  ces  deux  quantités  entre  les  trois  équa- 
tions, on  aura  pour  équation  générale  de  la  caractéristique  d'une 
surface  dont  l'équation  est  du  second  ordre, 

Rrfj^  —  ^dxdy  +  Tdx''  =  o. 

.  Cette  équation  étant  du  second  degré  algébrique  par  rapport  à 
J-9  il  s'ensuit  qu'en  chaque  point  de  la  surface  on  a  deux  valeurs  de 

^  pour  la  caractéristique  qui  passe  par  ce  point;  la  caractéristique 
a  donc  deux  tangentes  différentes  en  ce  point,  qui  est  par  consé- 
quent un  point  double  de  cette  courbe. 

Dans  tous  les  cas  où  l'équation  qu'on  vient  de  trouver  a  deux 
facteurs  rationnels  linéaires  par  rapport  à  ^?  il  y  a  deux  caractéris- 
tiques indépendantes,  et  dont  on  peut  avoir  les  équations  indivi- 
duelle^: mais,  dans  le  cas  général,  ces  deux  caractéristiques  sont 
les  deux  branches  d'une  même  courbe,  et  ces  branches  se  coupent 
toujours  dans  le  point  que  l'on  con^dère  sur  la  surface. 

lO. 
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Dans  le  cas  particulier  de  la  surface  dont  nous  nous  occupons, 
on  a 

S=-a{Cq-i-mCp-hA), 
T  =  (G/;-i-A)*; 

l'équation  de  la  caractéristique  est  donc 

qui  peut  être  mise  sous  la  forme 

(Aûte  H-  Bdf  H-  Gdzy  =  o. 

Cette  équation  a  deux  facteurs  rationnels  linéaires;  mais  ces  deux 
facteurs  étant  égaux,  il  s'ensuit  que  les  deux  caractéristiques  coïn- 
cident partout,  et  ont  pour  équation  commune 

Adx  -+-  Bdy  H-  Gdz  =  o, 

dont  l'intégrale  est 

Aœ  -+-  Bj  +  Gz  =  a, 

dans  laquelle  et  est  la  constante  qui,  variant  d'une  caractéristique  à 
une  autre,  détermine  la  position  de  cette  courbe.  Cette  équation  est 
celle  d'un  plan  parallèle  au  plan  fixe,  et  qui  coupe  la  surface  dans 
la  génératrice;  donc  la  caractéristique  n'est  autre  chose  que  la  géné- 
ratrice elle-même. 

IL 

Pour  trouver  les  deux  équations  aux  différences  partielles  du 
premier  ordre,  concevons  par  un  point  quelconque  de  la  surface, 
i*"  un  plan  tangent,  2^  un  plan  parallèle  au  plan  fixe;  les  équations 
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de  ces  deux  plans  seront 

p{x  —  x')^q  (j  — /)  —  {z  —  z')  =  o, 
A{x  —  x')  -f-  B(j  —/)  +  G  (z  —  z')  =  o. 

Gela  posé,  il  est  évident  que  si  le  point  se  meut  sur  la  surface, 
ce  qui  changera  la  position  du  plan  tangent,  tant  que  ce  point  ne 
sortira  pas  du  second  plan,  les  deux  plans  se  couperont  dans  une 
même  ligne  droite.  Il  s'agit  donc  d'exprimer  que  si  le  second  plan 
est  constant,  la  droite  d'intersection  sera  aussi  constante.  Mais  cette 
droite,  se  trouvant  sur  im  plan  constant,  sera  elle-même  constante 
si  une  seule  de  ses  projections  l'est  :  donc  il  suffira  d'exprimer 
qu'une  des  projections  de  la  droite  et  le  second  plan  sont  en  même 
temps  constants  de  position. 

Le  second  plan  sera  constant  de  position  si  la  quantité 
Aa:  +  Bj-hGz  est  constante.  Représentons  cette  quantité  par  a, 
ce  qui  donnera 

a  =  Ao? -h  B/ -h  Gz. 

On  aura  l'équation  de  la  projection  de  la  droite  sur  le  plan  des 
X,  z,  en  éliminant/  entre  les  équations  des  deux  plans;  cette  équa- 
tion sera 

a:'  =  |3z'-h7, 

dans  laquelle  on  a 

P        Bp  —  hq' 

^(^z  —  px—qjr)  +  aq 
^~  Bp  —  Aq 

Donc  il  faut  que  et  étant  constante,  les  deux  quantités  p  et  >  le 
soient  aussi  toutes  deux;  or,  il  y  a  entre  <*,  |3,  7  ime  relation  telle 
que  si  deux  d'entre  elles  sont  constantes,  la  troisième  l'est  aussi  né- 
cessairement, puisqu'en faisant  doL  =  o  et  d^  =  o^  otïr  dy  =  o;ce 
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qu'il  est  facile  de  vérifier  par  la  difFérentiation  :  donc  il  suffira  d'é- 
noncer que  de  ces  trois  quantités,  deux  quelconques  sont  constantes 
ensemble  et  variables  ensemble,  et  par  conséquent  fonctions  l'une 
de  l'autre;  donc  une  des  équations  aux  différences  du  premier 
ordre  sera 

^±î_  =  4Ax+Bj  +  C.]. 

En  opérant  d'une  manière  analogue  sur  les  deux  autres  projections, 
on  aurait  trouvé  les  deux  nouvelles  équations 

Cy  +  B    _ 


^P 


^    =,r[A^-hBj4-Gz], 


dont  une  quelconque  est  une  suite  nécessaire  des  deux  autres  :  ainsi 
deux  de  ces  trois  équations,  les  deux  premières  par  exemple  ^  se- 
ront, aux  différences  partielles  du  premier  ordre,  celles  de  la  sur- 
face demandée. 

Si  l'on  regarde  les  fonctions  cp,  4?  "^  comme  arbitraires,  c'est-à- 
dire  comme  susceptibles  de  toutes  les  formes  possibles,  chacune  des 
trois  dernières  équations  est  de  la  même  généralité  que  celle  aux 
différences  secondes,  et  deux  quelconques  d'entre  elles  en  sont  les 
intégrales  premières. 

Si  l'une  quelconque  des  trois  équations  aux  différences  partielles 
premières  que  l'on  vient  de  trouver  était  proposée,  soit  que  la 
fonction  fût  donnée,  soit  qu'elle  fût  arbitraire,  et  s'il  fallait  trouver 
l'équation  de  la  caractéristique  de  la  surface  courbe  à  laquelle  elle 
appartient,  il  faudrait,  comme  nous  l'avons  vu,  différentier  cette 
équation  en  regardant  p  et  q  comme  seule  variable  ;  ce  qui  don- 
nerait un  résultat  de  la  forme  Vdp  h-  Q^  =  o ,  et  l'équation 
Vdy  —  Qfltr  =  o  serait  l'équation  demandée.   Or,  si  l'on  diffé- 
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rentie  de  cette  manière  chacune  de  ces  trois  équations,  on  trouve 
également  pour  chacune  d'elles 

donc  l'équation  de  la  caractéristique  est  indifféremment,  pour  les 
trois  équations, 

{Gq  +  B) rfj  +  (C/7  -f-  A)  é£t'  =  o , 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

Aéir  H- Bc^ -h  Grfz  =  o, 

la  même  que  celle  que  nous  avons  trouvée  poiu*  l'équation  aux  dif- 
férences secondes. 

III. 

Enfin,  pour  trouver  en  quantités  finies  l'équation  de  la  surface, 
il  faut  observer  que  si  le  point  que  l'on  considère  se  meut  sur  la 
surface  de  manière  qu'il  reste  toujours  dans  le  même  plan  parallèle 
au  plan  fixe,  il  se  mouvra  en  ligne  droite,  c'est-à-dire  qu'il  restera 
toujours  dans  un  autre  même  plan  mené  par  Forigine.  Soit 

z  =  ax  -i-  by 

l'équation  de  ce  dernier  plan;  il  faut  donc  que  si  la  quantité 
Ax  H-  Bjy  -h  Gjs  =  ût  est  constante,  ce  qui  exprime  que  le  point 
reste  dans  le  même  plan  parallèle  au  plan  fixe,  les  deux  autres 
quantités  aetb  soient  toutes  deux  constantes  :  donc  ces  deux  quan- 
tités doivent  être  chacune  une  fonction  de  a;  donc  l'équation  de- 
mandée est 

z  =  xç  {Ax  -h  Bj  4-  Cz)  +  /4  (A J^'  H-  Bj  4-  Gz) , 
dans  laquelle  les  formes  des  deux  fonctions  <p  et  4  sont  arbitraires, 
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et  ne  sont  pas  les  mêmes  que  celles  des  fonctions  que  nous  avons 
représentées  par  les  mêmes  caractères  dans  les  équations  aux  diffé- 
rences premières,  quoiqu'elles  en  dépendent. 

Cette  équation  est  de  la  même  généralité  que  l'équation  aux  dif- 
férences secondes,  et  que  chacune  des  trois  aux  différences  pre- 
mières, et  elle  est  leur  intégrale  finie  commune. 

Deux  courbes  à  double  courbure  quelconques  étant  données  dans 
VespacCy  trouver  y  parmi  toutes  les  surfaces  engendrées  par  le 
mouvement  d'une  droite  qui  reste  constamment  parallèle  à  un 
plan  fixe,  celle  qui  passe  en  même  temps  par  les  deux  courbes, 

La  question  consiste  évidemment  à  déterminer  dans  l'équation 
générale  de  ces  surfaces 

z  =  a;(p(Aa:H-B7-h  Gz)  h-j4(A^-4- Bj-h  Gz) 

les  formes  des  deux  fonctions  arbitraires  ^  et  4?  pour  que  cette 
équation  devienne  celle  de  la  surface  individuelle  demandée. 
Soient 

(A)  F(ar,j,z)  =  o, 

(B)  f(a?,j,z)  =  o, 

les  deux  équations  données  de  la  première  courbe,  et 

(G)  f(^,j,  z)  =  o, 

(D)  f{oc,y,z)  =  o, 

ceDes  de  la  seconde  ;  si  l'on  fait 

(E)  A^4-Bj-hGz  =  w, 
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r  équation  générale  de  la  surface  deviendra 

(F)  z  =  x(^u  +  y'\u. 

Cela  posé,  la  surface  devant  passer  par  la  première  courbe,  les 
quatre  équations  (A),  (B),  (E),  (F)  doivent  avoir  lieu  entre  les 
coordonnées  de  chacun  des  points  de  cette  courbe;  donc,  élimi- 
nant entre  ces  quatre  équations  les  trois  quantités  a:,  j,  js,  on  aura 
en  w,  (ptt,  4^7  uïic  première  équation 

(G)  r(w,  <PM,  4^)==  o, 

à  laquelle  les  formes  des  deux  fonctions  ^  et  4  doivent  satisfaire 
pour  que  la  surface  passe  par  la  première  courbe. 

De  même,  la  surface  devant  passer  par  la  seconde  courbe,  si 
entre  les  quatre  équations  (G),  (D),  (E),  (F)  on  élimine  les  trois 
coordonnées  0?,  j,  5;,  on  aura  une  seconde  équation 

(H)  r(w,  (pw,  4^)  =  o, 

à  laquelle  les  formes  des  fonctions  (p  et  4  doivent  satisfaire  pour 
que  la  siu'face  passe  par  la  seconde  courbe.  Donc,  d'abord,  si  des 
deux  équations  (G),  (H)  on  tire  les  valeurs  de  cpw  et  4  w  en  w,  on 
aura  la  forme  de  chacune  de  ces  fonctions;  mais  sans  faire  cette 
opération,  qui  suppose  la  perfection  de  l'analyse,  si,  entre  les 
quatre  équations  (E),  (F),  (G),  (H),  on  élimine  les  trois  quantités 
tt,  (pw,  4^?  on  aura  en  a?,  y^  z  une  équation  délivrée  de  toute  fonc- 
tion arbitraire,  et  qui  sera  celle  de  la  surÊice  individuelle  de- 
mandée. 

Cette  manière  de  déterminer  les  formes  de  deux  fonctions  arbi- 
traires s'applique  à  tous  les  cas  ou  les  deux  fonctions  0  et  4  sont 
composées  de  la  même  quantité. 


II 
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Deux  surfaces  courbes  étant  données,  troui^er  parmi  toutes  les 
sur/aces  engendrées  par  le  mouvement  d'une  droite  qui  reste 
constamment  parallèle  à  un  plan  fixe  y  celle  qui  embrasse  ces 
deux  surfaces  y  c  estr-bnlire  qui  les  touche  toutes  deux  suivant 
une  ligne  courbe. 

La  question  sera  évidemment  réduite  à  la  précédente,  si  Ton 
trouve  sur  chacune  des  siurfaces  données  sa  courbe  de  contact  avec 
la  surÊice  demandée. 

Soient 

(A)  F(a?,j,z)  =  o, 

(B)  f(^;,7,^)=o, 

les  équations  des  deux  surfeices  données.  Pour  tous  les  points  de  la 
ligne  de  contact  de  la  première  surface,  les  valeurs  des  quantités 
a',j,  z,/?,  (jr,  r,  ^,  t  sont  les  mêmes,  soit  que  ces  points  soient 
considérés  sur  la  surface  donnée,  soit  qu'ils  soient  regardés  comme 
appartenant  à  la  surface  demandée.  Si  donc,  en  dilïerentiant  l'équa- 
tion (A),  on  tire  les  valeurs  de  /?,  q^  r,  j,  f,  en  a?,  j,  z,  et  si  l'on 
représente  ces  valeurs  respectivement  par  P,  Q,  R,  S,  T,  les  points 
de  la  ligne  de  contact  sont  ceux  pour  lesquels  on  aura  en  a?,  j,  i;, 
P^  Q,  R,  S,  T  l'équation  aux  différences  secondes  de  la  surface  de- 
mandée :  donc  la  seconde  équation  de  cette  ligne  de  contact  sera 

(C)  (GQh-B)^R  — 2(CQ-+-B)(GP4-A)S-f-(CP-hA)^T  =  o. 

De  même,  si  par  la  différentiation  de  l'équation  (B)  de  la  seconde 
surface  donnée  on  tire  les  valeurs  de/?,  gr,  r,  j,  «,  et  si  l'on  repré- 
sente ces  valeurs  respectivement  par  P',  Q',  R',  S',  T',  l'équation 

(D)  (CQ'4-B)^R'— 2(CQ'+B).(CF-hA)S'-h(CP'-f-A)^T'===o 
sera  celle  de  la  ligne  de  contact  de  la  seconde  surface. 
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Actuellement  que  nous  avons  pour  chacune  des  lignes  de  contact 
deux  équations,  en  opérant  sur  ces  équations  comme  nous  l'avons 
fait,  dans  le  cas  précédent,  sur  (A),  (B),  (G),  (D),  on  aura  l'équa- 
tion de  la  surface  demandée. 

Lorsque  la  projection  horizontale  du  vide  d'une  vis  à  jour  n'est 
pas  circulaire,  les  faces  supérieure  et  inférieure  de  la  courbe  ram- 
pante sont  des  cas  particuliers  de  la  surface  dont  nous  venons  de 
nous  occuper,  car  elles  sont  engendrées  chacune  par  le  mouvement 
d'une  droite  qui,  étant  constamment  horizontale,  s'appuie  toujours 
contre  deux  courbes  données. 


§  XI. 

DE  LA  SURFACE  ENGENDRÉE  PAR  LE  MOUVEMENT  D'UNE  DROITE  QUI 
PASSE  TOUJOURS  PAR  L'AXE  DES  jS. 


Deux  courbes  quelconques  à  double  courbure  étant  données,  si 
l'on  conçoit  qu'une  droite  qui  passe  constamment  par  l'axe  des  z 
se  meuve  de  manière  qu'elle  s'appuie  toujours  contre  ces  deux 
courbes,  elle  engendrera  une  surface  qui,  par  cela  seul  qu'elle  sera 
soumise  à  cette  génération,  aura  des  propriétés  générales,  et  dont  il 
s'agit  de  trouver,  i**  l'équation  aux  différences  secondes;  2**  les 
deux  équations  aux  différences  premières;  3*^  l'équation  en  quan- 
tités finies,  quelles  que  soient  d'ailleurs  les  deux  courbes  qui  diri- 
gent le  mouvement  de  sa  génératrice. 


Par  un  point  quelconque  de  la  surface,  ayant  mené,  i"*  un  plan 
tangent,  2**  un  plan  par  l'axe  des  z,  plans  qui  se  couperont  suivant 

1 1. 
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une  des  positions  de  la  génératrice,  et  dont  les  équations  seront 

p{x  —  x')  +  qr  (j  — /)  —  (z  —  %')  =  o, 
y{x  —  x')  —X{x—y)  =0, 

si  Ton  conçoit  que  ce  point  change  de  position  sur  la  surface,  sans 
cependant  sortir  du  second  plan,  le  nouveau  plan  tangent  coupera 
encore  le  premier  suivant  la  même  droite.  Il  feut  donc  que  dans  ces 
deux  équations  les  coordonnées  a?',  j',  z'  de  la  droite  d'intersection 
ne  changent  pas  lorsque  celles  a?,  j,  z  du  point  de  la  surface  chan- 
gent, c'est-à-dire  que  les  diflférentielles  de  ces  équations,  prises  en 
regardant  a?',  j',  z'  comme  constantes,  aient  encore  lieu;  ce  qui 
donne 

1{rdx  -h  sdy)  [x  —  x')  +  [sdx-^  tdy)  {y — j')  =  o, 
x'dy^=y'dx\ 


d'où 


^  _  y 

dx        x' 


Mais  l'équation  y  — y'  =  ^  (a?  —  x')  se  réduit  à  xy^  =  x'y\  elle 

donnera  donc 

y  _  .r  _  ^. 

x'         X        dx 
Substituant,  dans  l'équation  (i),  pour  ^  cette  valeur,  et  pour 


- — —,  son  expression  •->  on  aura 
oc  —  oc  ^  oc 


rx^  H-  ^sxy  -f-  ty^ 


pour  l'équation  de  la  surface  demandée. 

Nous  avons  vu  que  si  la  différentielle  de  l'équation  aux  diffé- 
rences secondes,  prises  en  regardant  r^s^t  comme  seule  va- 
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riable,  est 

Rdr^Sds-hTdt  =  o, 

l'équation  de  la  caractéristique  est 

Rrfr'  —  Sctcdf^  +  Trfo?'  =  o  ; 

donc,  dans  le  cas  présent,  l'équation  de  cette  courbe  sera 

x^dy^  —  ^ocydxdj  -{-y^dx^  =  o. 

Cette  équation  a  les  deux  facteurs  rationnels  égaux  xdf—ydx==:o, 
dont  l'intégrale  j  =  ctJ7  est  l'équation  d'un  plan  mené  par  l'axe 
des  z  ;  a  étant  la  constante  arbitraire  qui  particularise  la  position  de 
ce  plan.  Donc  les  deux  branches  de  la  caractéristique  se  confondent; 
donc  cette  ligne,  étant  l'intersection  de  la  surface  avec  le  plan  ver- 
tical mené  par  l'axe  des  z,  n'est  autre  chose  que  la  droite  généra- 
trice elle-même. 

IL 

Le  plan  tangent  et  le  plan  mené  par  l'axe  des  z,  dont  les  équa- 
tions sont 

p{x  —  x')  -^qijr- y)  —  {z  —  z')  =  o, 
x'y  —  xy'  =  o, 

se  coupant  dans  une  droite  qui  ne  change  pas  de  position  quand  le 
point  de  contact  se  meut  dans  le  second  de  ces  plans,  c'est-à-dire 

quand  la  quantité  —  est  constante,  il  faut  que,  dans  la  même  hypo- 

thèse,  deux  quelconques  des  trois  projections  de  cette  droite  soient 
constantes.  Or,  si  l'on  élimine  successivement  x' ^y\  z'  entre  les 
équations  des  deux  plans,  on  trouve  que  les  équations  de  ces  trois 
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projecrions  sont 

/{px  +  qy)  =  zy—x{z  —px  —  qy), 
x'  [px  -f-  qy)  =  zx  —  x{z  — px  —  qy)^ 
x'y  —  xy'  =  o, 

et  ces  trois  projections  seront  constantes  en  même  temps  que  ~,  si 
les  trois  quantités  — — ^y —^  z  — px  —  qy  sont  aussi  con- 
stantes; il  faut  donc  que  ces  trois  dernières  quantités  soient  fonctions 
de  ^'  Mais,  de  ces  quatre  quantités,  si  trois  sont  constantes,  la  qua- 
trième est  aussi  constante,  puisque  si  de  leurs  quatre  différentielles 
trois  quelconques  sont  supposées  égales  à  zéro,  la  quatrième  l'est 
aussi  :  donc  il  suffira  d'énoncer  que  des  trois  dernières  quantités 

deux  quelconques  sont  fonctions  de  ^;  donc  enfin  les  équations  • 

px^qy=y(p(^^, 

p^^qx^Hi^^ 


z—px  —  qy^  TT  {^^, 


dont  les  deux  premières  se  réduisent  évidemment  à  une  seule,  sont 
les  deux  équations  aux  différences  premières  de  la  surface  de- 
mandée. 

Si  les  fonctions  <p,  4?  "^  sont  arbitraires,  chacune  de  ces  équa- 
tions est  de  la  même  généralité  que  l'équation  aux  différences  se- 
condes, et  en  est  une  intégrale  preijiière. 

Si,  pour  trouver  la  caractéristique  d'après  une  des  équations  aux 
différences  premières ,  on  différentie  cette  équation  en  regardant  p 
et  q  comme  seules  variables,  on  trouve  également  pour  chacune  des 
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trois  équations 

xdp  -\- ydq  =  o\ 

l'équation  de  la  caractéristique  est  donc 

xdy  — ydx  =  o 

comme  on  l'a  trouvé  d'après  l'équation  aux  différences  secondes. 

III. 

La  génératrice  de  la  surface  étant  constante  de  position  quand  le 
plan  mené  par  l'axe  des  jz,  et  dans  lequel  elle  se  trouve  toujours,  est 

fixe,  c'est-à-dire  quand  la  quantité  —  est  constante ,  il  est  clair  que, 

dans  la  même  hypothèse,  une  quelconque  des  projections  de  cette 
droite  sur  les  plans  des  .r,  z,  et  des  j,  z,  est  constante.  Or,  les  équa- 
tions de  ces  deux  projections  sont  nécessairement  de  cette  forme 

z  =  7a?  +  /3,       z  =  Jy  +  |3; 

donc  il  faut  que,  dans  F  mie  ou  dans  l'autre  de  ces  deux  équations, 

les  quantités  p,  7,  ^  soient  constantes  quand  ^  est  constante,  et  que 

par  conséquent  elles  soient  fonctions  de  cette  dernière.  Donc  une 
quelconque  des  deux  équations  suivantes 


est  en  quantités  finies  celle  de  la  surface  demandée. 

Si  les  trois  fonctions  (p,  4?  "^  sont  arbitraires,  ces  deux  équations 
sont  absolument  équivalentes,  et  chacune  M' elles  est  de  la  même 
généralité  que  l'équation  aux  diflFérences  secondes,  et  que  chacune 
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de  celles  aux  différences  premières,  et  est  leur  intégrale  finie  com- 
mune. Ces  deux  équations  pouvaient  se  déduire  des  trois  équations 
aux  différences  premières,  par  le  moyen  de  l'élimination  des  quan- 
tités/? et  q. 

Des  deux  formes  que  nous  venons  de  trouver  pour  Téquatioij 
demandée,  aucune  n'est  symétrique;  il  n'y  a  que  leur  système  qui 
le  soit.  Cela  vient  de  ce  que  les  équations  des  trois  projections  de  la 
génératrice  n'étant  pas  de  la  même  forme,  puisque  la  projection  sur 
le  plan  des  x^  y  passe  par  l'origine,  tandis  que  les  deux  autres  n'y 
passent  pas,  nous  avons  employé  la  première,  avec  une  quelconque 
des  deux  autres,  pour  déterminer  le  lieu  de  la  génératrice.  Si  l'on 
employait  les  deux  dernières  projections,  le  résultat  serait  symé- 
trique. En  effet,  les  trois  quantités  p,  7,  «Tsont  telles,  que  si  l'une 
est  constante,  les  deux  autres  le  sont  aussi  ;  et  cela  doit  avoir  lieu, 
quelle  que  soit  la  valeur  de  cette  première  :  donc  l'équation  de- 
mandée est  le  résultat  de  l'élimination  de  l'indéterminée  |3  entre  les 
deux  équations  suivantes  : 

Ce  résultat  est  symétrique,  mais  a  l'inconvénient  d'être  représenté 
par  le  système  de  deux  équations,  tandis  qu'il  peut  l'être  par  une 
seule  de  deux  manières  différentes. 

Au  reste,  quoiqu'on  regarde  ordinairement  comme  moins  sim- 
ples les  résultats  représentés  par  le  système  de  plusieurs  équations, 
entre  lesquelles  il  faut  éliminer  des  indéterminées,  nous  aurons  oc- 
casion de  voir,  par  la  suite,  que  dans  un  grand  nombre  de  cas  ils 
ont  l'avantage  de  rendre  plus  sensible  la  génération  des  surfaces 
qu'ils  expriment,  et  de  conduire  à  des  constructions  plus  élégantes. 

La  surface  n'ayant  qu'une  seule  caractéristique,  ou,  ce.  qui  re- 
vient au  même,  les  forfbtions  arbitraires  qui  entrent  dans  ses  diffé- 
rentes équations  étant  toutes  composées  de  la  même  quantité,  s'il 
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était  question  de  trouver  les  équations  de  la  surface  individuelte 
qui  passe  par  deux  courbes  données,  ou  de  celle  qui  embrasa 
deux  surfaces  courbes  données ,  en  les  touchant  chacune  suivant 
une  ligne  courbe ,  on  le  ferait  par  le  procédé  que  nous  avons  ex- 
posé en  parlant  de  la  surface  précédente. 

Nous  terminerons  en  faisant  observer  que  la  surface  du  biais 
passé  et  celle  de  \  arrière-voussure  de  Marseille,  dont  nous  nous 
sommes  occupé  dans  la  coupe  des  pierres,  sont  Tune  et  l'autre  im 
cas  particulier  de  ceUe  dont  il  s'agit  ici  ;  car  elles  sont  toutes  deux 
engendrées  par  le  mouvement  d'une  droite  qui  passe  toujours  par 
l'axe  de  la  porte  ,*  et  qui  d'ailleurs  s'appuie  dans  son  mouvement 
sur  deux  cintres  donnés  arbitrairement. 


§XIL 

DES    SURFACES    DÉVELOPPABLES. 


Les  surfaces  développables  sont  celles  qui,  étant  supposées 
flexibles  et  inextensibles,  sont  de  nature  à  pouvoir  s'appliquer 
sur  un  plan ,  au  moyen  d'ime  simple  flexion ,  et  le  toucher  alors 
dans  tous  leurs  points ,  sans  rupture  et  sans  duplicature.  Les  sur- 
Êices  cylindriques  à  bases  quelconques ,  et  les  surfaces  coniques , 
sont  développables  ;  mais  elles  ne  sont  qu'un  cas  infiniment  par- 
ticulier de  ce  genre  de  surfaces ,  qui  ont  toutes  un  caractère  com- 
mun ou  une  propriété  exclusive.  C'est  ce  caractère  ou  cette  pro- 
priété dont  nous  nous  proposons  de  trouver  l'expression  analytique, 
i*"  en  différences  partielles  du  second  ordre  ;  2**  en  différences  par- 
tielles du  premier  ordre  ;  3**  en  quantités  finies. 
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On  sait  qu'il  faut  trois  conditions  pour  fixer  dans  l'espace  la 
position  d'un  plan ,  et  qtie  ces  trois  conditions  servent  à  déterminer 
les  trois  constantes  A ,  B,  G ,  qui  entrent  dans  l'équation  du  plan. 
Si  de  ces  trois  conditions,  deux  étant  supposées  invariables,  la 
troisième  est  regardée  comme  pouvant  varier  suivant  une  certaine 
loi  ;  par  exemple ,  si  dans  l'expression  de  cette  condition  entre  une 
certaine  quantité  a  susceptible  d'avoir  toutes  les  valeurs  possibles  : 
tant  que  cette  quantité  aura  la  même  valeur ,  la  position  du  plan 
sera  fixe  dans  l'espace;  et  quand  a  variera,  la  position  du  plan  ciian- 
géra.  Supposons  donc  que  la  quantité  a  prenne  successivement 
toutes  les  valeurs  possibles  depui§  —  oo  jusqu'à  H-  oo ,  on  aura 
une  suite  infinie  de  plans  différents,  qui  tous  satisferont  aux  deux 
conditions  invariables,  et  qui  ne  différeront  entre  eux  que  par  la 
troisième  condition.  Cela  posé,  l'enveloppe  de  tous  ces  plans, 
c'est-à-dire  la  surface  qui  termine  la  partie  de  l'espace  qu'ils  occu- 
pent, sera,  en  général,  une  surface  développable.' Avant  que  de 
le  démontrer,  éclaircissons  ce  qui  précède  par  quelques  exemples. 

I.  Soit  donnée  une  courbe  à  double  courbure  quelconque, 
dont  les  équations  soient  représentées  par  a?  =  fz,  j  =yi;,  f  et  f 
indiquant  des  fonctions  données.  Si  sur  cette  courbe  on  considère 
un  point  pour  lequel  on  ait  j3  =  * ,  les  deux  autres  coordonnées 
de  ce  point  seront  x=^îa^  y  =/it.  Cela  posé,  si  l'on  conçoit  par 
ce  point  le  plan  normal  à  la  courbe ,  ce  plan  sera  déterminé  de 
portion;  car  il  passera  par  un  point  déterminé,  ce  qui  est  une 
condition;  puis  il  sera  normal  à  la  courbe,  ce  qui  équivaut  aux 
deux  conditions  de  passer  par  deux  normales  di0erentes.  Les  trois 
ccmstantes  A,  B,  C,  qui  entreront  dans  l'équation  de  ce  plan 
seront  donc  déterminées,  mais,  en  général,  eDes  seront  toutes  trois 
des  fonctions  de  a.  En  effet,  si  l'on  donne  à  a  ime  autre  valeur, 
c'est-à-dire  si  l'on  considère  un  nouveau  point  de  la  courbe,  le 
plan  normal  qui  passera  par  ce  point  ne  sera  pas  parallèle  au  pre^ 
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niier;  les  trois  coefficients  A ,  B ,  C  de  son  équation  n^ auront 
donc  pas  les  mêmes  valeurs  que  pour  le  premier  :  donc  ces  coef- 
ficients varient  quand  la  quantité  a  varie;  donc  ils  sont,  en  général, 
des  fonctions  de  a.  Actuellement,  si  l'on  donne  à  a  toutes  les 
valeurs  possibles,  c'est-à-dire  si  l'on  opère  de  la  même  manière 
sur  tous  les  points  de  la  courbe,  on  aura  une  suite  infinie  de  plans 
différents  qui  satisferont  tous  à  la  condition  double  d'être  normaux 
à  la  courbe;  et  l'enveloppe  de  tous  ces  plans,  c'est-à-dire  la 
sur&ce  qui  termine  la  partie  de  l'espace  qu'ils  occupent,  sera,  en 
général,  une  surface  développable.  Proposons  encore  un  autre 
exemple. 

2.  Deux  siu*faces  courbes  étant  dcmnées,  si  l'on  se  proposait 
de  mener  un  plan  tangent  en  même  temps  à  ces  deux  surÊices,  la 
question  ne  serait  pas  déterminée ,  parce  qu'on  n'indiquerait  que 
deux  conditions  pour  ce  plan,  qui  pourrait  encore  satisÊtire  à  une 
troisième  condition  arbitraire,  comme,  par  exemple,  de  passer  par 
un  point  donné.  Supposons  que  ce  point  soit  pris  sur  une  droite 
donnée  de  position  et  corresponde  sur  cette  droite  à  z  =  et.  Tant 
que  la  valeur  de  a  sera  la  même,  c'est-à-dire  tant  que  le  point  de 
la  droite  par  lequel  doit  passer  le  plan  tangent  aux  deux  surfaces 
sera  le  même,  ce  plan  tangent  sera  fixe;  mais  si  ce  point  vient  à 
changer  de  position  sur  la  droite,  c'est-à-dire  si  a  varie,  le  plan 
tangent  aux  deux  surfaces  ne  sera  plus  le  même.  Gela  posé,  si  l'on 
donne  successivement  à  a  toutes  les  valeurs  possibles  depuis 
flt=  —  00  jusqu'à  flfc=-f-Qo,  c'est-à-dire  si  par  tous  les  points 
de  la  droite  dcmnée  on  conçoit  des  plans  tangents  en  même  temps 
aux  deux  surfaces,  on  aura  une  suite  infinie  de  plans  différents, 
qui  satisferont  tous  à  deux  conditions  invariables,  et  l'enveloppe 
de  tous  ces  plans  sera,  en  général,  une  surface  développable. 

Il  n'est  peut-être  pas  inutile  d'observer  ici  que  chacun  des  deux 
exemples  que  nous  venons  de  rapporter  présente  une  définition 
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complète  des  surfaces  dont  iî  s'agit;  en  sorte  qu'il  n'y  en  a  aucune 
qui  ne  soit  comprise  en  même  temps  dans  l'une  et  dans  l'autre  de 
ces  deux  divisions. 

L'enveloppée  étant  i^i  im  plan  variable  de  position,  il  est  clair 
que  la  caractéristique  de  l'enveloppe,  c'est-à-dire  l'intersection  de 
deux  enveloppées  consécutives,  est  une  ligne  droite;  ainsi  l'enve- 
loppe demandée  est  engendrée  par  le  mouvement  d'une  ligne 
droite;  mais,  de  plus,  deux  caractéristiques  consécutives  étant  tou- 
jours sur  une  même  enveloppée,  il  s'ensuit  que  de  toutes  les  posi- 
tioiis  de  la  droite  génératrice,  deux  quelconques  consécutives  sont 
dans  un  même  plan,  et  se  coupent  quelque  part  en  un  point.  La 
suite  de  ces  points  d'intersection  consécutife  forme  une  arête  de 
rebroussement  à  double  courbure,  à  laquelle  la  génératrice  est 
constamment  tangente.  Les  sur&ces  dont  nous  nous  occupons 
peuvent  donc  être  encore  regardées  comme  engendrées  par  le 
mouvement  d'une  droite  qui  ne  cesse  pas  d'être  tangente  à  une 
même  courbe  à  double  courbure,  et  cette  définition,  qui  les  com- 
prend encore  toutes,  est  de  la  même  généralité  que  les  deux  pre- 
mières que  nous  avons  déjà  données.  Faisons  voir  actuellement 
que  ces  surfaces  sont  développables. 

Deux  caractéristiques  consécutives  étant  toujours  dans  un 
même  plan,  l'enveloppe  demandée  peut  toujours  être  regardée 
comme  composée  d'éléments  plans  d'une  longueur  indéfinie,  d'une 
largeur  infiniment  petite,  et  qui  se  coupent  consécutivement  en 
lignes  droites.  Cela  posé,  on  peut  toujours  concevoir  que  le  pre- 
mier de  ces  éléments  tourne  autour  de  sa  droite  d'intersection 
avec  la  seconde,  comme  charnière,  jusqu'à  ce  qu'il  soit  dans  le 
même  plan  que  le  second;  puis  que  le  système  des  deux  premiers 
éléments  tourne  autour  de  la  droite  d'intersection  du  second  et  du 
troisième,  et  ainsi  de  suite.  Si  Ton  conçoit  que  cette  opération  soit 
continuée  pour  tous  les  éléments,  il  est  évident  qu'ils  seront  alors 
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dans  le  même  plan,  et  que  la  surface  sera  développée  sans  rupture 
et  sans  duplicature.  Il  s'agit  actuellement  d'avoir  l'expression 
analytique  de  cette  propriété. 

I. 

Les  surfaces  développables  pouvant  être  regardées  comme 
composées  d'éléments  plans  d'une  longueur  indéfinie,  il  est  clair 
qu'elles  jouissent  de  cette  propriété,  que  les  coordonnées  a:,  j,  z 
du  point  de  contact  peuvent  varier  sans  que  le  plan  tangent  change 
de  position.  Cela  posé,  si  l'on  ordonne  l'équation  du  plan  tangent 
par  rapport  aux  coordonnées  x\  j',  z  du  point  général  de  ce 
plan,  on  aura 

z'  =/?a?'  H-  qy'  H-  z  — px  —  qy\ 

il  faut  donc  que  les  coordonnées  x^  y^  z  puissent  varier,  sans  que 
les  coefficients  p^  q^  z  — px  —  qy  de  l'équation  du  plan  tangent 
varient,  c'est-à-dire  que  les  différentielles  de  ces  trois  coefficients 
doivent  être  en  même  temps  chacune  égales  à  zéro.  Or,  si  les  diffé- 
rentielles de  deux  quelconques  de  ces  trois  quantités  sont  nulles, 
celle  de  la  troisième  est  aussi  nulle;  ce  qu'il  est  facile  de  vérifier 
par  la  différentiation.  Donc,  en  égalant  à  zéro  les  différentielles 
des  trois  coefficients,  on  n'a  que  les  deux  équations 

rdx  H-  sdy  =  o,        sdx  -f-  tdy  =  o, 

dans  lesquelles  la  valeur  de  ^  indique  la  projection  sur  le  plan 

des  o?,  j,  de  la  direction  du  point  de  contact.  Ainsi,  dans  toute 
surface  développable,  et  pour  chacun  de  ses  points,  il  existe  une 

valeur  de  ^»  q^i  satisfait  en  même  temps  aux  deux  équations  précé- 
dentes. Ces  deux  équations  doivent  donc  avoir  lieu,  quelle  que  soit 
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cette  valeur:  donc,  si  Ton  élimine  ^ ,  le  résultat  de  l'élimination 

rt  —  .y*  =  o 

sera  aux  différences  partielles  secondes  l'équation  générale  des 
surfaces  développables. 

Nous  avons  vu  qu'étant  proposée  une  équation  aux  différences 
partielles  secondes,  si  sa  diflerentielle,  prise  en  regardant  r^  s,  t 
comme  seules  variables,  est 

l'équation  de  la  caractéristique  de  la  surface  est 

Rdjr'  —  Sdxdf  +  Tdx'  =  o. 
Or,  dans  le  cas  présent,  nous  avons 

R  =  ^,      S  =  —  2^,      T=r; 

donc  l'équation  de  la  caractéristique  des  surfaces  développables 

est 

rdx^  -h  2sdœdy  -h  tdy^  =  o; 

mais  parce  que  l'on  a  ^  =  y  rf ,  cette  équation  est  un  carré  parfait 
dont  la  racine  est 

dx  \r  -+-  df\t=^  o; 

donc,  dans  les  surfaces  développables,  pour  chacun  de  leurs 
points,  les  deux  branches  de  la  caractéristique  se  confondent  et  se 
réduisent  à  une  seule.  De  plus,  l'équation 

rdx^  H-  ^sdxdy  -+-  tdy^  =  o 

est  la  même  que  celle-ci, 

ddz  =  o. 
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qui  appartient,  en  général,  à  un  plan.  Donc  la  caractéristique  des 
surfaces  développables  est  une  ligne  plane.  Nous  allons  voir,  dans 
un  moment,  que  c'est  une  ligne  droite  qui  n'est  autre  chose  que  la 
génératrice  elle-même. 

IL 

Le  point  de  contact  pouvant  varier  sur  les  surfaces  dévelop- 
pables sans  que  le  plan  tangent  change  de  position,  les  trois  coef- 
ficients p^  qyZ  — px  —  qy  de  l'équation  de  ce  plan  sont  donc 
constants  ensemble  et  variables  ensemble:  ainsi,  l'un  quelconque 
d'entre  eux  est  une  fonction  des  deux  autres.  Maïs  nous  avons  vu 
que  si  deux  de  ces  coefficients  sont  constants,  le  troisième  l'est 
aussi:  donc,  dans  les  surfaces  développables,  si  un  de  ces  coeffi- 
cients est  constant,  les  deux  autres  le  sont  aussi;  donc  deux 
quelconques  d'entre  eux  sont  fonctions  du  troisième  ;  donc  deux 
des  trois  équations 

p  =  (p[z~px  —  qy), 
q=^i^z—px  —  qy), 
p  =  7rq, 

dont  une  quelconque  est  une  suite  nécessaire  des  deux  autres, 
sont  aux  différences  partielles  premières  celles  des  surfaces  déve- 
loppables. 

Si  les  fonctions  ^,  4i  '^  sont  arbitraires,  chacune  de  ces  trois 
équations  est  de  la  même  généralité  que  celle  aux  différences 
secondes  rt  —  ^*  =  o,  et  en  est  l'intégrale  première. 

n  suit  de  là  que  l'équation  aux  difierences  partielles  du  premier 
ordre 

F  [P^  ^^  ^  —P^  —  !?j]  =  o» 

dans  laquelle  F  indique  une  fonction  quelconque  de  trois  quan- 
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tites,  appartient,  en  général,  à  une  surface  développable.  11  est 
facile  de  vérifier  que  les  équations  que  nous  avons  trouvées  pour 
les  surfaces  cylindriques,  pour  les  surfaces  coniques  et  pour  les 
enveloppes  de  surÊices  coniques  dont  le  sommet  se  meut  dans  un 
plan  horizontal,  sont  comprises  dans  la  précédente,  et  que  les 
surfaces  auxquelles  elles  appartiennent  sont  par  conséquent  déve- 
loppables. 

Si  Tune  des  équations  aux  différences  partielles  que  nous  venons 
de  trouver  était  proposée,  par  exemple 

et  s'il  fallait  trouver  l'équation  de  l'arête  de  rebroussement  de  la 
surface  à  laquelle  elle  appartient,  il  faudrait  d'abord  trouver 
l'équation  de  la  caractéristique,  qui,  en  faisant  d.7rq=^7f'q.dq^  est 

c?j-f-  dxTf'q  =  o, 

et  éliminer/?  et  q  entre  ces  deux  équations  et  la  suivante: 

dz  =zpdx  H-  qdy. 

Mais  ces  trois  équations  ne  renferment  que  les  cinq  quantités/?,  q^ 
dxy  dy^  dz  :  donc,  quelles  que  soient  les  formes  de  la  fonction  tt 
et  du  coefficient  tt'  de  sa  différentielle,  lorsqu'on  aura  éliminé  les 
deux  premières  quantités/?,  q^  le  résultat  ne  sera  composé  que  des 
trois  dernières  :  donc  l'équation  aux  différences  ordinaires  de 
l'arête  de  rebroussement  est  nécessairement  de  la  forme  suivante  : 

f{dx,  dfy  dz)  =  o. 

Nous  verrons,  par  la  suite,  que  réciproquement  toute  équation 
aux  diflFérences  ordinaires  de  cette  forme,  c'est-à-dire  dans  laquelle 
il  n'entre  que  les  quantités  dx^  dy,  dz,  est  toujours  celle  de  l'arête 
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de  rebroussement  d'une  certaine  surface  développable,  dont  la 
nature  est  déterminée  par  la  fonne  de  la  fonction  donnée  f. 

III. 

Une  surface  développable  étant  l'enveloppe  de  l'espace  par- 
couru par  un  plan  dont  la  position  varie  en  vertu  de  la  variation 
d'une  seule  des  trois  conditions  qui  la  déterminent;  et  par  consé- 
quent des  trois  constantes  qui  entrent  dans  l'équation  de  ce  plan, 
deux  quelconques  étant  toujours  fonctions  de  la  troisième,  il 
s'ensuit  que  cette  équation  peut  toujours  être  mise  sous  la  forme 

(A)  r.  =  ^(Pût  +  j4*"I"  *? 

dans  laquelle  la  quantité  tt  qui  détermine  la  position  du  plan  est 
constante  pour  la  même  position,  et  variable  d'une  position  à  une 
autre.  Si,  considérant  cette  équation  comme  celle  d'une  envelop- 
pée ,  on  la  difFérentie  deux  fois  de  suite  en  regardant  a  comme 
seule  variable,  on  aura 

(B)  .    a:(p'flt  +  j4' *  +  '  =  ^? 
(G)  ^(p"rt+ j4''a  =  o. 

Cela  posé  : 

1 .  Regardant  a  comme  une  indéterminée  dont  la  valeur  va- 
riable est  indifférente,  le  résultat  de  l'élimination  de  cette  quantité 
entre  les  deux  équations  (A),  (B)  sera,  en  quantités  finies,  l'équa- 
tion générale  des  surfaces  développables;  en  sorte  que  si  les  deux 
fonctions  ç  et  4  sont  regardées  comme  arbitraires,  le  système  de 
ces  deux  équations  est  de  la  même  généralité  que  l'équation  aux  dif- 
férences partielles  secondes  rt  —  ^^  =  o ,  et  que  chacune  des  équa- 
tions aux  différences  premières. 

2.  Regardant  (t  comme  une  constante  arbitraire  qui  doive  sub- 
sister, les  deux  équations  (A) ,  (B)  sont  celles  de  la  caractéristique  de 

i3 


Digitized  by 


Google 


-  98  - 

la  surface,  ligne  dont  la  position  est  déterminée  par  la  valeur  de  la 
constante  ot.  Des  deux  équations  (A),  (B),  la  première  est  celle  d'un 
plan,  la  seconde  est  celle  d'ime  droite  tracée  sur  le  plan  des  x^y. 
Donc  la  caractéristique  est  une  ligne  droite,  et  n'est  autre  chose 
que  la  génératrice  elle-même. 

v3.  Enfin,  regardant  encore  a  comme  une  indéterminée,  si  Ton 
élimine  cette  quantité  entre  les  trois  équations  (A) ,  (B) ,  (C) ,  il  résul- 
tera, en  j?,  j,  z,  deux  équations,  qui  seront  celles  de  l'arête  de  re- 
broussement  de  la  surface. 

Nous  avons  vu  que  les  surfaces  développables  sont  susceptibles 
d'\me  autie  génération,  et  qu'elles  peuvent  être  engendrées  par  le 
mouvement  d'une  droite  qui  ne  cesse  pas  d'être  tangente  à  une 
même  courbe  à  double  courbure.  L'expression  de  cette  propriété 
donne  pour  ces  surfaces  des  équations  en  quantités  finies  qui  né  sont 
pas  de  la  même  forme  que  les  précédentes,  et  qu'il  s'agit  de  trouver. 

Soient  j  =  (pz,  x=^'>\.z  les  équations  de  la  courbe  donnée ,  à 
laquelle  la  génératrice  doit  être  constamment  tangente,  et  qui, 
d'après  ce  qui  précède,  sera  l'arête  de  rebroussement  de  la  surface; 
si  l'on  considère  sur  cette  courbe  un  point  qui  corresponde  à  z=a, 
les  deux  coordonnées  de  ce  point  seront  j  =  (pa,  x^=^(i\  puis,  si 
l'on  considère  ce  point  comme  celui  de  contact  de  la  tangente,  les 
deux  équations  de  cette  tangente  seront 

y  —  (pa  =■  [z  —  ùl)  (p' ety        X  —  «N^ct  =  [z  —  a)^f.  a, 

dans  lesquelles  a  est  une  quantité  constante  pour  chaque  tangente, 
variable  d'une  tangente  à  une  autre,  et  dont  la  valeur  détermine 
dans  l'espace  la  position  de  cette  droite.  Quelle  que  soit  la  valeur 
de  û6,  les  deux  équations  précédentes  sont  donc  toutes  deux  satis- 
faites pour  les  points  de  la  surface.  Donc,  si  l'on  élimine  d  entre 
ces  deux  équations,  le  résultat  de  l'élimination  sera,  en  a?,/,  z, 
l'équation  générale  des  surfeces  développables.  Si  les  fonctions  <p 
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et  4  sont  regardées  comme  susceptibles  de  toutes  les  formes  pos- 
sibles, soiunises  ou  non  à  la  loi  de  continuité,  ce  résultat  est  de  la 
même  généralité  que  tous  les  précédents. 

IV. 

Trouver  l'équation  de  la  surface  dé\;eloppahle  qui  passe  en 
rneme  temps  par  deux  courbes  à  double  courbure  données 
dans  r espace. 

La  surface  développable  passera  évidemment  par  les  deux  cour- 
bes données,  si  le  plan  mobile  dont  elle  est  l'enveloppe  est,  dans 
toutes  ses  positions,  tangent  aux  deux  courbes,  c'est-à-dire  s'il 
passe  toujours  en  même  temps  par  une  tangente  à  la  première 
courbe,  et  par  ime  tangente  à  la  seconde.  Il  s'agit  donc  de  déter- 
miner, dans  l'équation  z=^  x<pct-j-  y'>l^ct-j-  et  de  ce  plan  mobile, 
quelles  doivent  être  les  formes  des  deux  fonctions  <p  et  '^,  pour 
que  ces  conditions  soient  toutes  deux  satisfaites,  quelle  que  soit  la 
valeur  de  a. 

Pour  cela,  si,  représentant  par  j  =Fz,  œ  =  t'z  les  deux  équa- 
tions données  de  la  première  courbe,  on  prend  sur  cette  courbe 
un  point  correspondant  à  z  =  |3,  les  deux  autres  coordonnées  de 
ce  point  seront  j=  Fp,  a;  =  f|3;  et  si  l'on  considère  ce  point 
comme  celui  de  contact  d'une  tangente,  les  deiix  équations  de  cette 
tangente  seront 

(A)  j-F^  =  (z-r3)F'^, 

(B)  a:-rp={z-^)  ï'p, 

dans  lesquelles  ^  est  une  constante  qui  particularise  la  position  de 
la  tangente. 

De  même,  si,  représentant  par  /  =  (F)  z,  r  =  /i  les  équations 

i3. 
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données  de  la  seconde  courbe,  on  prend  sur  cette  courbe  un  point 
de  contact  correspondant  à  jz;  =  7,  les  équations  de  la  tangente  à 
cette  courbe  seront 

(G)  J-(F)7  =  (^-7)(F')7, 

(D)  ^.  _/^  =  (^  _  ^)/'^, 

dans  lesquelles  y  est  une  autre  constante  qui  particularise  la  position 
de  cette  seconde  tangente. 

Cela  posé,  si  le  plan  mobile  passe  par  le  point  de  contact  de  la 
première  courbe,  son  équation  sera 

(E)  z  -  /3  =  (.r  -  f/3)(p^  -H  (j  -  Fp)4(t, 
ce  qui  donne,  entre  a  et  (3,  la  relation  suivante  : 

(F)  p  —  fp^ût  —  F^4ct  =  A. 

Pareillement,  si  ce  plan  doit  passer  par  le  point  de  contact  de 
la  seconde  courbe,  son  équation  sera 

(G)  -;  _  ^  =  (a;  -fy)  ?)*  +  [j  -  (F)7]  4^, 
ce  qui  donne,  entre  ût  et  7,  l'autre  relation 

(H)  >  — /7?ct— (F)74«  =  ct. 

De  plus,  si  le  plan  mobile  doit  passer  par  la  tangente  à  la  pre- 
mière courbe,  il  faut  que  les  trois  équations  (A),  (B),  (E),  qui  sont 
celles  du  plan  et  de  la  tangente,  soient  satisfaites,  quelles  que  soient 
les  valeurs  de  a?,/,  2;.  Donc,  si  Ton  élimine  entre  ces  trois  équations 

les  deux  quantités -^ "[^^ ^  ?     ^^,  l'équation  résultante 

(J)  f'jS?)*  +  F'|34a  =  I 

établira  entre  les  fonctions  (pa,  4 ^t  et  la  quantité  |3  la  relation  pour 
que  cette  condition  soit  remplie. 
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Pareillement,  si,  entre  les  trois  équations  (G),  (D),  (G),  qui  sont 
celles  de  la  seconde  tangente  et  du  plan  mobile,  on  élimine  les  deux 

quantités *^  ~_  ^^?     _ /,  T équation  résultante 

(K)  />(?*+ (F')  74«=  • 

donnera,  entre  cpa,  4*  ^^  7>  la  relation  qui  doit  avoir  lieu  poiu*  ([ue 
le  plan  passe  par  la  seconde  tangente. 

Le  plan  mobile  devant  en  même  temps  satisfaire  aux  quatre  con- 
ditions que  nous  venons  d'exprimer^  il  s'ensuit  que  si,  entre  les 
quatre  équations  (F),  (H),  (J),  (K),  on  élimine  les  deux  quan- 
tités |3,  7,  ce  qui  est  toujours  praticable,  puisque  ces  quantités 
n'entrent  que  sous  des  fonctions  connues,  on  aura  deux  équations 
en  ût,  Ça  et  ^^t,  desquelles,  tirant  en  et  les  valeurs  de  ça  et  ^^t,  on 
aura  les  formes  des  deux  fonctions  arbitraires  (p  et  4;  niais  cette 
dernière  opération  supposant  la  résolution  des  équations,  il  est 
plus  simple  d'avoir  recours  à  la  suivante. 

Entre  les  quatre  équations  (E),  (G),  (J),  (K),  on  éliminera  les 
deux  fonctions  arbitraires  <pût,  4^?  ^^  une  des  deux  indéterminées 
^3,  7,  par  exemple  la  dernière,  et  l'on  aura,  en  a?,  /,  z  et  p,  l'équa- 
tion du  plan  mobile  perpétuellement  tangent  aux  deux  courbes 
données,  et  dans  laquelle  la  cpiantité  j3  sera  une  constante  qui 
particularisera  la  position  du  plan.  Donc,  si  l'on  représente  le  ré- 
sultat de  cette  élimination  par  M  ==  o,  et  si  on  le  différentie  deux 
fois  de  suite,  en  regardant  |3  comme  seule  variable,  on  aura  les  trois 
équations 

M  =  o, 


/ddM\ 

y-w)  =  ^' 
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telles  que,  si  Ton  élimine  ^  entre  les  deux  premières,  on  aura,  en 
I*,  j,  z,  réquation  de  la  surface  développable  individuelle  deman- 
dée; et  que,  si  Ton  élimine  |3  entre  les  trois,  on  aura,  en  a?,  j,  z, 
les  deux  équations  de  l'arête  de  rebroussement  de  cette  surface. 

La  manière  dont  nous  venons  de  déterminer  les  deux  fonctions 
arbitraires  pour  que  la  surface  passe  par  deux  courbes  données 
est  analogue  à  celle  que  nous  avons  employée  pour  le  cas  où  il  n'y 
avait  qu'une  seule  fonction  d'une  quantité  indéterminée,  et  elle  est 
a}>plicable,  quel  que  soit  le  nombre  des  fonctions  arbitraires  d'une 
indéterminée,  pourvu  que  cette  indéterminée  soit  la  même  sous 
toutes  les  fonctions.  Nous  verrons  plus  tard  que,  quand  les  fonc- 
tions arbitraires  sont  composées  de  quantités  différentes,  la  déter- 
mination de  leurs  formes  dépend  d'un  autre  genre  de  calcul . 


Deux  surfaces  courbes  étant  données  à  volonté  de  figures  et  de 
positions  dans  l'espace,  trouver  l'équation  de  la  surface  déve- 
loppable qui  les  embrasse  toutes  deux,  c'est-à-dire  qui,  leur 
étant  circonscrite,  les  touche  suivant  une  ligne  courbe. 

Nous  pourrions  réduire  cette  question  à  la  précédente,  en  dé- 
terminant sur  les  deux  surfaces  données  les  lignes  de  contact  par 
lesquelles  la  surface  doit  passer;  mais,  comme  c'est  de  ce  problème 
que  dépend  la  détermination  des  ombres,  nous  allons  le  résoudre 
directement. 

Soient  représeiitées  par 

(A)  -_F(^.,_^), 

(B)  z=({oc,y), 

les  équations  des  deux  surfaces  courbes  données,  et  supposons 
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cjue,  par  la  difïérentiation,  ces  deux  équations  produisent  les  deux 
suivantes  : 

.       dz  =  F'  {x,  y)  dx  -t-  F''  {x,  y)  dy, 
dz  =  f  [x,  'y)  dx  +  r  {x,  y)  dy. 

Si  Ton  prend  sur  la  première  un  point  de  contact  dont  la  pro- 
jection arbitraire  sur  le  plan  des  x^y  corresponde  à  ar=fle,  j  =  ^^, 
la  troisième  coordonnée  de  ce  point  sera  z  =  F  («,  |6),  et  l'équa- 
tion du  plan  tangent  mené  par  ce  point  de  contact  sera 

(C)  z  -  F  (*,  p)  =  {X  -  «)  F'  («,  f.)  +  (j  -  ^)  F"  («,  |5). 

De  même,  si  l'on  prend  sur  la  seconde  surface  un  point  de  contact 
arbitraire  correspondant  à  j:  =  et',  y  =  |3',  la  troisième  coordon- 
née de  ce  point  sera  z  =  f  (a^  |B'),  et  l'équation  du  plan  tangent 
à  la  seconde  surface  mené  par  ce  point  de  contact  sera 

(D)  z  -  f  («',  p')  =  (a-  -  «')  f  (*',  p')  +  (j  -  |3')  r  («',  (5'). 

Si  donc  on  veut  que  ces  deux  plans  coïncident  et  ne  forment 
qu'un  seul  plan  tangent  commun  aux  deux  surfaces,  il  faut  que  les 
trois  coefficients  de  l'équation  de  l'un  soient  respectivement  égaux 
aux  trois  coefficients  de  l'équation  de  l'autre;  ce  qui  produit  les 
trois  équations  suivantes  : 

(E)  F'(«,|5)  =  f'(«',|5'), 

(F)  F'>,^)  =  fV,^'), 

(G)  F(«,f3)-*F'(<»,ri)-,6F"(«,r3) =f  («',p')-'*'f'{«  ,i5')-r5'f"(«',^')- 

Donc,  si,  entre  les  quatre  équations  (C),  (D),  (E),  (F),  on  élimine 
trois  quelconques  des  quatre  quantités  a,  |3,  a',  p',  par  exemple 
les  trois  dernières,  on  aura,  en  a;,  /.,  z,  a,  l'équation  du  plan  tan- 
gent commun  aux  deux  surfaces,  dans  laquelle  a  est  une  constante 


'Digitized  by 


Google 


—  I  o4  — 

arbitraire  qui  particularise  la  position  du  plan.  Donc  enfin,  si  Ton 
représente  le  résultat  de  cette  élimination  par  M  =  o,  et  si  on  le 
difFérentie  deux  fois  de  suite  en  regardant  d  comme  seule  variable, 
on  aura  trois  équations  : 

M  =  o, 

V^)  =  ''' 

telles  que  l'élimination  de  a  entre  les  deux  premières  produira,  en 
j;,  j,  z,  l'équation  de  la  surface  développable  individuelle  deman- 
dée, et  que  l'élimination  de  la  même  quantité  a  entre  les  trois 
donnera  les  deux  équations  finies  de  l'arête  de  rebroussement  de 
cette  surface. 

Quant  aux  lignes  de  contact  de  la  surface  demandée  avec  les 
deux  surfaces  données,  on  aura,  en  a  et  |5,  l'équation  de  la  projec- 
tion de  la  première,  en  éliminant  o!  et  ^'  entre  les  trois  équa- 
tions (E),  (F),  (G),  et  l'on  aura,  en  ol  et  |5',  l'équation  de  la  pro- 
jection de  la  seconde,  en  éliminant,  au  contraire,  a  et  |3  entre  les 
trois  mêmes  équations. 

Si  l'on  suppose  qu'un  corps  opaque  donné  de  figure  et  de  po- 
sition soit  éclairé  par  un  corps  lumineux  aussi  donné  de  figure  et 
de  position,  les  surfaces  qui  circonscrivent  l'ombre  et  la  pénombre 
que  le  corps  opaque  occasionne  par  son  interposition  dans  le  mi- 
lieu éclairé,  sont  deux  nappes  de  la  surface  développable  qui  em- 
brasse les  surfaces  des  deux  corps;  et  les  lignes  de  contact  de  la 
surface  développable  avec  celles  des  deux  corps  sont,  Tune  la 
courbe  qui,  sur  la  surface  du  corps  opaque,  sépare  la  partie  éclai- 
rée de  la  partie  obscure;  l'autre  la  courbe  qui,  sur  la  surface  du 
corps  lumineux,  sépare  la  partie  qui  éclaire  l'autre  corps  de  celle 
qui  ne  peut  lui  envoyer  de  rayons  de  lumière. 
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§  xm. 

DE  LA  SURFACE  COURBE  QUI  ENVELOPPE  L'ESPACE  PARCOURU  PAR  UNE 
AUTRE  SURFACE  DONNÉE,  CONSTANTE  DE  FIGURE,  ET  QUI,  SANS 
TOURNER,  SE  MEUT  LE  LONG  D'UNE  COURBE  A  DOUBLE  COURBURE 
ENTIÈREMENT  ARBITRAIRE. 


Lorsque,  dans  le  §  IX,  nous  nous  sommes  occupé  de  cette  sur- 
face, nous  avons  supposé  que  la  courbe  qui  dirigeait  le  mouve- 
ment de  r enveloppée  était  tracée  sur  une  surface  donnée,  en  sorte 
que,  des  trois  projections  de  cette  courbe,  il  n'y  en  avait  qu'une 
seule  qui  fut  arbitraire.  La  génération  de  cette  surface  pouvait  être 
exprimée  par  une  équation  aux  différences  partielles  du  premier 
ordre,  et  son  expression  en  quantités  finies  ne  contenait  qu'une 
seule  fonction  arbitraire.  Nous  supposons  ici  que  la  directrice  soit 
entièrement  arbitraire ,  et  nous  nous  proposons  d'exprimer  cette 
génération,  quelles  que  puissent  être  l'une  et  l'autre  des  deux  pro- 
jections de  la  directrice;  ce  qui  peut  se  faire,  ou  par  une  équation 
aux  différences  partielles  du  second  ordre,  ou  par  une  équation 
aux  différences  partielles  du  premier  ordre,  et  qui  comprendra 
une  fonction  arbitraire,  et  cela  de  deux  manières  essentiellement 
différentes;  ou,  enfin,  par  une  équation  en  quantités  finies,  mais 
qui  comprendra  deux  fonctions  arbitraires. 

Nous  n'entrerons  ici  dans  aucun  détail  de  définitions;  nous  ren- 
voyons pour  cet  objet  au  §  IX. 

I. 

Soit  z  =  F  (a;,  y)  l'équation  donnée  de  l'enveloppée  considérée 
dans  son  état  primitif;  puis,  ayant  pris  sur  l'enveloppe  un  point 
de  contact  dont  les  coordonnées  soient  a?,  j,  z,  et  ayant  mené  par 

i4 
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ce  point  un  plan  tangent  à  Tenveloppe,  concevons  à  l'enveloppée 
un  plan  tangent  parallèle  au  premier;  et  soient  x\  j',  z'  les  coor- 
données du  point  de  contact  de  ce  second  plan,  il  est  évident  que 

l'on  aura 

z'=F(.r',/), 

et,  à  cause  du  parallélisme  des  deux  plans  tangents  à  l'enveloppe 
et  à  l'enveloppée,  on  aura  ainsi  les  deux  équations  suivantes: 

p  =  r{x',y),        r/  =  F''(.r',/); 

tirant  des  deux  dernières  équations  les  valeurs  de  .r'  et  j'  enp  et  </, 
que  nous  représenterons  par 

et  les  substituant  dans  la  précédente,  on  aura 

z'=F{p,q); 

les  trois  fonctions  f, ./,  F  ayant  entre  elles  une  relation  telle  que 

l'équation 

dF  =  pd^^qdf 

est  toujours  satisÊiite. 

Gela  posé,  il  est  évident  que  le  point  de  contact  de  l'enveloppée, 
et  dont  les  coordonnées  sont  x\  y\  z\  est  celui  de  cette  surface 
qui,  dans  le  mouvement,  vient  se  confondre  avec  le  point  de  con- 
tact de  l'enveloppe,  et  dont  les  coordonnées  sont  a?,  j,  z  ;  les  trois 
quantités  x  —  x' -,  y  — y' -,  z  —  z',  ou  les  trois  suivantes  x  —  f (/?,  q) , 
y  — f{p^  ?)'  ^  —  ^{p-t  9) y  q^^  '^^^  s^^^  respectivement  égales, 
sont  donc  les  trois  coordonnées  de  l'arc  de  la  directrice  parcouru 
par  ce  point.  De  plus,  si  sur  l'enveloppe,  et  dans  une  direction 
quelconque,  on  prend  un  point  infiniment  voisin  du  premier,  ce 
nouveau  point  aura  son  correspondant  sur  l'enveloppée,  et  Tare 
parcouru  par  ce  dernier  sera  de  même  étendue  que  l'arc  parcouru 
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par  le  premier^  car  ces  deux  arcs  seront  tous  deuix  compris  entre 
les  deux  plans  tangents  parallèles  entre  eux.  Donc  les  trois  quan- 
tités X  —  f(^,  y),  y — /{p-i  q)i  ^  —  ^(/^»  î)  seront  toutes  les 
trois  constantes,  et  Ton  aura  en  même  temps  les  trois  équations 

dx  —  df[p^  q)  =  o, 
dur  —  df{p,  q)  =  o, 
dz  —  dF[p^  q)  =  o; 

mais,  par  la  relation  qu'ont  entre  elles  les  trois  fonctions  f,/i  Fj 
deux  de  ces  équations  ayant  lieu,  la  troisième  a  aussi  lieu  nécessai- 
rement, comme  on  peut  le  vérifier  par  la  difFérentiation  :  donc,  de 
ces  trois  équations  il  suffit  d'en  poser  deux  quelconques.  Nous 
emploierons  les  deux  premières  comme  les  plus  simples,  ce  qui 
donne,  en  développant, 

dx  —  {rdx  H-  sdy)  f  (y^,  q)  —  {sdx  -f-  tdy)  (^'  (/?,  q)  =  o, 
dy  —  {rdx  -f-  sdy)f{p,  q)  —  {sdi  +•  tdy)f{p,  q)  =  o, 

ces  deux  équations  devant  avoir  lieu  quelle  que  soit  la  direction 
suivant  laquelle  on  passe  du  premier  point  de  contact  de  l'enve- 
loppe au  second,  et  par  conséquent  indépendamment  de  la  valeur 

de  ^  qui  détermine  cette  direction,  il  s'ensuit  que  si  l'on  élimine 

"^'i  le  résultat 

{rt  -  s^)  (f'/"  -  f"/')  -  rf '  -  .  (  r  +/')  -  tf"  +  I  =  o  ' 

sera,  aux  différences  secondes,  l'équation  de  l'enveloppe  demandée. 
Nous  pourrions  en  rester  là  par  rapport  à  cette  équation;  mais  la 
relation  qu'ont  entre  elles  les  deux  fonctions  f,  f\  permet  de  la 
mettre  sous  une  forme  plus  symétrique,  sons  laquelle  il  est  néces- 
saire de  la  connaître. 

i4. 
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En  effet,  ayant  mis  l'équation 

dF  =  pdî^qdf 
sous  la  forme  suivante 

dF=  {pf  -h  qf)  dp  4-  {pr  -+-  qf")dq, 

et  de  ce  que  l'on  a  généralement 

/ddF\  _  /  ddF\ 
\dpdg)~  \dqdpy 

il  s'ensuit  que  l'on  doit  avoir  aussi 

ce  qui,  réduction  Êûte,  donne 

donc  les  fonctions  f  et  /  peuvent  être  regardées  comme  les  diffé- 
rences partielles,  par  rapport  à  /?  et  à  ^r,  d'une  autre  fonction  de  p 
et  q  que  nous  représenterons  par  V{p^q)\  en  sorte  que  si,  pour 
abréger,  on  fait 

on  aura 

et  l'équation  aux  différences  secondes  pourra  être  mise  sous  la 
forme  suivante 

(r«  — ^*^)(RT  — S^)  — rR— 2^S  — ^T+  i  =  o, 

dans  laquelle  les  trois  quantités  R,  S,  T  sont  en  p  et  q  les  diffé- 
rences partielles  du  second  ordre  de  la  quantité  V{p^q)^  différen- 
tiée  en  regardant  p  et  q  comme  variables  principales. 
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Réciproquement,  toute  équation  de  cette  forme  sera  celle  de 
r enveloppe  de  l'espace  parcouru  par  une  autre  surface,  qui,  sans 
tourner,  se  meut  le  long  d'une  courbe  à  double  courbure  arbitraire 
dans  ses  deux  projections.  Si  cette  équation  est  donnée,  il  sera  fa- 
cile, d'après  les  formes  connues  des  trois  quantités  R,  S,  T,  de 
trouver  celle  de  la  fonction  r  dont  elles  sont  les  différences  par- 
tielles secondes;  et,  d'après  celle-ci,  il  sera  facile  de  connaître  la 
fonction  F,  car  on  a 

Gela  posé,  si  l'on  veut  avoir  l'équation  de  l'enveloppée  considérée 
dans  sa  position  primitive,  il  faut  se  rappeler  que  l'enveloppe  de- 
vient l'enveloppée  elle-même,  lorsque,  pour  toute  l'étendue  de  la 
surface,  les  trois  quantités  x  —  x\  y  — y\  z  —  z'  sont  chacune 
égales  à  zéro,  c'est-à-dire  lorsqu'on  a  les  trois  équations  suivantes  : 

X—    r' =  o, 

zH-r— /?r'  — ^r'^=  o, 

quelles  que  soient  les  valeurs  de/?  et  ^  :  donc,  éliminant/?  et  q  entre 
ces  trois  équations,  le  résultat  sera,  en  a?,  j,  z,  l'équation  de  l'en- 
veloppée considérée  dans  sa  position  primitive.  Enfin,  si  l'on  veut 
avoir  l'équation  de  l'enveloppe  elle-même,  les  trois  quantités  pré- 
cédentes ne  seront  pas  égales  à  zéro,  mais  deux  d'entre  elles  sont 
fonctions  de  la  troisième;  donc  si  l'on  pose  les  trois  équations  sui- 
vantes : 

X  —    r'  =  (Pût, 

z-\-T—pT'  —  qT"  =  a, 
et  si  l'on  élimine  entre  elles  les  deux  quantités  /?,  q,  on  aura  en 
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.r,  j',  3,  ût,  ^ût,  4*  ^*"^  équation  que  nous  représentons  par  M=:o; 
puis,  posant  les  trois  autres 

M  ^  o, 

i  ■>'  ) = "■ 

le  résultat  de  l'élimination  de  a  entre  les  deux  premières  sera 
l'équation  de  l'enveloppe,  et  par  conséquent  l'intégrale  complète 
de  l'équation  aux  différences  secondes;  et  le  résultat  de  l'élimina- 
tion de  ût  entre  les  trois  équations  produira,  en  quantités  finies,  les 
deux  équations  de  l'arête  de  rebroussement  de  la  surface. 

IL 

Pour  trouver  les  équations  de  la  même  surface  en  différences 
partielles  du  premier  ordre,  il  faut  observer  que  des  trois  quantités 
X  —  f,  /  — f^z  —  F,  deux  quelconques  sont  fonctions  de  la  troi- 
sième :  donc  les  deux  équations  demandées  sont  celles  que  l'on 
voudra  des  trois  suivantes  : 

dont  une  quelconque  est  la  suite  nécessaire  des  deux  autres. 

Quant  aux  équations  en  quantités  finies,  nous  n'avons  rien  à 
ajouter  à  ce  que  nous  venons  de  dire  à  cet  égard  à  la  fin  de  l'article 
précédent  de  ce  paragraphe. 

S'il  s'agissait  de  déterminer  les  formes  des  fonctions  arbitraires  ^ 
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et  4  d*î  manière  que  la  surfece  passât  par  deux  courbes  données, 
ou  fut  circonscrite  à  deux  surfaces  courbes  données,  on  opérerait 
d'une  manière  entièrement  analogue  à  celle  que  nous  avons  ex- 
posée pour  les  surfaces  développables. 


,^  XIV. 

DE  LA  SURFACE  ENGENDRÉE  PAR  LE  MOUVEMENT  D  UNE  COURBE  A  DOUBLE 
COURBURE  DONNÉE,  CONSTANTE  DE  FIGURE,  ET  QUI,  SANS  TOURNER, 
SE  MEUT  LE  LONG  D'UNE  AUTRE  COURBE  ENTIÈREMENT  ARBITRAIRE. 


Une  courbe  à  double  courbure  se  meut  sans  tourner  loi*sque, 
pendant  le  mouvement,  deux  quelconques  de  ses  tangentes,  et  par 
conséquent  toutes  ses  tangentes,  restent  chacune  parallèles  à  elle- 
même.  Chacun  des  points  de  cette  courbe  parcourt  une  ligne,  et  les 
éléments  de  toutes  ces  lignes,  décrits  en  même  temps,  sont  paral- 
lèles et  égaux  entre  eux.  Si  donc,  après  avoir  considéré  la  généra- 
trice dans  sa  position  primitive,  on  la  considère  ensuite  transportée 
dans  une  autre  position  quelconque,  et  qui  soit  une  de  celles  qu'elle 
prend  successivement  dans  son  mouvement,  tous  ses  points  auront 
parcouru  des  arcs  de  courbes  égaux,  semblables,  et  dont  toutes  les 
tangentes  correspondantes  seront  parallèles  entre  elles  :  tous  ces 
arcs  se  trouveront  sur  la  surface  courbe  engendrée  par  la  généra- 
trice; et  si  Ton  suppose  qu'im  quelconque  de  cesarcs  se  meuve  sans 
tourner,  de  manière  que  le  point  dans  lequel  il  coupe  la  généra- 
trice ne  sorte  pas  de  cette  génératrice,  il  se  confondra  successive- 
ment avec  les  arcs  parcourus  par  tous  les  auti*es  points,  et  il  ne 
sortira,  par  conséquent,  pas  de  la  surface  (*ourbe;  en  sorte  (|u'en 
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donnant  le  nom  de  directrice  à  la  courbe  parcourue  par  un  certain 
point  de  la  génératrice,  on  peut  dire  également  que  la  surÊice  que 
nous  considérons  est  engendrée,  et  par  le  mouvement  de  la  généra- 
trice qui,  sans  changer  de  figure  et  sans  tourner,  se  meut  le  long 
de  la  directrice,  et  par  le  mouvement  de  la  directrice  qui,  sans 
changer  de  figure  et  sans  tourner,  se  meut  le  long  de  la  géné- 
ratrice. 

Pour  traiter  cette  surface  dans  toute  la  généralité  dont  elle  est 
susceptible,  il  faudrait  supposer  que  la  génératrice  et  la  directrice 
sont  toutes  deux  arbitraires,  chacune  dans  ses  deux  projections; 
mais  alors  nous  serions  entraînés  dans  la  considération  d'équations 
aux  différences  partielles  du  quatrième  ordre.  Gomme  nous  nous 
proposons  simplement  ici  de  donner  un  exemple  de  génération  de 
surface  qui  puisse  être  exprimée  par  des  différences  partielles  du 
second  ordre,  nous  supposerons  que  de  ces  deux  courbes  il  n'y  en 
ait  qu'une  seule  qui  soit  arbitraire;  nous  regarderons  l'autre  comme 
donnée  :  et,  parce  que  ces  courbes  peuvent  être  prises  indifférem- 
ment l'une  pour  l'autre  dans  la  génération  de  la  surface,  nous  re- 
garderons celle  qui  est  donnée  comme  la  génératrice.  D'après  cela, 
il  s'agit  de  trouver,  i**  l'équation  aux  différences  partielles  du  se- 
cond ordre;  2**  les  deux  équations  aux  différences  partielles  du 
premier  ordre;  3°  enfin  l'équation  en  quantités  finies. 


Représentons  par  x=^îz^  y  =^fz  les  deux  équations  données 
de  la  génératrice  considérée  dans  sa  position  primitive,  et  dans 
lesquelles  les  fonctions  f,/'sont  données  de  formes.  Si,  ayant  pris 
sur  la  surface  courbe  un  point  quelconque  dont  les  coordonnées 
soient  a:,  j,  z,  et  après  avoir  conçu  le  plan  tangent  en  ce  point,  on 
mène  à  la  génératrice,  considérée  dans  sa  position  primitive,  une 
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tangente  parallèle  à  ce  plan  tangent,  le  point  de  contact  de  cette 
tangente  sera  celui  de  la  génératrice  qui,  pendant  le  mouvement, 
viendra  se  confondre  avec  le  point  de  la  surface.  Enfin,  si  l'on 
nomme  x\  f\  z'  les  coordonnées  de  ce  point  de  contact,  on  aura 
d'abord 

(A)  .v'=fz', 

(B)  y=A'- 

De  plus,  il  existe  entre  les  trois  coordonnées  de  ce  point  une 
relation  qui  résulte  de  ce  que  la  tangente  en  ce  point  est  parallèle 
au  plan  tangent  de  la  surface. 

Pour  trouver  cette  relation,  concevons  par  l'origine,  i**  un  plan 
parallèle  au  plan  tangent  à  la  surface;  2**  une  droite  parallèle  à  la 
tangente  de  la  génératrice.  Si  ce  plan  passe  par  la  droite,  il  est 
évident  que  la  tangente  de  la  génératrice  sera  parallèle  au  plan  tan- 
gent. Or,  représentant  par  X,  Y,  Z  les  coordonnées  du  point  gé- 
néral, tant  du  plan  mené  par  l'origine  que  de  la  droite,  l'équation 
du  plan  sera 

Z=/?X  +  ^Y, 

et  celles  de  la  droite  seront 

X  =  ZfV,         Y  =  Z/V. 

De  plus,  le  plan  devant  passer  par  la  droite,  il  &ut  que  ces  trois 
écpiations  puissent  avoir  lieu  en  même  temps,  quelles  que  soient  les 
valeurs  de  X,  Y,  Z,  et  que,  par  conséquent,  l'équation 

(C)  /;fV-f-5r/z'=i, 

qui  résulte  de  l'élimination  de  X,  Y,  Z,  soit  satisfaite.  Donc,  c'est 
cette  équation  (C)  qui  exprime  que  le  point  de  la  génératrice  est 
placé  de  manière  que  la  tangente  en  ce  point  est  parallèle  au  plan 

i5 
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tangent  à  la  surface.  Ainsi  les  trois  équations  (A),  (B),  (C)  détermi- 
nent les  valeurs  des  coordonnées  a?',  j',  z'  du  point  de  la  généra- 
trice qui  doit  venir  se  confondre  avec  le  point  de  la  surface,  en 
sorte  que  si  de  T équation  (G)  on  tire  la  valeur  de  z/  en  /?  et  <y,  et 
.que  si  l'on  représente  cette  valeur  par 

z/=F(/,,ry), 

on  aura  pour  les  deux  autres  coordonnées  les  valeurs  suivantes  : 

.v'=f[F{p,q)],        y=f[F{p,g)]. 

Actuellement,  concevons  la  génératrice  transportée  de  manière 
qu'elle  passe  par  le  point  de  la  surface;  la  valeur  de  -^>  pour  l'élé- 
ment de  sa  projection  sur  le  plan  des  a:,  /,  sera  égale  à  celle  de 
-7^,j  et  par  conséquent  égale  à  celle  de  ^j   z'  étant  regardée 

comme  constante  dans  cette  dernière.  On  aura  donc  pour  la  di- 
rection de  la  projection  de  l'élément  de  la  génératrice  au  point  de 
la  surface 

dx-   i'z'--  f'[F(p,y)]- 

Cela  posé,  si  l'on  conçoit  que  le  point  de  la  surface  parcoure 
l'élément  de  la  génératrice  sur  laquelle  il  se  trouve,  c'est-à-dire  si 

y  dy     * 

l'on  suppose  que  -f-  ait  la  valeur  que  nous  venons  de  trouver,  il 

est  évident  que  l'arc  de  la  directrice  ne  variera  pas  de  grandeur,  et 
que,  par  conséquent,  les  trois  quantités  x  —  x\  y — r\  z  —  ?/,  ou 
les  trois  suivantes,  qui  leur  sont  respectivement  égales, 

x-f[¥{p,<i)\, 
j-/[F(/;,ry)], 
-z—¥{p,q). 
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ne  changeront  pas.  Donc,  si  après  avoir  difFérentié  ces  trois  quan- 
tités, on  substitue  dans  chacune  d'elles,  pour  ^,  sa  valeur  ^  ,  on 

aura  trois  quantités  qui  seront  chacune  égales  à  zéro.  Mais  cette 
opération  donne  également  pour  les  deux  premières 

(D)     rf  X  F'  -h  4r  X  F'^  -h/'  X  F']  +  tf  X  F'^=  I . 

Quant  à  la  troisième,  elle  donne 

/•r  X  F'  +  4f'  X  F'-hf  X  F']  -+-  tf  X  F'=pr'  4-  ^/', 

• 

dont  le  second  membre,  en  vertu  de  l'équation  (G),  est  égal  à 
l'unité,  et  qui,  par  conséquent,  se  réduit  encore  à  l'équation  (D), 
Donc  l'équation  (D)  est,  aux  différences  partielles  du  second  ordre, 
celle  de  la  surface  demandée. 

La  relation  qu'ont  entre  elles  les  trois  fonctions  i\J\  F,  permet 
de  donner  à  cette  équation  une  forme  plus  simple,  et  sous  laquelle 
il  est  plus  facile  de  la  comparer  à  celle  du  §  XIII,  dont  nous  allons 
voir  qu!elle  est  un  cas  particulier.  En  effet,  si  dans  l'équation 

(C)  pt'z'  ^  qfz'  =  I 

on  regarde  comme  constante  la  quantité  z',  ou  son  égale  F(/;,  </), 
ce  qui  donne 

FV/?  +  FV^  =  o, 

la  différentielle  de  l'équation  (G)  devient 

{'dp  +  fdq  =  o. 
Éliminant  ^  de  ces  deux  équations,  on  trouve 

rxF'^=/'xF^ 
Ainsi  les  deux  parties  du  coefficient  de  ^,  dans  l'équation  (D),  sont 
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égales  entre  eHes,  et  ce  coefficient  devient  égal  au  double  de  l'une 
d'elles. 

De  plus,  les  deux  termes  f  x  F'  et  f  x  F''  sont  les  différences 
partielles  d'une  même  quantité  f  [F(/?,  </)],  différentiée  en  regar- 
dant p  et  q  comme  variables  principales  ;  il  en  est  de  même  des 
deux  autres  termes  y  x  F'  et  /'  X  F'^,  qui  sont  les  différences 
partielles  d'une  autre  même  quantité /[F  (/?,  q)\\  donc  les  trois 
coefficients  de  l'équation  (D)  sont  les  différences  partielles  du  se- 
cond ordre  d'une  même  fonction  de  /?  et  qr,  différentiée  en  regar- 
dant/? et  q  comme  variables  principales.  Nous  représenterons  cette 
fonction  Ae  p  etq  par  r  (/?,  çr) ,  et  ses  trois  différentielles  partielles 
par  R,  S,  T. 

Enfin,  dans  l'équation  (D),  le  produit  des  deux  coefficients  ex- 
trêmes est  égal  au  produit  des  deux  parties  du  coefficient  de  s\  car 
ces  produits  sont  égaux  l'un  et  l'autre  à  /'  x  f  '  X  F'  x  F'';  donc 
l'équation  (D)  peut  être  mise  sous  la  forme  plus  simple 

(E)  rR-h2^SH-^T  — i=o, 

les  trois  quantités  R,  S,  T  devant  d'ailleurs  satisfaire  à  l'équation 

(F)  RT  — S^  =  o. 

On  voit  donc  que  la  surface  dont  nous  nous  occupons  est  un  cas 
particulier  de  celle  du  §  XIII,  et  qu'elle  n'est  autre  chose  que  ce 
que  devient  cette  dernière  lorsqu'on  y  introduit  la  condition  expri- 
mée par  l'équation  (F). 

IL 

Si,  d'après  l'équation  (D),  on  se  proposait  de  trouver  la  caracté- 
ristique de  la  surface,  la  méthode  que  nous  avons  exposée  donne- 
rait pour  équation  de  cette  courbe 

r  X  ¥'dy'  —  [f  X  F'^  +/'  X  V']dxdx^f  X  ¥'dx'  =  o, 
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qui,  ayant  les  deux  facteurs  rationnels 

« 

f  V/j  —fdx  =  o,        Y'dy  —  FVa*  =  o, 

indique  que  les  deux  branches  de  la  caractéristique  sont  distinctes, 
c'est-à-dire  que  la  surface  a  deux  caractéristiques  dont  les  équa- 
tions peuvent  être  séparées.  La  première  de  ces  équations  est, 
comme  nous  l'avons  vu,  celle  de  la  projection  sur  le  plan  des  ^r,  y 
de  la  génératrice  considérée  dans  la  position  qu'elle  a  lorsqu'elle 
passe  par  le  point  de  la  surface;  la  seconde,  en  vertu  de  l'équation 

se  réduit  à  la  première.  Donc  les  deux  caractéristiques  se  conlbn- 
dent  dans  une  seule  courbe,  qui  n'est  autre  chose  que  la  généra- 
trice elle-même. 

III. 

Toutes  les  fois  qu'on  aura  une  équation  aux  différences  partielles 
de  la  forme  de  (E),  et  dans  laquelle  on  aura  de  plus 

RT  —  S^  =  o, 

cette  équation  sera  celle  d'une  surface  courbe  engendrée  par  le 
mouvement  d'ime  courbe  constante  de  figure,  et  qui,  sans  tourner, 
se  meut  le  long  d'une  directrice  entièrement  arbitraire.  Quant  à  la 
nature  de  la  génératrice,  c'est-à-dire  quant  aux  fonctions  f  et/^ 
qui  déterminent  ses  projections,  elles  sont  déterminées,  mais  leurs 
formes  dépendent  de  celles  des  trois  coefficients  R,  S,  T,  supposés 
connus,  et  nous  allons  donner  la  manière  de  les  trouver. 

D'après  les  formes  connues  des  coefficients  R,  S,  T,  on  trouvera 
la  fonction  F  (/?,  ^) ,  dont  ils  sont  les  différences  partielles  secondes, 
prises  en  regardant  /?,  q  comme  variables  principales,  ce  qui  dé- 
pend du  calcul  intégral  ordinaire.  Gela  fait,  puisque  l'on  a 

Y'  =  î\Y{p,q)\        r"=/[F(/,,^)], 
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on  aura  aussi 

r/r         (3U        r'dp  -+-  r  Vr/  =  dp  f  H-  (lqf\ 

ajoutant  au  second  membre  pdï  -\-  qdf^  pour  le  rendre  une  diffé- 
rentielle complète,  et  retranchant  la  quantité  égale  (/^ f  '  -+-  qf^)^^^ •> 
ou  simplement  rfF,  à  cause  de  Téquation  (G),  on  aura 

dV  =  d{pf-^qf)-d¥, 

dont  r  intégrale 

r=/;/+ry/— F, 
ou 

r  =  /?r'  +  ^p''—  F, 

donne  la  valeur  de  F  en  /;,  ^,  r,  et  ses  différences  partielles.  Or, 
nous  savons  que  les  trois  quantités  x  —  f,  y  — /i  z  —  F,  sont 
toutes  trois  fonctions  d'une  même  quantité;  que,  par  conséquent, 
deux  d'entre  elles  sont  fonctions  de  la  troisième  :  donc  si ,  ayant 
posé  les  trois  équations 

.r  —  r'  =  (pa, 

z-\-T  —pV'  —  qV'^  =  a, 

on  élimine  /;,  q  des  deux  premières,  au  moyen  de  la  troisième,  ce 
qui  est  toujours  possible  dans  ce  cas,  puisque  l'on  a 

et  que  les  quantités  r'  et  r'^  sont  toutes  deux  fonctions  de 
r — pV'  —  yr'^,  ou  de  z  —  «,  on  aura  les  deux  équations 

X  —  f  (z  —  a)  ==  (pa, 

j  — /(z  —  fit)  =  4^, 

dans  lesquelles  les  fonctions  f  et/  seront  connues,  et  qui  seront 
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celles  de  la  génératrice  considérée  dans  une  quelconque  de  ses  po- 
sitions; enfin,  le  résultat  de  l'élimination  de  a  entre  ces  deux  équa- 
tions sera  en  07,  j,  z,  et  deux  fonctions  arbitraires,  l'équation  de  la 
surface  et  l'intégrale  finie  de  l'équation  (E). 

Les  deux  dernières  équations  expriment  évidemment  que  la  sur- 
face est  engendrée  par  le  mouvement  d'une  génératrice  constante 
de  figure,  dont  les  équations,  lorsqu'elle  est  dans  sa  position  primi- 
tive, sont  X  =  fz,  y=ifz^  et  qui,  sans  tourner,  se  meut  le  long 
d'une  directrice  arbitraire  dont  les  éqiaations  sont  représentées  par 
.r=(pz,  7  =  4^. 

IV. 

Pour  trouver  les  deux  équations  aux  différences  premières,  il 
faut  se  rappeler  que,  d'après  ce  qui  précède,  les  trois  quantités 
X  —  f,  y  — f  et  z  —  F  sont  constantes  ensemble  et  variables  en- 
semble, et  que  deux  quelconques  d'entre  elles  sont,  par  consé- 
quent, fonctions  de  la  troisième  :  ainsi  ces  équations  sont  deux  des 
suivantes  : 

.^-n^'{p,<i)]=<p[z-¥{p,q)l 

J-/[F(/A7)]  =  4[^-F(/','/)J, 
.r-f[F(y.,-/)]=rij.r-F[(;;,ry)l}, 

dont  une  quelconque  est  la  suite  des  deux  autres. 

Enfin,  en  représentant  par  .f  z=  cpz,  j  =  ^f,2;  les  équations  des 
deux  projections  arbitraires  de  la  directrice,  l'équation  finie  de  la 
surface  est  le  résultat  de  l'élimination  de  a.  entre  les  deux  équations 

X  —  ^Ét  =  ï\z  —  a),        Y  —  •vj.rt  ■=Lf{z  —  ût). 

Nous  n'entrerops  pas  dans  d'autres  détails  par  rapport  à  (»ette 
surface;  mais  nous  allons  placer  ici  quelques  résultats  relatifs  au 
^XIII.  . 
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Toutes  les  intégrations  d'équations  aux  différences  partielles, 
considérées  comme  exprimant  des  générations  de  surfaces  courbes, 
fournissent  celles  des  équations  analogues  aux  différences  ordi- 
naires à  deux  variables,  et  ces  intégrations  ont  ordinairement 
l'avantage  de  présenter  les  équations  sous  des  formes  plus  favo- 
rables à  la  construction.  Nous  allons  en  donner  un  exemple  sur 
l'équation  aux  différences  partielles  secondes 

(r^  — ^^)(RT  — S^)  —rR—tisS  —  Tt-h  i  =  o, 

qui  est  celle  du  §  XIII.  Si,  dans  cette  équation,  on  supprime  une 
des  deux  variables  principales,  par  exemple  /,  les  trois  quantités 
</,  S,  T  deviendront  nulles,  et  l'équation  se  réduira  à 

rR  =  I . 

Actuellement,  pour  prendre  les  formes  du  calcul  aux  différences 

ordinaires  en  x  et  z,  soient  ^z  ==^P  ^*  ^  =  5^  î  ^^  plus,  T{p)  étant 

une  certaine  fonction  de/?,  soient  r'=  -7-  et  r''  =  ^ —  Gela  posé, 
l'équation  rR  =  i  deviendra 

équation  aux  différences  ordinaires  secondes,  qui  peut  s'intégrer 
par  les  méthodes  connues,  mais  qui  s'intègre  encore  plus  facile- 
ment par  le  procédé  du  §  XEQ.  En  effet,  étant  donnée  la  fonc- 
tion r'^  on  cherchera  les  fonctions  r'  et  r,  ce  qui  ne  dépend  que 
des  quadratures,  et,  dans  les  intégrations,  on  négligera  les  con- 
stantes arbitraires.  Gela  feit,  les  deux  équations 

x  —  T'  =  A, 

z  +  r— /?r'  =  B, 
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seront  les  deux  intégrales  premières  de  la  proposée,  A  et  B  étant 
les  constantes  arbitraires  particulières  à  chacune  d'elles;  et  si  entre 
ces  deux  équations  on  élimine  /?,  on  aura,  en  .r  —  A  et  z  —  B,  l'in- 
tégrale complétée  par  les  deux  constantes  A  et  B.  Cette  équation 
sera  donc  celle  d'une  courbe  constante  de  figure  qui,  sans  tourner, 
est  transportée,  suivant  une  direction  quelconque,  à  une  distance 
quelconque  de  l'origine. 


Soit  proposée 


EXEMPLE. 


-1  =  ^ 


(b'  +  a'p'y 

dans  laquelle  aetb  sont  des  constantes.  On  a  donc  ici 


^"{p)  = 


ce  qui  donne 


,' _        a*P 


et 


'   •   aY 


donc  les  deux  intégrales  premières  de  la  proposée  sont 

■r-         ^'^         =A, 
b* 


yjb*  +  «V 


=  B, 


et  l'intégrale  finie  est  le  résultat  de  l'élimination  de  p  entre  ces 
deux  dernières  équations.  Cette  élimination  se  fait  facilement  en 
mettant  d'abord  ces  équations  sous  cette  autre  forme  : 

^-A  =  — ^>— , 

—  b* 


yjb*  +  a*p* 


B  = 


y/b*+a*p' 


i6 
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puis  ajoutant  le  carré  de  la  première,  multiplié  par  b^ ,  au  carré  de 
la  seconde  multiplié  par  a  ^ ,  ce  qui  donne 

b'  {x  —  ky  -+-  a^  (z  —  B)=  =  a'b'  ;      (*) 

la  proposée  appartient  donc  à  une  ellipse  dont  les  axes,  d  abord 
confondus  avec  les  lignes  des  x  et  des  z,  ont  respectivement  pour 
grandeurs  2a,  2e,  et  qui  ensuite  a  été  transportée,  sans  tourner, 
de  manière  que  son  centre  soit  placé  en  un  point  arbitraire  dont  les 
coordonnées  sont  les  deux  constantes  A  et  B,  introduites  par  l'in- 


(*)  L'équation  q 


a'b' 


[b'-ha'p'Y 


-  =  I  aurait  encore  pu  s'intégrer  directement  en 


substituant  pour  q  sa  valeur  -^  ;  d'où 


dx' 


dp 


ce  qui  donne 

d'où 

On  doit  avoir  aussi 
d'où 

d'où 

ou  bien 


P 


dx 


:.-^K-^ 


b'^b^-ha'p'       «'* 

^b^-ha^p' 
z  =  fp  ^  -f-  B  ; 

J  {b^-i-a'p^y 


b' 


z-h 


)Jb^-\-a^p^ 
b' 


B, 


Ces  équations  sont  les  mêmes  que  celles  trouvées  ci-dessus. 
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tégration;  ce  qui  fournit  une  construction  facile.  Passons  actuelle- 
ment aux  différences  du  premier  ordre. 

Si  l'on  a  une  équation  composée  d'une  manière  quelconque  des 
deux  quantités  x  —  ip^  z  —  F/?,  et  représentée  par 

f\x  —  {p,  z  — F/?]  =o, 

quelle  que  soit  la  fonction/*,  pourvu  qu'entre  les  deux  fonctions 
f  et  F  il  y  ait  la  relation  suivante  : 

d¥=pd{, 

on  aura  l'intégrale  complète  de  cette  équation  en  posant  les  trois 

équations 

X  —  f/?  =  A, 

z  —  F/?  =  B, 

/(A,B)  =  o, 

et  en  éliminant  entre  elles  la  quantité  p  et  Tune  quelconque  des 
deux  constantes  arbitraires  A,  B. 

Si  l'on  élimine  d'abord/?  entre  les  deux  premières,  on  aura  évi- 
demment une  équation  en  x  —  A  et  z  —  B,  qui  sera  celle  d'une 
courbe  pour  laquelle  l'origine  est  transportée  à  une  distance  A 
dans  le  sens  des  a;,  et  à  une  distance  B  dans  le  sens  des  z\  ou,  ce 
qui  revient  au  même,  d'une  courbe  constante  de  figure,  qui,  sans 
tourner,  est  transportée  à  une  autre  distance  de  l'origine;  et  la  troi- 
sième équation 

/(A,.B)  =  o 

sera  celle  de  la  courbe  le  long  de  laquelle  la  première  est  transpor- 
tée; ce  qui  donne  un  moyen  facile  de  construction. 
Enfin,  il  pourrait  arriver  que  l' équation 


f{x  —  {p,  z  —  Fp)  =  o 


i6. 
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fut  susceptible  d'être  mise  sous  cette  forme,  dans  laquelle  on  aurait 

dF=pdf, 

et  que  cependant  la  manière  de  Ty  ramener  ne  se  présentât  pas.  Il 
sera  Ëicile  de  s'en  assurer;  car,  après  l'avoir  difFérentiée,  si  elle  est 
dans  ce  cas,  il  sera  toujours  possible  d'en  éliminer  en  même  temps 
a:  et  z  au  moyen  de  sa  différentielle,  ce  qui  produira  une  équation 
aux  différences  secondes 

qui  se  traitera  comme  nous  l'avons  indiqué  plus  haut. 


§  XV. 

DES  DEUX  COURBURES  D'UNE  SURFACE  COURBE. 


En  représentant  par  x,  /,  z  les  coordonnées  d'un  point  quel- 
conque d'une  surface  courbe,  et  par  x\  y\  z'  celles  de  la  surface 
d'une  sphère,  de  manière  que  l'équation  de  la  sphère  qui  aurait 
son  centre  au  point  de  la  surface  courbe,  et  pour  rayon  la  quan- 
tité R,  soit 

(A)  {x^x'y  +  {y-y'Y-r  {z-z'r  =  R% 

nous  avons  vu  que  si  l'on  regarde  x\y\z'  comme  constantes  dans 
cette  équation,  et  que  si  on  la  différentie  successivement  en  regar- 
dant d'abord  x^  et  ensuite  j,  comme  seules  variables,  les  deux 
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équations 

(B)  X  —  x^  -h  {z  —  z)p  =  o^ 

(G)  J  — /  +  (^  —  ^')  </  =  o, 

que  Ton  obtient,  sont,  en  x\  y\  z\  celles  des  deux  plans  normaux 
à  la  siuface  courbe,  menés  par  le  point  que  Ton  considère  sur  la 
surface,  et  perpendiculaires,  l'un  au  plan  des  x^  z,  l'autre  à  celui 
des  y^z\  que,  par  conséquent,  ces  deux  équations  sont  celles  des 
deux  projections  de  la  normale  à  la  surface  courbe,  menée  par  le 
même  point  de  la  surface.  Dans  ces  deux  équations,  x\  y\  z'  sont 
les  variables  de  la  normale,  et  les  cinq  quantités  x^y^z^  p^q^  qui 
appartiennent  au  point  de  la  surface  par  lequel  passe  la  normale, 
sont  constantes  pour  la  même  normale,  et  varient  de  grandeur 
lorsque  l'on  passe  d'une  normale  à  une  autre. 

Si,  du  point  que  l'on  considérait  d'abord  sur  la  surface,  on 
passe,  suivant  une  certaine  direction,  à  un  point  infiniment  voisin, 
les  cinq  quantités  a:,  j,  z,/?,  g  croîtront  de  leurs  différentielles  res- 
pectives dx^  dy^dz^dp^dq\on  aura  entre  ces  cinq  différentielles 
les  trois  équations  suivantes  : 

dz=^pdx  -+-  qdy^      dp  =  rdx'  ~i-  sdy^     dq  =  sdx  -h  tdy; 

et  la  valeur  de  la  quantité  -^  déterminera,  sur  le  plan  des  .r,  j,  la 

projection  de  la  direction  suivant  laquelle  on  passe  du  premier 
point  au  second. 

Cela  posé,  si  par  le  second  point  on  conçoit  une  nouvelle  nor- 
male à  la  siuface  courbe,  et  si  cette  normale  est  dans  le  même  plan 
que  la  première,  et  la  coupe,  par  conséquent,  quelque  part  en  un 
point,  ce  point  d'intersection  sera  celui  de  la  première  normale 
pour  lequel  les  trois  coordonnées  x\y\  z'  ne  varient  pas  lorsque 
X  et  y  changent  de  grandeur.  Donc,  si  l'on  différentie  les  deux 
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équations  (B),  (G),  en  regardant  r',  j',  z  comme  constantes,  ce 
qui  donne 

dx  -\- p^dx  H-  pqdy  -+-  (2;  —  z')  [rdx  -h  sdy)  =  o, 
dy  -\- pqdic  -+-  q'  dy  -\-  {z  —  z')  {sdx  -h  tdj)  =  o, 

ou  bien,  éliminant  s-  de  la  première,  et  z  —  z'  de  la  seconde,  ce 
qui  produit  les  deux  équations  équivalentes  aux  deux  précédentes  : 

w  £[('+vv-/'ï']+i[_|;tJi;]-c+/'>+/'î^=o, 

les  quatre  équations  (B),  (G),  (D),  (E)  appartiendront  au  point 
d'intersection  des  deux  normales  consécutives.  Mais,  pour  déter- 
miner les  trois  coordonnées  x\y\  z'  de  ce  point,  les  trois  pre- 
mières de  ces  équations  suffisent;  la  quatrième  équation  (E),  qui 
ne  renferme  aucune  des  coordonnées,  est  donc  une  équation  de 
condition  qui  doit  être  satisfaite,  et  qui,  en  déterminant  la  valeur 

de  j-'i  indique  la  direction  suivant  laquelle  on  doit  passer  du  pre- 
mier point  de  la  surface  au  second,  pour  que  la  nouvelle  normale 
soit  dans  le  même  plan  que  la  première,  et  ait  un  point  commun 
avec  elle. 

Ainsi,  lorsque  le  point  d'une  surface  courbe  est  déterminé  de 
position,  la  direction  suivant  laquelle  on  doit  passer  de  ce  point  à 
un  point  infiniment  voisin  pour  que  les  deux  normales  consécu- 
tives se  coupent,  et  les  trois  coordonnées  du  point  d'intersection  de 
ces  deux  normales,  sont  déterminées  par  les  quatre  équations  (B), 
(G),  (D),  (E). 
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IL 

L'équation  (E)  étant  du  second  degré  algébrique,  par  rapport 

à  ^î  et  fournissant  deux  valeurs  pour  cette  quantité,  il  s'ensuit 

qu'ayant  mené  une  normale  par  un  point  quelconque  d'une  surface 
courbe,  on  peut  toujours,  dans  deux  directions  différentes,  passer 
sur  la  surface  de  ce  point  à  un  autre  point  infiniment  voisin,  pour 
lequel  la  normale  soit  dans  un  même  plan  que  la  première.  Ces  deux 
directions  sont ,  en  général ,  les  seules  pour  lesquelles  ce  résultat 
puisse  avoir  lieu;  en  sorte  que ,  excepté  les  cas  très-particuliers 
pour  lesquels  l'équation  (E)  est  toujours  satisfaite  quelle  que  soit 

la  valeiu*  de  h^?  si  l'on  passe  du  premier  point  au  second  suivant 

toute  autre  direction,  la  nouvelle  normale  ne  se  trouvera  pas  dans 
le  même  plan  avec  la  première,  et  n'aura  avec  elle  aucun  point 
commun. 

Les  deux  directions  dont  il  s'agit  ont  encore  entre  elles  une  rela- 
tion très-remarquable,  c'est  qu'elles  sont  à  angles  droits.  En  effet, 
quelle  que  soit  la  surface  courbe  sur  laquelle  on  opère,  et  quel  que 
soit  le  point  dç  cette  surface  que  l'on  considère,  on  peut  toujours 
supposer  que  les  trois  plans  rectangulaires  de  projections,  dont  la 
position  était  d'abord  arbitraire,  aient  été  choisis  de  manière  que  le 
plan  tangent  à  la  surface  dans  ce  point  soit  parallèle  au  plan  des 
x^  y.  Dans  cette  hypothèse,  les  quantités  /?,  q  sont  toutes  deux 
égales  à  zéro,  et  l'équation  (E)  devient 


dx^^  dx\     s)        ^— «• 


Or,  si  l'on  représente  par  m  et  m'  les  deux  valeurs  de  ^  que 
fournit  cette  équation,  on  aura 

mm'  -+-1=0; 
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donc  les  projections  des  deux  directions  sur  le  plan  des  x^  y  sont  à 
angles  droits.  Mais  ces  directions  elles-mêmes,  en  tant  qu'elles  sont 
dans  le  plan  tangent,  sont  parallèles  à  leurs  projections  :  donc  elles 
sont  aussi  à  angles  droits. 

0 

III. 

L'équation  (D)  étant  aussi  du  second  degré  algébrique,  par  rap- 
port à  z  — ^  z',  il  est  clair  que  les  trois  équations  (B),  (G),  (D)  don- 
neront deux  valeurs  pour  chacune  des  trois  quantités  x\  y,  z\  et 
que  ces  doubles  valeurs  seront  celles  qui  correspondront  respecti- 
vement aux  deux  points  d'intersection  de  la  première  normale  avec 
les  deux  autres  normales,  qui  sont  chacune  dans  un  même  plan 
avec  elle. 

En  opérant  sur  chacun  de  ces  points  d'intersection  en  particu- 
lier, et  d'abord  sur  le  premier  d'entre  eux,  si  l'on  conçoit  la  sphère 
dont  le  centre  serait  en  ce  point,  et  dont  la  surface  passerait  par  le 
point  de  la  surface  courbe,  il  est  évident  que  les  deux  normales  de 
la  surface  courbe,  qui  se  coupent  au  centre,  seront  aussi  normales 
à  la  sphère  :  la  surface  courbe  et  celle  de  la  sphère  auront  donc 
deux  normales  consécutives  communes,  et,  par  conséquent,  deux 
plans  tangents  consécutifs  communs;  elles  auront  donc  la  même 
courbure  dans  la  direction  du  plan  qui  passe  par  les  deux  normales, 
c'est-à-dire  dans  la  direction  déterminée  par  la  valeur  correspon- 
dante d^  ^  »  ^t  1^  centre  de  cette  courbure  ne  sera  autre  chose  que 

le  point  de  rencontre  des  deux  normales,  c'est-à-dire  le  centre 
même  de  la  sphère, 

Considérant  ensuite  le  second  point  d'intersection,  si  l'on  con- 
çoit de  même  une  autre  sphère  dont  le  centre  serait  en  ce  second 
point,  et  dont  la  surface  passerait  encore  par  le  point  de  la  surface 
courbe,  la  surface  courbe  et  celle  de  la  seconde  sphère  auront  aussi 
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deux  normales  consécutives  communes,  deux  plans  tangents  consé- 
cutifs communs,  et,  par  conséquent,  la  même  courbure;  mais  la  di- 
rection suivant  laquelle  cette  seconde  courbure  sera  la  même,  sera 

déterminée  par  la  seconde  valeur  de  -j-  ;  elle  existera  dans  le  plan 

qui  passe  par  les  deux  normales  communes,  et  ce  second  plan  sera 
perpendiculaire  à  celui  qui  comprend  la  direction  de  la  première 
courbure.  Enfin,  le  second  point  de  rencontre  des  normales,  c'est- 
à-dire  le  centre  de  la  seconde  sphère,  sera  le  centre  de  la  seconde 
courbure. 

Ainsi,  toute  surface  courbe  a  dans  chacun  de  ses  points  deux 
courbures  dont  les  directions  sont  dans  deux  plans  normaux  per- 
pendiculaires entre  eux,  et  dont  les  centres  sont  sur  la  même 
normale. 

liCS  trois  quantités  x^y^z  étant  les  coordonnées  du  point  de  la 
surface,  et  les  trois  autres  x' ^y\z'  étant  les  coordonnées  du  centre 
de  courbure,  il  est  évident  que  la  distance  de  ces  deux  points,  c'est- 
à-dire  la  grandeur  du  rayon  de  courbure,  n'est  autre  chose  que  la 
quantité  R  comprise  dans  l'équation  (A).  Donc,  si  entre  les  quatre 
équations  (A),  (B),  (G),  (D)  on  élimine  les  trois  quantités  x  —  a'\ 
Y  — /',  z  —  z',  on  aura  une  équation  du  second  degré  qui  don- 
nera, en/?,  (jr,  r,  s^  t,  les  deux  valeurs  de  R,  c'est-à-dire  celles  des 
deux  rayons  de  courbure. 

En  faisant,  pour  abréger, 

g  =  rt  —  s\ 

P=  I  4-/?' +  9% 
le  résultat  de  cette  élimination  donne 

gR^-\-hkR-hk'  =  o; 
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d'où  il  sml  que  l'expression  des  deux  rayons  de  courbure  est 

(F)       R  =  M-  h  -^\f1^-Wg]  =  — =jvr- 

IV. 

Puisque  toute  normale  à  une  surface  courbe  est  toujours  rencon- 
trée par  deux  autres  normales  infiniment  voisines  et  placées  dans 
deux  plans  normaux  rectangulaires  entre  eux,  concevons  que  de  la 
normale  au  premier  point  considéré  sur  la  surface  on  passe,  en 
effet,  à  l'une  des  deux  normales  infiniment  voisines  qui  la  coupent; 
qu'ensuite,  de  cette  deuxième  on  passe,  dans  le  même  sens,  à  celle 
qui  la  coupe;  que  de  cette  troisième  on  passe,  dans  le  même  sens,  à 
celle  qui  la  coupe  encore,  et  ainsi  de  suite  pour  toute  l'étendue  de 
la  surÊice;  il  est  évident  qu'on  parcourra  une  surface  développable 
qui  sera  partout  perpendiculaire  à  la  surface  courbe,  et  qui  la  cou- 
pera dans  une  ligne  courbe  dont  tous  les  éléments  seront  dirigés 
suivant  une  des  courbures  de  la  surface  :  cette  courbe  sera  Aonv 
une  ligne  de  la  première  courbure.  En  faisant  la  même  opération, 
et  dans  le  même  sens,  pour  tous  les  points  de  la  surface,  on  aura  la 
suite  de  toutes  les  lignes  de  la  première  courbure ,  qui  diviseront  la 
surface  courbe  en  zones  de  largeur  variable. 

Concevons  de  même  que  de  la  normale  au  premier  point  consi- 
déré sur  la  surface  on  passe  à  l'autre  des  deux  normales  infiniment 
voisines  qui  la  coupent;  que  de  celle-ci,  et  dans  le  même  sens,  on 
passe  à  la  suivante,  et  ainsi  de  proche  en  proche  dans  toute  l'éten- 
due de  la  surface;  il  est  évident  que  l'on  parcourra  une  nouvelle 
surface  développable,  qui  sera  de  même  partout  perpendiculaire  à 
la  surface  courbe ,  qui  la  coupera  suivant  une  ligne  de  la  seconde 
courbure,  et  cette  ligne  coupera  toutes  celles  de  la  première  cour- 
bure à  angles  droits.  Opérant  de  même,  et  dans  le  même  sens,  pour 
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tous  les  points  de  la  surface,  on  aura  la  suite  de  toutes  les  lignes 
de  la  seconde  courbure.  Ces  lignes  diviseront  de  même  la  surface 
courbe  en  d'autres  zones  de  largeur  variable;  mais  chacune  d'elles 
sera  perpendiculaire  à  toutes  celles  de  l'autre  courbure,  et  récipro- 
quement; en  sorte  que  ces  deux  suites  de  courbes  diviseront  la  sur- 
face courbe  en  éléments  qui  pourront  être  regardés  comme  rectan- 
gulaires. Éclaircissons  ceci  par  un  exemple  simple. 

Soit  une  surface  quelconque  de  révolution;  si  de  l'un  de  ses 
points  on  passe  dans  le  plan  du  méridien  à  un  point  infiniment 
voisin,  les  deux  normales  consécutives  se  couperont,  puisqu'elles 
seront  comprises  l'une  et  l'autre  dans  le  plan  même  du  méridien.  Si 
du  premier  point  on  passe  à  celui  qui  est  infiniment  voisin  dans  la 
direction  du  parallèle,  les  deux  normales  consécutives  se  couperont 
encore ,  puisqu'elles  passeront  toutes  deux  par  le  même  point  de 
l'axe.  Mais,  dans  quelque  autre  direction  que  l'on  passe  d'un  point 
à  un  autre,  les  deux  normales  couperont  l'axe  dans  des  points  dif- 
férents, et  ne  se  rencontreront  [)as.  Les  méridiens  sont  donc  les 
lignes  d'une  des  courbures,  et  les  parallèles  les  lignes  de  l'autre. 
Chacun  des  méridiens  coupe  tous  les  parallèles  à  angles  droits,  et 
réciproquement  ;  et  les  deux  suites  de  ces  lignes  divisent  la  surface 
courbe  en  éléments  qui  peuvent  être  regardés  comme  rectangu- 
laires. 

Nous  avons  vu  que  l'équation  (E)  exprime  le  rapport  qui  doit 

exister  entre  ^  et  les  cinq  quantités  /?,  ^,  r,  ^,  ^,  pour  que  deux 

normales  consécutives  se  coupent  :  elle  est  donc  celle  de  la  pro- 
jection de  la  ligne  de  courbure  sur  le  plan  des  oc  et  y.  Donc,  si 
après  avoir  diflférentié  deux  fois  l'équation  donnée  de  la  surface 
courbe,  pour  obtenir  enx^y  les  valeurs  de/?,  //,  r,  ^,  ^,  on  substi- 
tue ces  valeurs  dans  (E) ,  on  aura  en  a;,  j-,  -^  une  équation  aux  dif- 
férences ordinaires,  qui  sera  celle  des  projections  des  lignes  de 
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courbure.  Mais  cette  équation  est  du  second  degré  par  rappoit  à 

^;  ainsi,  lorsqu'on  l'aura  intégrée  et  complétée  par  une  constante 

arbitraire  que  nous  représenterons  par  A,  cette  constante  sera  éle- 
vée 9U  second  degré,  et  l'intégrale  sera  généralement  de  la  forme 

Ar  +  Af  (a;,  j)  -+-f{x,  jr)  =  o, 

dans  laquelle  les  deux  fonctions  f, /"seront  données  par  l'intégra- 
tion. Si  donc  on  veut  déterminer  quelle  doit  être  la  valeur  de  cette 
constante  pour  que  la  ligne  de  courbure  individuelle  soit  celle  cpii 
passe  par  un  point  donné  sur  la  surface  et  correspondant  à  x  =  a, 
j  =  è,  il  faudra  substituer  ces  deux  valeurs  particulières  a;,  y  dans 
l'intégrale,  qui  deviendra 

A'^A{(a,b)^f{a,b)  =  o, 

et  à  laquelle  la  constante  A  doit  satisfaire.  Mais  cette  équation 
fournit  pour  A  deux  valeurs  que  nous  pouvons  représenter  par 
F[a^b)  et  F(a,  è),  et  qui  ne  différeront  entre  elles  que  par  les 
valeurs  du  radical  ;  si  donc  on  les  substitue  successivement  dans 
l'intégrale,  on  aura  les  deux  équations 

(G)  [F {a,  b)Y  -h  [F{a,  b)]  i{x,  y)  ^/{x,  y)  =  o, 

(H)  [F(a,  h)Y  -h  [F(a,  h)]  ï{x,y)  -^f{x,y)  =  o, 

qui  seront  celles  des  deux  lignes  de  courbure  qui  passent  par  le 
point  donné.  Nous  aurons  occasion,  parla  suite,  d'éclaircir  ce 
procédé  par  des  applications. 

Si,  dans  l'équation  (E)  des  lignes  de  courbure  on  substi- 
tue pour  r,  t  leurs  valeurs  prises  dans  dp  =  rdx-^  ^'dy, 
dq=^sdœ^tdy^  la  quantité  ^-disparaît  en  même  temps;  et,  au 
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moyen  de  dz=^pdx'^  qdy^  cette  équation  prend  la  forme 

(E)  dp[dy -^  qdz)=^  dci[dx -+- pdz)^ 

sous  laquelle  nous  verrons  qu'elle  se  présente  souvent,  et  qu'il  est 
nécessaire  de  connaître. 


Nous  avons  vu  qu'à  chaque  ligne  de  courbure  correspond  une 
surface  développable  normale  à  la  surface  courbe,  et  qui  est  le  lieu 
de  toutes  les  normales  qui  passent  par  la  même  ligne  de  courbure. 
Pour  toutes  les  lignes  de  la  première  courbure  on  a  donc  une  suite 
de  semblables  surfaces  développables ,  qui  ne  diffèrent  entre  elles 
que  par  une  certaine  constante ,  et  cette  constante  peut  influer  en 
même  temps  et  sur  leur  forme  et  sur  leur  position.  Pour  toutes  les 
lignes  de  la  seconde  courbure  on  a  de  même  une  autre  suite  de  sur- 
feces  développables  normales,  qui  ne  diffèrent  entre  elles  que  par 
une  autre  constante.  De  plus,  les  deux  surfaces  développables  nor- 
males qui  passent  par  le  même  point  de  la  surface,  se  coupant  dans 
la  normale  qui  leur  est  commune,  et  étant  perpendiculaires  l'une  à 
l'autre,  il  s'ensuit  que  chacune  des  surfaces  développables  de  l'une 
des  suites  rencontre  toutes  celles  de  l'autre  suite  en  lignes  droites, 
à  angles  droits,  et  réciproquement.  Les  deux  suites  de  surfaces  dé- 
veloppables divisent  donc  l'espace  en  éléments  infiniment  étroits 
dans  les  sens  des  deux  courbures,  indéfinis  dans  le  sens  de  la  nor- 
male, et  terminés  par  quatre  plans  rectangulaires  entre  eux,  et  par- 
quatre  arêtes  indéfinies  et  en  lignes  droites. 

Il  est  facile  d'apercevoir  qu^étant  donnée  la  surface  d'une  voûte, 
la  manière  la  plus  naturelle  de  la  diviser  en  voussoirs  par  des  joints 
est  de  prendre  pour  joints  les  surfiices  développables  normales  à  la 
surface  de  la  voûte,  et  espacées  entre  elles,  dans  chacune  des  deux 
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suites,  d'une  quantité  finie  et  dépendante  de  la  nature  des  maté- 
riaux. Ces  joints  seraient  tous  perpendiculaires  à  la  surface,  et  rec- 
tangulaires entre  eux;  les  voussoirs  n'auraient,  par  conséquent,  que 
des  angles  droits;  les  joints  qui  seraient  engendrés  par  le  mouve- 
ment d'une  ligne  droite  seraient  de  l'espèce  de  ceux  auxquels  on 
donne  le  nom  de  réglés,  et  par  conséquent  d'une  exécution  facile. 
D'ailleurs,  si  les  joints  étaient  apparents  sur  la  surface  de  la  voûte, 
ils  y  traceraient  des  courbes  toutes  rectangulaires  entre  elles,  et  qui, 
dépendant  de  la  nature  même  de  la  surface,  en  rendraient  la  géné- 
ratrice plus  apparente  :  enfin,  ces  lignes  elles-mêmes  diviseraient  la 
surface  de  la  voûte  en  compartiments  tous  rectangulaires  et  suscep- 
tibles d'une  décoration  bien  ordonnée  et  propre  à  la  surfs^ce. 

Les  deux  équations  (B),  (G)  étant,  en  x\y\  z\  celles-de  la  nor- 
male, il  est  évident  que  si  l'on  assujettit  cette  normale  à  se  mouvoir 
dans  la  surface  développable  d'une  des  courbures,  elle  passera  par 
la  ligne  de  cette  courbure,  et  les  deux  quantités  x^  y  auront  entre 
elles  la  relation  exprimée  par  celle  des  deux  équations  (G),  (H),  qui 
est  relative  à  cette  courbure.  Donc,  si  des  trois  équations  (B),  (G), 
(G) ,  et  de  celle  de  la  surface  courbe,  on  élimine  x^  j,  z,  on  aura  en 
j/,  j',  z',  a,  6,  pour  une  des  courbures,  l'équation  de  la  surface 
développable  normale  qui  passe  par  le  point  déterminé  par  a?  =  a, 
y  =  h.  Et  si  Ton  élimine  de  même  ^,  j,  z  entre  les  trois  équations 
(B),  (G),  (H)  et  celle  de  la  surface  courbe,  on  aura  en  x' ^  j',  z\ 
a,  bj  pour  l'autre  courbure,  la  surface  développable  normale  qui 
passe  par  le  même  point. 

VI. 

Ghacune  des  surfaces  développables  normales  d'une  des  suites  a 
son  arête  de  rebroussement  particulière,  qui,  étant  le  lieu  des  inter- 
sections successives  des  normales  consécutives  pour  une  ligne  de 
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courbure,  est  évidemment  le  lieu  des  centres  d'une  des  courbures 
de  tous  les  points  de  la  surÊice  qui  sont  sur  la  même  ligne  de  cour- 
bure. Si  Ton  considère  donc  le  système  des  arêtes  de  rebrousse- 
ment  de  toutes  les  surfaces  développables  normales  d'une  même 
suite,  ce  système  formera  une  surface  courbe  qui  sera  le  lieu  de  tous 
les  centres  d'une  des  courbures  de  la  surface  courbe.  De  la  même 
manière,  le  système  des  arêtes  de  rebroussement  de  toutes  les  sur- 
Êices  développables  normales  de  l'autre  suite  formera  une  auti^e 
sur&ce  courbe,  qui  sera  le  lieu  de  tous  les  centres  de  la  seconde 
courbure  de  la  même  surface  courbe.  Ces  deux  surfaces  des  centres 
de  courbure  d'une  même  surface  courbe,  qui,  dans  quelques  cas 
particuliers,  peuvent  avoir  leurs  équations  séparées,  mais  qui,  en 
général ,  sont  des  nappes  différentes  d'une  même  surface  courbe , 
et  comprises  dans  une  même  équation  élevée,  sont,  par  rapport  à 
la  surÊice  courbe,  ce  que  les  développées  sont  par  rapport  aux 
lignes  courbes. 

Les  trois  équations  (B),  (G),  (D)  donnant  les  coordonnées  .r', 
j',  z'  du  centre  de  courbure  correspondant  au  point  de  la  surface 
courbe  déterminé  par  les  valeurs  arbitraires  de  a?  et  j,  il  est  évident 
que  si,  entre  les  trois  équations  (B),  (G),  (D)  et  celle  de  la  surface 
courbe,  on  élimine  ^,  j,  s,  l'équation  résultante  sera,  en  .r ',  r,  r/, 
celle  de  la  surface  des  centres  de  courbure. 

Lorsque  l'équation  du  second  degré  (D),  après  la  substitution 
des  valeurs  de/?,^,r,j,^ena:,j,  sera  divisible  en  deux  facteurs 
rationnels ,  c'est-à-dire  lorsque  les  quantités  x ,  y  pourront  sortir 
toutes  de  dessous  le  radical  ;  en  opérant,  comme  nous  venons  de  le 
dire,  pour  chaque  facteur  en  particulier,  on  aura  les  équations  sé- 
parées des  surfaces  des  centres  des  deux  courbures,  ces  deux  sur- 
faces seront  alors  distinctes  ;  elles  pourront  même  être  totalement 
indépendantes  si  la  quantité  qui  est  sous  le  radical  est  un  carré 
parfait,  ou  n'être  liées  entre  elles  que  par  une  relation  entre  leurs 
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paramètres,  si  la  quantité  constante  qui  est  sous  le  radical  n'est  pas 
un  carré  parfait.  Mais  lorsque  x  et  j  ne  pourront  sortir  entièrement 
du  radical,  on  ne  pourra  opérer  que  sur  T équation  du  second  de- 
gré (D)  elle-même;  le  résultat  de  l'élimination  en  x\  y' y  z'  sera 
d'un  degré  pair  ;  les  surfaces  des  centres  des  deux  courbures  ne 
seront  plus  distinctes,  et  elles  seront  les  nappes  différentes  d'une 
même  surface  courbe,  produites  l'une  et  l'autre  par  une  même  gé- 
nération. 

De  ce  que  chaque  normale  est  tangente  en  même  temps  aux 
arêtes  de  rebroussement  des  deux  surfaces  développables  normales 
dont  elle  est  l'intersection,  il  s'ensuit  qu'elle  est  en  même  temps 
tangente  aux  deux  nappes  de  la  surface  des  centres  de  courbure; 
de  plus,  chacune  de  ces  nappes  est  l'enveloppe  de  toutes  les  sur- 
faces développables  normales  d'une  même  suite.  Ainsi,  tout  plan 
tangent  à  une  de  ces  surfaces  développables  sera  aussi  tangent  à  la 
nappe  que  cette  surface  touche;  donc,  si  l'on  conçoit  par  la  même 
normale  les  deux  plans  tangents  aux  surfaces  développables  dont 
elle  est  l'intersection,  ces  deux  plans,  qui  d'ailleurs  sont  à  angles 
droits,  seront  tangents,  l'un  à  la  première  nappe  de  la  surface  des 
centres,  et  l'autre  à  la  seconde.  Donc  la  surface  des  centres  de  cour- 
bure d'une  surface  courbe  jouit  de  cette  propriété  remarquable, 
que,  de  quelque  part  qu'on  la  considère,  les  contours  apparents  de 
ses  deux  nappes  paraissent  toujours  se  couper  à  angles  droits. 

Il  suit  de  là  que  toute  surface  courbe  n'est  pas  habile  à  être  la 
surface  unique  des  centres  de  courbure  d'une  autre  surface.  Il  faut 
pour  cela,  i^  que  son  équation  algébrique  soit  d'un  degré  pair; 
2^  que  les  contours  apparents  de  ses  deux  nappes  soient  rectan- 
gulaires entre  eux.  Toutes  celles  qui  ne  remplissent  pas  ces  deux 
conditions  ne  peuvent  former  que  la  surface  des  centres  d'une 
des  courbures,  et  doivent  être  conjuguées  avec  une  autre  surface 
courbe,  qui  sera  celle  des  centres  de  l'autre  courbure,  et  pour  la- 
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quelle  il  suffira  que  les  contours  apparents  de  Tune  et  de  l'autre 
soient  rectangulaires,  de  quelque  point  qu'on  les  regarde. 

Si,  sur  la  nappe  des  centres  d'une  des  courbures,  on  considère 
une  quelconque  des  arêtes  de  rebroussement  dont  elle  est  le  lieu, 
cette  arête  sera,  entre  deux  quelconques  de  ses  points,  la  ligne  la 
plus  courte  que  l'on  pourra  tracer  sur  la  nappe.  En  effet,  le  plan 
osculateur  de  cette  arête,  c'est-à-dire  le  plan  qui  passe  par  deux  de 
ses  tangentes  consécutives,  est  tangent  à  la  surface  développable  à 
laquelle  appartient  l'arête,  et  qui  est  le  lieu  de  ses  tangentes  :  il  est 
donc  tangent  à  la  nappe  des  centres  de  l'autre  courbure,  et,  par 
conséquent,  normal  à  la  première  nappe  au  point  d'osculation.  Or 
la  ligne  dont  le  plan  osculateur  est  normal  à  la  surface  au  point 
d'osculation  est  la  plus  courte  que  l'on  puisse  tracer,  sur  cette  sur- 
face, entre  deux  quelconques  de  ses  points;  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  elle  est  celle  que  tracerait  un  fil  tendu  entre  ces  deux  points. 
Car  si  l'on  conçoit  un  fil  appliqué  sur  cette  courbe,  coïncidant  avec 
elle,  et  tendu  à  ses  deux  extrémités  par  des  forces  égales,  la  résul- 
tante des  tensions  de  deux  éléments  consécutife  sera  dirigée  dans  le 
plan  de  ces  deux  éléments,  c'est-à-dire  dans  le  plan  osculateur  nor- 
mal à  la  surface  ;  et  parce  que  ces  deux  tensions  sont  égales  entre 
elles,  la  direction  de  la  résultante  partagera  en  deux  parties  égales 
l'angle  formé  par  les  deux  éléments  consécutifs  :  ainsi  cette  résul- 
tante sera  normale  à  la  surface,  et  sera  entièrement  détruite  par  la 
résistance  de  cette  surface;  le  fil  n'aura  donc  aucune  tendance  à 
s'écarter  de  la  courbe  sur  laquelle  il  aura  été  appliqué,  et  avec  la- 
quelle il  coïncidera  toujours. 

Si  les  deux  nappes  des  centres  de  courbure  se  coupent  quelque 
part,  elles  se  couperont  à  angles  droits,  et  la  courbe  de  leur  inter- 
section sera  le  lieu  des  centres  de  courbures  sphériques  de  la  sur- 
face; car  chacun  des  points  de  cette  ligne  se  trouvant  en  même 
temps  sur  les  nappes  des  deux  courbures  sera  le  centre  commun 
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des  deux  courbures  qui,  au  point  correspondant  de  la  surface,  sont 
égales  entre  elles,  comme  celles  d'une  sphère.  De  plus,  si  Ton  con- 
çoit toutes  les  tangentes  à  la  courbe  d'intersection  des  deux  nappes, 
chacune  d'elles  sera  normale  à  la  surface,  et  la  coupera  en  un  point 
pour  lequel  les  deux  courbures  auront  même  rayon  et  même  centre. 
La  courbe  qui,  sur  la  surface,  passe  par  tous  ces  points,  est  une  ligne 
remarquable;  c'est  la  ligne  des  courbures  spliériques,  qui  ne  coïn- 
cide avec  aucune  des  lignes  de  courbure,  et  qui,  sur  la  surface, 
coupe  toutes  celles  de  l'une  et  de  l'autre  espèce.  On  aura  l'équa- 
tion de  cette  courbe  en  égalant  entre  elles  les  valeurs  des  deux 
rayons  de  courbure,  c'est-à-dire  en  égalant  à  zéro  le  radical  de  l'é- 
quation (D),  ce  qui  donne 

Il  est  bien  évident  que  la  ligne  des  courbures  sphériques  sur  la 
surface  est  une  développante  de  la  ligne  des  centres  de  courbure 
sphérique  ou  de  l'intersection  des  deux  nappes  des  centres.  Ainsi, 
après  avoir  fixé  un  fil  en  un  des  points  de  l'intersection  des  deux 
nappes  des  centres,  si,  en  le  tendant,  on  le  fait  mouvoir  de  manière 
qu'il  s'enveloppe  sur  cette  intersection,  et  que  la  partie  rectiligne 
du  fil  soit  toujours  tangente  à  cette  courbe,  un  des  points  de  ce  fil 
parcourra  la  ligne  de  courbure  sphérique.  Mais  si,  en  tendant  le  fil, 
on  ne  s'assujettit  à  aucune  condition,  et  en  supposant  qu'il  n'exerce 
aucun  frottement  sur  les  nappes  des  centres,  dans  quelque  position 
qu'on  le  considère,  il  sera  divisé  en  trois  parties  :  la  première  sera 
enveloppée  sur  une  partie  de  l'intersection  des  deux  nappes;  la 
deuxième  sera  pliée  et  tendue  sur  la  nappe  des  centres  dont  le  fil 
se  sera  approché,  et  sera  appliquée  sur  une  des  arêtes  de  rebrous- 
sement  dont  cette  nappe  est  le  lieu,  et  ces  deux  parties  de  courbes 
se  toucheront  à  leur  point  commun  ;  la  troisième  partie  du  fil  en 
ligne  droite  sera  tangente  à  cette  arête  de  rebroussement,  et  nor- 
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niale  à  la  surface;  enfin,  le  même  point  du  fil  sera  sur  la  surface 
elle-même.  Ainsi,  en  agitant  le  fil  constamment  tendu,  on  pourra 
transporter  le  même  point  du  fil  successivement  sur  tous  les  points 
de  la  surlace. 

On  voit  donc  qu'une  surface  quelconque  peut  être  engendrée 
par  les  deux  mouvements  continus  du  point  d'un  fil  tendu  qui  s'en- 
veloppe sur  les  nappes  des  centres,  de  même  qu'une  courbe  plane 
peut  être  engendrée  par  le  point  tendu  d'un  fil  qui  s'enveloppe  sur 
la  développée  de  la  courbe. 

Nous  allons  actuellement  nous  occuper  de  la  génération  des  sur- 
faces courbes  d'après  les  propriétés  de  leurs  lignes  de  courbure,  de 
leurs  rayons  de  courbure,  etc.  Nous  aurons  souvent  occasion  d'em- 
ployer les  équations  rapportées  dans  ce  paragraphe. 


§  XVI. 

DES  LIGNES  DE  COURBURE  DE  LA  SURFACE  DE  L'ELLIPSOÏDE. 


Après  avoir  porté,  de  part  et  d'autre  de  l'origine,  sur  la  ligne 
des  or  une  première  droite  a,  sur  la  ligne  des  y  une  seconde  droite 
6,  et  sur  la  ligne  des  z  une  troisième  droite  c,  ce  qui  détermine  six 
points  placés  de  telle  manière  que  chacun  des  trois  plans  rectangu- 
laires en  contient  quatre;  si  l'on  conçoit  dans  chacun  de  ces  plans 
une  ellipse  dont  les  quatre  points  compris  dans  ce  plan  soient  les 
quatre  sommets,  chacune  de  ces  ellipses,  que  nous  nommerons  el- 
lipses principales,  aura  pour  demi-axes  deux  des  trois  droites  «, 
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hj  c,  et  leurs  équations  seront 

cy'-hb'z'  =  b'c\ 

Ensuite,  si  l'on  conçoit  qu'un  plan  se  meuve  parallèlement  à  l'un 
quelconque  des  plans  rectangulaires,  dans  chacune  de  ses  positions 
il  coupera  deux  des  ellipses  principales,  chacune  en  deux  points, 
ce  qui  déterminera  quatre  points  dans  ce  plan;  enfin,  si  l'on  con- 
çoit l'ellipse  dont  ces  quatre  derniers  points  seraient  les  quatre 
sommets,  le  lieu  de  toutes  les  ellipses  construites  suivant  la  même 
loi  que  la  dernière  sera  la  surface  de  l'ellipsoïde  dont  nous  nous 
proposons  de  trouver  des  lignes  de  courbure;  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  cette  surface  peut  être  regardée  comme  engendrée  par  le 
mouvement  de  la  dernière  ellipse,  qui  est  en  même  temps  variable 
de  figure  et  de  position. 

H  est  évident,  d'après  cette  génération,  que  la  surface  est  symé- 
trique par  rapport  à  chacune  des  trois  lignes  des  a?,  des  y  et  des  z, 
sur  lesquelles  seront  placés  ces  trois  axes,  et  que  les  grandeurs  de 
ces  axes  seront  respectivement  aa,  aè,  ac.  De  ces  trois  axes  nous 
supposerons  que  le  premier  soit  le  plus  grand  et  que  le  dernier  soit 
le  plus  petit. 

IL 

Pour  trouver  l'équation  de  la  surface  de  l'ellipsoïde,  supposons 
que  le  plan  mobile  soit  parallèle  à  celui  des  a?,  j,  et  considérons-le 
lorsqu'il  est  à  une  distance  quelconque  et  de  l'origine;  on  aura  pour 
son  équation 

z  =■  a. 

On  trouvera  les  coordonnées  des  points  dans  lesquels  il  coupe  alors 
les  deux  ellipses  principales,  en  faisant  z  =  et  dans  les  équations  de 


Digitized  by 


Google 


-  i4i  - 

- 

ces 

deux  courbes, 

ce  qui  donnera 

x^ 

=b"i 

et  ces  valeurs  de  a?  et  j  seront  les  demi-axes  de  l'ellipse  mobile, 
dont  l'équation  sera,  par  conséquent, 

Ainsi  cette  équation  et  celle  du  plan  mobile  sont  les  deux  équations 
de  l'ellipse  mobile  considérée  dans  l'espace,  et  dont  la  figure,  ainsi 
que  la  position,  sont  déterminées  par  la  valeur  de  a.  Donc,  pour 
avoir  l'équation  de  la  surface  engendrée  par  le  mouvement  de  cette 
courbe,  il  faut  éliminer  a  entre  ses  deux  équations;  ce  qui  donne 
pour  équation  de  la  surface  de  l'ellipsoïde 

Si  le  plan  mobile  eût  été  parallèle  au  plan  des  .r,  z,  ou  à  celui  des 
j,  z,  on  aurait  eu  le  même  résultat,  et  l'on  aurait,  par  conséquent, 
engendré  la  même  surface. 

III. 

Pour  avoir  l'équation  des  lignes  de  courbure,  il  faut  différentier 
deux  fois  celle  de  la  surface,  afin  d'obtenir  les  valeurs  de  /?,  y,  r, 
s^  tj  et  substituer  ces  valeurs  de  l'équation  (E),  page  126,  des 
lignes  de  courbure.  Or,  par  la  difFérentiation,  on  trouve 


p= 

1— 

c'y 
-Wz' 

r  = 

a*b*z 

l{b^- 

-y'). 

c        • 

c» 

5^, 

a*b'z 

«  =  -^?k;5K--^'); 
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substituant  donc  ces  valeurs  dans  l'équation  (E), 

et  chassant,  au  moyen  de  l'équation  de  la  surface,  les  z  qui  ne  se 
détruisent  pas,  on  aiu'a,  pour  les  projections  des  lignes  de  cour- 
bure sur  le  plan  des  x,  y^  l'équation  aux  diJGFérenoes  ordinaires  à 
deux  variables 


c")xx  =  o, 


qui,  en  faisant,  pour  abréger, 


A«(a'— c')""^'  a^  —  c'      ~     ' 

devient 

et  qu'il  s'agit  d'intégrer. 

IV. 

Cette  équation  étant  élevée,  on  doit  la  regarder  comme  résultant 
de  rapports  non  linéaires  établis  entre  les  constantes  qui  complé- 
taient les  intégrales  du  premier  ordre  d'une  équation  différentielle 
d'un  ordre  supérieur.  Il  faut  donc  chercher  cette  équation  d'un 
ordre  supérieur  en  éliminant  successivement  des  constantes  par  la 
différentiation,  l'intégrer  ensuite  jusqu'aux  quantités  finies,  ce  qui 
introduira  autant  de  constantes  arbitraires  de  trop  que  l'on  aura 
différentié  de  fois,  et  trouver  enfin  les  relations  qui  doivent  sub- 
sister entre  ces  constantes  arbitraires  pour  que  la  proposée  soit 
satisfaite. 
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Difiërentiant  donc  la  proposée,  on  trouve 

S(-A^I  +  -'-Ar--B)  +  (A|-:+,)(4_r)  =  o, 

et  éliminant  une  des  constantes  A,  B,  l'autre  disparaît  aussi,  et  l'on 
obtient  l'équation  aux  différences  secondes 

ocyddy  -+-  dy  [xdy  —  ydx)  =  o, 

qui  est  linéaire,  et  qui  peut  être  mise  sous  cette  forme 

iddy-hdfd^  =  o. 


X         ^  •^        X 


dont  l'intégrale  est 

ldx  =  ^d^, 

^  étant  la  constante  arbitraire  introduite  par  l'intégration. 

On  pourrait  dès  à  présent  substituer  dans  la  proposée,  pour  ^? 

sa  valeur  tirée  de  l'intégrale,  et  l'on  aurait  l'intégrale  demandée 
complétée  par  la  constante  arbitraire  |3  :  dans  ce  cas  même,  l'opéra- 
tion serait  très-simple;  mais,  en  général,  il  vaut  mieux  remonter 
directement  aux  quantités  finies,  ce  qui  donne  toujours  l'équation 
la  plus  simple,  et  déterminer  les  valeurs  des  constantes  surnumé- 
raires de  manière  que  la  proposée  soit  satisfaite. 
Intégrant  donc  encore  une  fois,  on  trouve 

équation  d'une  section  conique  concentrique  à  l'ellipsoïde,  dont 
les  axes  sont  dirigés  suivant  la  ligne  des  œ  et  celle  des/,  pour  la- 
quelle les  grandeurs  des  axes  sont  arbitraires,  et  qui  peut  être  une 
ellipse  ou  une  hyperbole,  suivant  le  signe  de  la  constante  |3.  Mais 
nous  ne  devons  avoir  qu'une  seule  arbitraire;  donc  des  deux  axes 
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de  la  section  conique  il  n'y  en  a  qu'un  dont  nous  puissions  dis- 
poser; l'autre  dépend  du  premier,  et  cette  relation  doit  être  telle 
que  la  proposée  soit  satisfaite. 

Pour  trouver  cette  relation,  soient  m  ^  nies  grandeurs  des  demi- 
axes  de  la  section  conique,  son  équation  sera 

le  signe  supérieur  étant  pour  les  ellipses,  et  l'inférieur  pour  les  hy- 
perboles; en  la  différentiant,  on  trouvera 

dj 7l*X 


i^y 


dx        "^  m}j 

substituant  pour  J  et  ^^  leurs  valexu^  dans  la  proposée,  x  dispa- 
raîtra aussi,  et  Ton  trouvera  que  pour  que  cette  équation  soit  satis- 
faite, les  deux  demi-axes  m,  n  doivent  avoir  entre  eux  la  relation 

suivante  : 

in"  zfi  kn"  =  B. 

Ces  demi-axes  pour  chaque  ellipse  sont  donc  les  coordonnées 
d'un  point  d'une  même  hyperbole  déterminée,  et  pour  chaque  hy- 
perbole les  coordonnées  d'un  point  d'une  même  ellipse  détermi- 
née; cette  hyperbole  déterminée  et  cette  ellipse  étant  d'ailleurs 
l'une  et  l'autre  concentriques  à  l'ellipsoïde,  ayant,  de  plus,  les 
mêmes  axes,  dirigés,  l'un  suivant  la  ligne  des  x^  l'autre  suivant  la 
ligne  des  j,  et  les  grandeurs  de  ces  axes  étant,  pour  la  moitié  du 

premier,  y  B,  et  pour  la  moitié  du  second,  ^.  Enfin,  remettant 

VA 

pour  A  et  B  leurs  valeurs,  les  grandeurs  des  demi-axes  communs 
de  l'ellipse  et  de  l'hyperbole  déterminées  seront  respectivement 

— ==:-  et      ,  u  ou  suit  la  construction  suivante. 

ya*  — c*  y/b^  —  c' 
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On  construira  une  première  hyperbole  et  une  première  ellipse, 
toutes  deux  concentriques  à  l'ellipse  principale,  et  dont  les  demi- 

axes  communs  seront  — =i=r-  dans  le  sens  des  or,  et     ^ 

\/a^  —  c^  y/b^  —  c^ 

dans  le  sens  des  f.  Nous  donnerons  à  ces  deux  courbes  le  nom 
d'hyperbole  et  d'ellipse  auxiliaires.  Puis,  si  d'un  point  quelconque 
de  l'hyperbole  on  abaisse  les  deux  coordonnées  rectangulaires,  ces 
coordonnées  seront  les  demi-axes  d'après  lesquels,  en  construisant 
une  autre  ellipse  concentrique,  on  aura  la  projection,  sur  le  plan  des 
a?,  /,  d'une  des  lignes  de  courbure  de  l'ellipsoïde.  Construisant  de 
la  même  manière  tant  d'ellipses  qu'on  voudra,  on  aura  les  projec- 
tions de  toute  la  suite  des  lignes  d'une  des  courbures  de  la  surface. 
De  même,  si  d'un  point  quelconque  de  l'ellipse  auxiliaire  on  abaisse 
les  deux  coordonnées  rectangulaires,  elles  seront  les  demi -axes 
d'une  hyperbole  concentrique;  chacune  des  hyperboles  construites 
de  cette  manière  coupera  toutes  les  ellipses,  et  réciproquement;  et 
leur  système  sera  la  projection  de  toute  la  suite  des  lignes  de  l'autre 
courbure. 

La  quantité  a*  —  P  étant  toujours  moindre  que  a*  —  c  * ,  il  s'en- 
suit que  Taxe  commim  de  l'ellipse  et  de  l'hyperbole  auxiliaires,  et 

qui  a  pour  expression  —      ~     ,  est  plus  petit  que  le  grand  axe  2a 

va* — c* 

de  l'eltipsoide;  que,  par  conséquent,  les  sommets  communs  de  ces 
deux  courbes  tombent  en  dedans  de  l'ellipse  principale.  D'après 
cela,  il  est  évident  que  la  plus  petite  des  ellipses,  projections  des 
lignes  de  courbure,  a  pour  grand  axe  cet  axe  commun,  et  que  son 
petit  axe  est  nul  :  elle  se  confond  donc  avec  la  ligne  des  a:;  d'où  il 
suit  que  l'ellipse  principale  qui  est  dans  le  plan  des  a?,  2,  est  elle- 
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même  une  des  lignes  de  courbure  de  la  surface.  A  mesure  que  le 
grand  axe  des  ellipses  croît,  le  petit  axe  croît  aussi;  et  lorsque  le 
premier  de  ces  axes  est  égal  au  grand  axe  de  T ellipsoïde,  l'ellipse 
se  confond  avec  l'ellipse  principale  du  plan  des  ^,  j,  qui  est  donc 
aussi  une  ligne  de  courbure.  En  effet,  si  dans  l'équation  de  l'hy- 
perbole auxiliaire  m^  —  Kn^  =  B,  on  fait  m  =  a,  et  si  Ton  remet 
pour  A  et^B  leurs  valeurs,  on  trouve  n=^b.  Il  est  inutile  de  con- 
struire des  ellipses  plus  grandes  que  cette  dernière;  elles  tombe- 
raient toutes  en  dehors  de  l'ellipsoïde,  et  seraient  étrangères  à  notre 
objet. 

On  voit  donc  que  chacun  des  deux  sommets  communs  de  l'hy- 
perbole et  de  l'ellipse  auxiliaires  est  embrassé  d'un  même  côté  par 
toutes  les  ellipses,  qui  se  resserrent  toujours  à  mesure  que  leurs 
sommets  en  approchent,  et  qui  ne  perdent  leur  petit  axe  que  quand 
elles  l'atteignent. 

Quant  aux  hyperboles,  il  est  clair  qu'aucune  d'elles  ne  peut 
avoir,  dans  le  sens  des  x^  un  axe  plus  grand  que  l'axe  commun  de 
l'hyperbole  et  de  l'ellipse  auxiliaires.  Celle  pour  laquelle  l'axe  a 
cette  grandeur  a  son  autre  axe  nul ,  et  se  confond  avec  la  ligne 
des  x\  à  mesure  que  cet  axe  diminue,  l'autre  augmente,  de  manière 
que,  lorsque  celui-ci  est  à  son  maximum,  le  premier  devient  nul  à 
son  tour,  et  alors  les  deux  branches  de  l'hyperbole  se  confondent 
avec  la  ligne  des/.  Ainsi  la  troisième  ellipse  principale  est  encore, 
comme  les  deux  autres,  ime  des  lignes  de  courbure  de  la  surface. 
Chacun  des  sommets  communs  de  l'hyperbole  et  de  l'ellipse  auxi- 
liaires est  embrassé  par  toutes  les  hyperboles,  mais  du  côté  opposé 
à  celui  pour  lequel  les  ellipses  l'embrassent.  Les  hyperboles  se  res- 
serrent à  mesure  qu'elles  approchent  de  ces  points,  et  elles  ne  per- 
dent leur  petit  axe  que  lorsque  leur  sommet  les  atteint. 

Ces  points  vers  lesquels  et  les  ellipses  et  les  hyperboles  tournent 
toutes  leurs  concavités  sont  les  projections  de  quatre  points  très- 
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remarquables  sur  la  surface  courbe;  deux  d'entre  eux  sont  placés 
au-dessus  du  plan  des  a?,  j,  et  deux  au-dessous.  Ce  sont  quatre 
ombilics  autour  desquels  les  lignes  des  deux  courbures  sont  pliées, 
toutes  les  unes  d'un  côté,  et  toutes  les  autres  du  côté  opposé.  Ces 
lignes  se  resserrent  à  mesure  qu'elles  en  approchent,  et,  dès  qu'elles 
les  atteignent,  elles  changent  d'espèce. 

VL 

Les  projections  des  lignes  de  courbure  ne  sont  des  courbes  d'es- 
pèces différentes  pour  les  deux  courbures  que  parce  que  le  plan  de 
projection  n'est  pas  placé  d'une  manière  symétrique.  En  effet,  les 
trois  axes  de  l'ellipsoïde  étant  supposés  inégaux,  c'est  sur  le  plan, 
mené  par  le  plus  grand  axe  et  par  le  moyen,  qu'on  aurait  trouvé, 
par  la  même  raison,  des  résultats  absoliunent  analogues;  mais  en 
choisissant  le  plan  mené  par  le  plus  grand  axe  et  par  le  plus  petit, 
les  projections  des  lignes  de  courbure  sont  de  la  même  espèce;  elles 
se  construisent  toutes  par  la  même  loi,  et  leur  construction  est  plus 
propre  à  être  employée  dans  les  arts. 

Pour  avoir  l'équation  de  la  projection  des  lignes  de  courbure 
sur  le  plan  des  .r,  z,  il  faut,  de  l'équation  de  la  surface  courbe 

éliminer  y  au  moyen  de  l'équation  de  la  projection,  sur  le  plan 

des  ,r,  j, 

dans  laquelle  on  a  d'ailleurs,  entre  les  deux  constantes  arbitraires 
m,  /i,  la  relation  suivante  : 

nr  ^  An'  =  B, 

ce  qui  réduit  ces  constantes  à  une  seule.  Cette  élimination  est 

'9- 
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rendue  plus  facile  par  l'équation  identique 

et  donne 

dans  laquelle  toutes  ambiguïtés  de  signes  se  sont  détruites.  Or 
lious  avons  vu  que  la  quantité  m,  qui  est  Taxe  dans  le  sens  des  x 
des  sections  coniques  de  la  première  projection,  ne  peut  jamais 
excéder  Taxe  correspondant  a  de  l'ellipsoide;  la  quantité  a^ — m^ 
sera  donc  toujours  positive,  et  l'équation  que  nous  venons  de  trou- 
ver sera  celle  d'une  ellipse  concentrique  à  la  surÊice  courbe,  dont 
les  axes  seront  dirigés  suivant  la  ligne  des  x  et  celle  des  Zy  et  qui  ne 
changera  pas  d'espèce.  Soient  m\  n'  les  grandeurs  des  deux  demi- 
axes  de  cette  ellipse,  on  aura 

m    =^g-. 

^     —  V±         ' 

et,  éliminant  la  constante  m,  qui  est  étrangère  à  la  projection  ac- 
tuelle, on  trouvera  que  les  deux  demi-axes  de  cette  ellipse  doivent 
avoir  entre  eux  la  relation  suivante  : 

Or  cette  équation  est  elle-même,  tXLm\n\  celle  d'une  ellipse  dé- 
terminée ;  donc  les  deux  demi-axes  de  chacune  des  ellipses  de  la 
projection  sur  le  plan  des  a;,  z,  sont  les  deux  coordonnées  rectan- 
gulaires d'un  même  point,  pris  sur  une  ellipse  qui  est  la  même  pour 

toutes,  et  dont  les  demi-axes  ont  pour  grandeurs  —  dans  le  même 

v/b 

sens  des  m',  et  — —  dans  le  sens  des  n' .  Enfin,  remettant  pour  A 
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et  B  leurs  valeurs,  les  grandeurs  des  demi-axes  de  cette  dernière 

ellipse  sont  respectivement  ■  et  —  :  d  ou  suit  la 

y/a'  —  b^  \Jb'  —  c' 

construction  suivante. 

VIL 
On  construira  une  ellipse  auxiliaire  concentrique  à  l'ellipse  prin- 
cipale, et  dont  les  demi-axes  seront  ^    dans  le  sens  des  .r, 
^ y/a'—b^ 

et  ^   dans  le  sens  des  z.  Il  suffira  de  construire  un  quart  de 

v4'  —  c'  ^  . 

cette  courbe.  Puis,  d'un  point  quelconque  de  cette  ellipse  on  abais- 
sera les  deux  coordonnées  rectangulaires,  et  l'on  construira  une  el- 
lipse concentrique  dont  les  demi-axes,  dans  le  sens  des  x  et  dans  celui 
des  Zj  seront  égaux  à  ces  coordonnées  respectives.  Cette  ellipse  sera 
la  projection  d'une  des  lignes  de  courbure,  et  la  suite  de  toutes  les 
ellipses  construites  de  cette  manière  sera  la  projection  des  deux 
suites  des  lignes  de  courbure  de  toute  la  surface  de  l'ellipsoïde.  Les 

demi-axes  de  l'ellipse  auxiliaire  ~^   et     ,^  ~^    étant  plus 

grands  que  les  demi-axes  correspondants  a  et  c  de  l'ellipse  princi- 
pale ,  cette  dernière  ellipse  est  entièrement  comprise  dans  la  pre- 
mière. De  plus,  l'ellipse  principale  est  elle-même  une  de  celles  que 
donne  la  construction  précédente;  car  si,  dans  l'équation  de  l'el- 
lipse auxiliaire 

on  donne  à  /n'  la  valeur  a  du  grand  axe  de  l'ellipse  principale,  et 
en  &isant  usage  de  l'équation  identique  Ab^  +  B  =  a*,  on  trouve 
pour  l'ordonnée  n'  la  valeur  c  du  petit  axe.  Donc,  si  aux  extré- 
mités des  deux  axes  de  l'ellipse  principale  on  lui  mène  des  tan- 
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gentes,  ces  tangentes,  qui  seront  d'ailleurs  rectangulaires  entre 
elles,  se  rencontreront  en  un  point  de  l'ellipse  auxiliaire.  Ce  point 
de  rencontre  divise  le  quart  de  l'ellipse  auxiliaire  en  deux  parties, 
dont  l'une  sert  à  la  construction  des  lignes  de  Tune  des  courbures, 
et  dont  l'autre  sert  à  la  construction  des  lignes  de  l'autre  courbure. 
En  effet,  la  partie  du  quart  de  l'ellipse  auxiliaire  qui  avoisine  son 
premier  axe  produit  des  ellipses  qui  toutes  ont  leurs  grands  axes 
plus  grands  et  leurs  petits  axes  plus  petits  que  les  axes  correspon- 
dants de  l'ellipse  principale.  Ces  ellipses,  qui  se  resserrent  à  mesure 
que  leur  grand  axe  s'allonge,  et  qui  se  confondent  avec  la  ligne  des  jc 
loi'sque  le  grand  axe  est  égal  à  celui  de  l'ellipse  auxiliaire,  divisent 
l'aire  de  l'ellipse  principale  en  zones  dirigées  dans  le  sens  du  grand 
axe,  et  sont  les  projections  des  lignes  d'une  des  courbures.  Au  con- 
traire, la  partie  du  quart  de  l'ellipse  qui  avoisine  son  second  axe 
produit  des  ellipses  qui  toutes  ont  leurs  axes  dans  le  sens  des  x  plus 
petits,  et  ceux  dans  le  sens  des  z  plus  grands  que  les  axes  corres- 
pondants de  l'ellipse  principale.  Ces  ellipses,  qui  se  resserrent  à  me- 
sure que  l'axe,  dans  le  sens  des  z,  croît,  et  qui  se  confondent  avec 
la  ligne  des  z  lorsque  cet  axe  est  égal  à  celui  de  l'ellipse  auxiliaire, 
divisent  l'aire  de  l'ellipse  en  zones  dirigées  dans  le  sens  de  la  ligne 
des  z.  Chacune  d'elles  coupe  donc  toutes  celles  de  la  première  es- 
pèce en  quatre  points  qui  sont  compris  en  dedans  de  l'ellipse  prin- 
cipale; donc  elles  sont  les  projections  des  lignes  de  l'autre  courbure. 

VIII. 

Dans  la  dernière  projection ,  si  par  les  extrémités  des  axes  de 
l'ellipse  auxiliaire,  prises  deux  à  deux,  on  mène  quatre  lignes 
droites,  ce  qui  formera  un  parallélogramme  équilatéral,  toutes  les 
ellipses,  projections  des  lignes  de  Courbure,  seront  inscrites  dans 
ce  parallélogramme,  dont  chacune  d'elles  touchera  les  quatre  côtés. 
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En  effet,  si  de  réquation  de  ces  ellipses 

on  chasse  la  quantité  m'  au  moyen  de  l'équation  de  l'ellipse  auxi- 
liaire 

l'équation  résultante  ordonnée  par  rapport  à  /^^ 

a^h^kn''  H-  n'^  [c^Rr^  —  a'h^-Kz^  —  a^c^]  +  a'^z'  =  o, 

sera  celle  des  ellipses,  projections  des  lignes  de  courbure ,  et  qui 
ne  différent  entre  elles  que  par  la  valeur  particulière  de  la  con- 
stante n\  Pour  avoir  l'enveloppe  de  toutes  ces  ellipses,  c'est-à-dire 
la  ligne  qui  termine  l'espace  qu'elles  occupent  sur  le  plan  de  pro- 
jection, il  faut  differentier  cette  équation  en  regardant  n'  comme 
seule  variable,  et  éliminer  n'  au  moyen  de  cette  différentielle.  Or, 
en  differentiant,  on  a 

2a'b'An''  -h  c'Bx'  —  a'b'Az'  —  a'c'  =  o; 

donc,  en  éliminant  /z'^  on  aura  pour  équation  de  l'enveloppe  de 
toutes  les  ellipses 

[c^^Rr^  —  a'b'Az'  —  a'c'Y  —  /ia'b'c'Az'=:  o. 

Mais  le  premier  membre  de  cette  équation  est  la  différence  de  deux 
carrés;  l'équation  elle-même  se  décompose  donc  dans  les  deux 
facteurs 

c^Rr'  —  a^b^Az^  _  «V*  +  2a'bcz\/Â  =  o, 
c^Rr^  —  a^'b^Az^  —  a'c^  —  2a'bcz\fÂ=o, 

qui,  étant  eux-mêmes  chacun  la  différence  des  deux  autres  carrés, 
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se  décomposent  dans  les  quatre  facteurs 

ex  y  B  4-  abz  y  A  4-  cl^c  =  o, 

—  ex  y  JB  —  abz  y  A  -h  a^c  =  o, 

—  c^  y  B  H-  aè;s  yA  H-  a^c  =  o, 
ex  y  B  —  abz  y  A  +  a^c  =  o; 

ou,  remettant  pour  A  et  B  leurs  valeurs 


ex  \a^  ■ 

-b^'-hazs/b' 

• 

—  e^  -h  ac  \Ja^  —  c^  =  o, 

—  ex  \l(f  ' 

b'       az\Jb^ 

—  c^  -{-  ac  \/à^  —  c^  =  o, 

—  ex  y  a^ 

—  b^-^azyjb^ 

—  c^  H-  oc  y/a^  —  c*  =  o, 

ex\a^ 

-b'  —az\Jb' 

—  c^  H-  oc  sja^  —  c^  =z=  o, 

qui  sont  les  équations  des  quatre  droites  menées  par  les  extrémités 
des  axes  de  T ellipse  auxiliaire,  prises  deux  à  deux. 

IX. 

La  plupart  des  autres  surfaces  ont  des  ombilics  analogues  à  ceux 
que  nous  avons  remarqués  sur  celle  de  l'ellipsoïde,  et  il  est  Êicile 
de  trouver  leurs  positions  avant  même  que  d'avoir  intégré  l'équa- 
tion des  lignes  de  courbure;  car  les  ombilics  sont  les  points  dans 
lesquels  les  lignes  des  deux  espèces  de  courbure  se  changent  l'une 
en  l'autre,  et,  par  conséquent,  pour  chacun  desquels  les  deux  lignes 
de  courbure  se  confondent.  Ces  points  sont  donc  ceux  pour  les- 
quels les  deux  valeurs  de  ^,  que  fournit  l'équation  générale  des 

lignes  de  courbure,  sont  égales  entre  elles;  et  l'on  aura  une  relation 
entre  leurs  coordonnées,  en  égalant  à  zérg  le  radical  par  lequel  ces 
deux  valeurs  diffèrent  entre  elles.  Faisons-en  l'application  au  cas 
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de  r ellipsoïde,  pour  lequel  T équation  générale  différentielle  des 
lignes  de  courbure  est 

^^Ê  +  £[^'-Ar'-B]-^  =  o. 

Si,  après  avoir  résolu  cette  équation  du  second  degré  algébrique, 
on  égale  à  zéro  le  radical,  on  aura 

[x'  —  Af'  —  By  H-  4Aa:  V'  =  o, 

dont  le  premier  membre  est  la  somme  de  deux  carrés,  et  qui  ne 
peut  rien  exprimer  de  réel,  à  moins  qu'on  n'égale  à  zéro  la  racine 
de  chacun  de  ces  carrés;  ce  qui  donne  en  même  temps  les  deux 
équations 

^*_Aj^  — B  =  o; 

mais  la  première  de  ces  équations  a  elle-même  deux  facteurs  qui  peu- 
vent avoir  lieu  séparément.  Donc  nous  avons  deux  cas  à  considérer  : 
I  °  le  cas  où  Ton  aurait  en  même  temps 

y  =  o     et     x^  —  Af^  —  B=o; 

'2*^  celui  où  Ton  aurait  en  même  temps 

x=o     et     x^  —  Aj^  —  B=o. 

liC  premier  cas  donne 


j  =  o     et     x=^^R  =  — 


y/a'  —  c* 

ce  sont  les  coordonnées  que  nous  avons  trouvées  pour  les  projec- 
tions des  ombilics  sur  le  plan  dés  oc^  y, 
IjC  second  cas  donne 

>/b  / — 

x  =  o     et     j==— y— I, 

VA 
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qui  sont  les  coordonnées  d'un  point  imaginaire.  Ainsi,  il  n'existe 
pas  sur  la  surface  d'autres  ombilics  que  ceux  que  nous  avons  con- 
sidérés. 

Nous  aurons  occasion,  dans  la  suite,  de  voir  des  surfaces  dont 
tous  les  points  sont  de  semblables  ombilics. 

X. 

S'il  était  question  de  voûter  un  espace  circonscrit  en  projection 
horizontale  par  une  ellipse,  on  ne  pourrait  pas  donner  à  la  voûte 
une  surface  plus  convenable  que  celle  de  la  moitié  d'un  ellipsoïde 
dont  une  des  ellipses  principales  coïnciderait  avec  l'ellipse  de  la 
naissance;  et,  en  supposant  que  cette  vbûte  dût  être  exécutée  en 
pierres  de  taille,  il  faudrait  que  la  division  en  voussoirs  fit  opérée 
au  moyen  des  lignes  de  courbure  dont  nous  avons  donné  la  con- 
struction, et  que  les  joints  fussent  les  surfaces  développables  nor- 
males à  la  voûte.  Les  lignes  de  division  en  voussoirs  traceraient 
sur  la  surface  des  compartiments  rectangulaires  susceptibles  de  dé- 
coration, et  ces  compartiments  eux-mêmes  n'auraient  rien  de  fan- 
tastique, puisqu'ils  ne  seraient  qu'une  suite  nécessaire  de  la  pre- 
mière donnée,  qui  est  une  ellipse;  mais  la  destination  de  cet 
emplacement  pourrait  influer  sur  le  choix  de  celui  des  trois  axes 
qu'il  faudrait  placer  verticalement. 

D  n'y  aurait  aucune  raison  pour  faire  l'axe  vertical  égal  à  l'un 
des  deux  axes  horizontaux;  ainsi  les  trois  axes  seraient  inégaux. 
Dans  cette  hypothèse,  l'axe  vertical  pourrait  être  plus  grand  que 
les  deux  autres,  et  alors  la  voûte  serait  surmontée;  il  pourrait  être 
plus  petit,  et  la  voûte  serait  surbaissée;  enfin,  il  pourrait  être 
compris  entre  les  deux  autres,  et  la  voûte  serait  moyenne.  La  voûte 
surmontée  aurait,  en  général,  plus  de  hardiesse  et  plus  de  dignité; 
et,  si  la  naissance  était  elle-même  à  une  grande  hauteur,  quelle  que 
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fût,  d'ailleurs,  la  destination  de  remplacement,  ce  serait  la  voûte 
surmontée  qu'il  faudrait  employer,  parce  que  sa  grande  élévation, 
faisant  paraître  ses  dimensions  verticales  plus  petites  qu'elles  ne 
seraient  réellement,  écraserait  trop  ime  voûte  d'une  autre  espèce. 
La  voûte  surbaissée,  en  diminuant  le  volume  de  l'air  compris  dans 
l'emplacement,  serait  plus  favorable  à  la  voix  d'un  orateur.  Si 
l'emplacement  devait  être  éclairé  par  deux  lustres  suspendus  à  la 
voûte,  il  faudrait  que  cette  voûte  fut,  ou  surmontée  ou  surbaissée, 
parce  que,  dans  cies  deux  cas,  sa  surface  aurait  deux  ombilics 
placés  symétriquement  au-dessus  du  grand  axe  de  l'ellipse  hori- 
zontale, et  que  ces  ombilics,  rendus  très-apparents  par  les  com- 
partiments qui  se  distribueraient  autour  d'eux,  seraient  les  points 
naturels  de  suspension;  alors,  on  pourrait  disposer  du  rapport  entre 
les  trois  axes,  pour  que  ces  points  fussent  espacés  d'une  manière 
convenable. 

Au  contraire,  si  l'emplacement  devait  avoir  quatre  grandes  ou- 
vertures, ou  si  la  voûte  devait  être  portée  par  quatre  groupes  de 
colonnes,  ou  enfin  si,  dans  la  décoration  intérieure,  on  employait 
quatre  supports  distribués  symétriquement,  il  &udrait  choisir  la 
voûte  moyenne  pour  laquelle  les  quatre  ombilics  sont  toujours 
dans  la  naissance,  et  placer  les  massifs  ou  les  supports  aux  quatre 
extrémités  des  axes,  parce  que  c'est  aux  environs  de  ces  quatre 
points,  et  loin  des  ombilics,  que  les  lignes  de  courbure,  rendues 
apparentes  par  la  décoration  de  la  voûte,  et  qui,  d'ailleurs,  ren- 
contrent toutes  verticalement  la  naissance,  s'écartent  plus  lentement 
de  la  ligne  de  plus  grande  pente  de  la  surface. 

XI. 

On  s'occupe  aujourd'hui  de  la  construction  de  salles  pour  les 
deux  Conseils  de  la  législature;  les  emplacements  dont  on  a  pu 

20. 
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disposer,  jusqu'à  présent,  pour  de  semblables  salles,  ont  forcé  de 
donner  à  l'amphithéâtre  moins  de  profondeur  en  face  de  l'orateur 
que  sur  les  côtés;  mais,  l'expérience  ayant  prouvé  que  la  voix  se 
porte  à  une  plus  grande  distance  en  face,  il  paraît  que  c'est  une 
disposition  toute  contraire  qu'on  devrait  adopter.  De  toutes  les 
formes  allongées  qu'on  pourrait  donner  à  l'amphithéâtre,  il  n'y  en 
a  aucune  dont  la  loi  soit  plus  simple  et  plus  gracieuse  que  l'ellipse; 
il  faudrait  donc  que  la  salle  fut  elliptique,  et  qu'elle  fut  couverte  par 
une  voûte  en  ellipsoïde  surbaissée. 

Le  service  des  assemblées  législatives  exige  un  emplacement  pour 
le  bureau,  en  avant  duquel  est  la  tribune  de  l'orateur.  En  plaçant  le 
bureau  à  un  des  sommets  de  l'ellipse,  on  pourrait  lui  consacrer  un 
espace  suffisant  pour  la  commodité  du  service,  et  l'orateur  se  trou- 
verait naturellement  placé  sous  un  des  ombilics  de  la  voûte  ;  l'am- 
phithéâtre n'occuperait  que  la  partie  qui  est  en  avant.  Une  galerie 
qui  ferait  le  tour  entier  de  la  salle,  et  qui  serait  assez  élevée  pour 
être  très-distincte  de  l'amphithéâtre,  fournirait  des  places  au  public. 
La  salle,  qui  n'aurait  ni  tribune  ni  aucune  espèce  d'irrégularité, 
pourrait  être  décorée  par  des  colonnes,  à  chacune  desquelles  cor- 
respondrait une  nervure  de  la  voûte,  pliée  suivant  la  ligne  de  cour- 
bure ascendante.  Toutes  ces  nervures,  verticales  à  leur  naissance, 
se  courberaient  autour  de  l'un  ou  de  l'autre  ombilic,  pour  redes- 
cendre ensuite  à  plomb  sur  les  colonnes  opposées,  et  elles  seraient 
croisées  perpendiculairement  par  d'autres  nervures  pliées  suivant 
les  lignes  de  l'autre  courbure.  Les  intervalles  de  ces  nervures  pour- 
raient être  à  jour,  soit  pom*  éclairer  la  salle,  soit  pour  donner  des 
issues  à  l'air,  et  formeraient  un  vitrage  moins  fantastique  que  les 
roses  de  nos  églises  gothiques.  Enfin,  deux  lustres  suspendus  aux 
ombilics  de  la  voûte,  et  à  la  suspension  desquels  la  voûte  entière 
semblerait  concourir,  serviraient  à  éclairer  la  salle  pendant  la  nuit. 

Nous  n'entrerons  pas  dajns  de  plus  grands  détails  à  cet  égard  ;  il 
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nous  suffit  d'avoir  indiqué  aux  artistes  un  objet  simple,  et  dont  la 
décoration,  quoique  très-riche,  pourrait  n'avoir  rien  d'arbitraire, 
puisqu'elle  consisterait  principalement  à  dévoiler  à  tous  les  yeux 
une  ordonnance  très-gracieuse,  qui  est  dans  la  nature  même  de  cet 
objet. 


EXPLICATION  DES  FIGURES  {Planches  letll). 

FIGURE  I. 

La  fig.  1  représente  les  projections  des  lignes  de  courbure  de  la 
surface  de  l'ellipsoïde  sur  le  plan  qui  passe  par  le  grand  axe  AB  et 
par  l'axe  moyen  CD.  Lorsque  la  voûte  est  surbaissée,  ce  plan  est 
celui  de  la  naissance;  c'est  le  cas  que  nous  avons  supposé  dans 
l'article  XL 

GLO  est  le  quart  de  l'ellipse  auxiliaire;  OHI  est  une  partie  de 
l'hyperbole  auxiliaire.  Il  suffit,  pour  cette  dernière  courbe,  de  con- 
struire l'arc  qui  correspond  à  la  partie  OB  du  grand  axe.  Cette 
ellipse  et  cette  hyperbole  ont  les  mêmes  axes,  dont  les  moitiés  sont 
KG,  KO,  et  dont  nous  détaillerons  la  construction  dans  la^g*.  2. 

Les  ellipses,  telles  que  MNM'N',  sont  les  projections  des  lignes 
d'une  des  courbures;  leurs  sommets  M,  N  se  construisent,  pour 
chacune  d'elles,  en  abaissant  d'un  point  H,  pris  sur  l'hyperbole 
auxiliabe,  les  coordonnées  rectangulaires  HM,  HN.  D  peut  arriver 
que,  de  ces  deux  points  M,  N,  l'im  soit  déterminé  par  d'autres 
considérations.  Par  exemple,  en  regardant  ces  lignes  de  courbure 
comme  celles  qui  divisent  en  voussoirs  la  surface  d'une  voûte,  on 
peut  désirer  que  les  hauteurs  des  assises  successives  différent  entre 
elles  le  moins  possible.  Dans  ce  cas,  on  pourrait  diviser  la  demi- 
circonférence  CDE  de  l'ellipse  verticale  en  parties  sensiblement 
égales  entre  elles,  et  projeter  ces  points  de  division  sur  l'axe  CD, 


Digitized  by 


Google 


—    i58  — 

ce  qui,  pour  chaque  ligne  de  courbure  correspondante,  détermine- 
rait le  point  M.  Alors,  pour  trouver  l'autre  sommet  N  de  la  même 
ellipse,  il  faudrait,  par  le  point  M,  mener  MH  parallèle  à  AB,  la 
prolonger  jusqu'à  la  rencontre  de  l'hyperbole  auxiliaire,  et,  du 
point  H  d'intersection,  abaisser  sur  AB  la  perpendiculaire  HN,  qui 
déterminerait  le  point  N. 

Les  hyperboles,  telles  que  SPRS'P'R',  sont  les  projections  des 
lignes  de  l'autre  courbure.  Les  extrémités  P,  Q  de  leurs  axes  se 
construisent,  pour  chacune  d'elles,  en  abaissant  d'un  même  point  L, 
pris  sur  l'ellipse  auxiliaire,  les  coordonnées  rectangulaires  LP,  LQ. 
Dans  la  jig.  2 ,  nous  indiquerons  comment  on  construirait  ces 
points  s'il  fallait  que  l'hyperbole  passât  par  un  point  déterminé  R 
de  la  naissance. 

O  et  O'  sont  les  projections  des  ombilics. 

FIGURE  2. 

L'objet  de  la  jig,  2  est  de  donner  les  détails  de  la  construction 
des  extrémités  O,  G  des  axes  communs  de  l'ellipse  et  de  l'hyperbole 
auxiliaires.  Soient  ADB  la  moitié  de  la  grande  ellipse  horizontale 
qui  passe  par  les  naissances  de  la  voûte  surbaissée;  F,  F  ses  foyers; 
We  le  quart  de  l'ellipse  verticale  dont  le  plan  passe  par  AB  ;  f,  f  ses 
foyers;  DUE  l'ellipse  qui  passe  par  KD;  et/^un  de  ses  foyers.  Pour 
construire  le  point  O,  on  portera  Kf  et  KF  sur  l'autre  axe,  de  K 
en  f  et  F';  on  mènera  la  droite  TB,  et,  par  le  point  F',  on  lui  mè- 
nera la  parallèle  F'O,  qui,  par  son  intersection  avec  l'axe  AB,  dé- 
terminera le  point  O.  De  même,  on  portera  K/sur  l'autre  axe,  de  K 
en/';  on  mènera  la  droite /'D,  et,  par  le  point  F,  on  lui  mènera 
une  parallèle  FG,  qui,  par  sa  rencontre  avec  l'axe  KD  prolongé, 
déterminera  le  point  G. 

Si,  la  voûte  devant  être  décorée,  les  lignes  de  courbure  ascen- 
dantes, et  qui  sont  projetées  sur  les  hyperboles,  devaient  être  ren- 
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dues  apparentes,  soit  pour  marquer  des  trumeaux  qui  correspon- 
draient à  des  colonnes  d'architecture  grecque,  soit  pour  tracer  des 
nervures  qui  correspondraient  à  des  piliers  d'architecture  gothique, 
il  faudrait  que  ces  colonnes  dans  un  cas,  et  ces  piliers  dans  l'autre, 
fussent  également  espacés,  et  que  les  hyperboles  divisassent  l'el- 
lipse ADB  de  la  naissance  en  parties  sensiblement  égales;  et  alors  le 
point  R  de  cette  ellipse,  par  lequel  chaque  hyperbole  devra  passer, 
serait  déterminé  antérieurement.  Dans  ce  cas,  pour  trouver  le 
sommet  P  de  cette  hyperbole,  il  faudrait,  du  point  R,  abaisser 
sur  AB  la  perpendiculaire  RT,  mener  la  droite  f'T,  et,  par  le 
point  F',  mener  à  cette  dernière  la  parallèle  F'P,  qui  couperait 
l'axe  AB  dans  le  point  P.  Quant  à  l'extrémité  Q  de  l'autre  axe,  on 
la  déterminerait  en  menant  par  le  point  L  l'ordonnée  PL  à  l'ellipse 
auxiliaire,  et  en  abaissant  du  point  L  l'autre  coordonnée  LQ,  qui, 
par  sa  rencontre  avec  l'autre  axe  KG,  déterminerait  le  point  Q. 

FIGURE  3. 

La  fig,  3  représente  les  projections  des  lignes  de  courbure  de 
la  surface  de  l'ellipsoïde  sur  le  plan  qui  passe  par  le  plus  grand  AB, 
et  par  le  plus  petit  EE'  des  trois  axes.  Lorsque  la  voûte  est  sur- 
baissée, comme  nous  l'avons  supposé  dans  l'article  XI,  ce  plan  est 
vertical. 

XLG  est  le  quart  de  l'ellipse  auxiliaire.  Nous  donnerons,  dans 
\^fig.  4 5  les  détails  de  la  construction  de  ses  axes. 

Les  ellipses,  telles  que  MNM'N',  qui  ont  un  axe  plus  grand  que 
le  grand  axe  AB,  sont  les  projections  des  lignes  d'une  des  courbures; 
et  les  ellipses,  telles  que  QPQ'P',  qui  ont  un  axe  plus  grand  que  le 
petit  axe  EE',  sont  les  projections  des  lignes  de  l'autre  courbure. 
Ces  deux  suites  d'ellipses  se  construisent  de  la  même  manière,  et 
l'on  trouve  les  extrémités  des  axes  de  chacune  d'elles  en  abaissant 
d'un  même  point  de  l'ellipse  auxiliaire,  sur  les  deux  axes,  les  per- 
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pendiculaires  LP,  LQ  pour  celles  d'une  suite,  et  HM,  HN  pour 
celles  de  l'autre. 

0,0,0,0  sont  les  quatre  ombilics  qui,  dans  cette  projection, 
sont  placés  sur  le  contour  apparent  de  la  surface. 

Si,  par  les  extrémités  des  axes  de  l'ellipse  auxiliaire,  on  mène  les 
quatre  droites  XG,  GX',  X'G,  G'X,  qui  seront  parallèles  deux  à 
deux,  chacune  d'elles  touchera  toutes  les  projections  de  lignes  des 
deux  courbures,  en  sorte  que  toutes  les  ellipses  qui  forment  ces 
projections  seront  inscrites  dans  un  losange. 

FIGURE  4. 

La  fig.  4  a  pour  objet  de  donner  les  détails  de  la  construction 
des  extrémités  X,  G  des  axes  de  l'ellipse  auxiliaire  de  la^ïg^.  3. 
Soient  AB  le  grand  axe  de  l'ellipsoïde;  KD  la  moitié  de  l'axe  moyen; 
KE  la  moitié  du  petit  axe;  F,  F  les  foyers  de  la  grande  ellipse, 
dont  on  a  représenté  le  quart  par  ASD;  f,  f  les  foyers  de  l'ellipse 
moyenne  AOE;  et  y  un  des  foyers  de  la  petite  ellipse  DUe.  Pour 
construire  le  sommet  X  de  l'ellipse  auxiliaire  KLG,  on  portera  KF 
et  Kf  sur  l'autre  axe,  de  K  en  F'  et  f;  on  mènera  F'B,  et,  par  le 
point  f,  la  parallèle  f'X,  qui,  par  sa  rencontre  avec  l'axe  AB  pro- 
longé, déterminera  le  point  X.  De  même,  pour  l'extrémité  G  de 
l'autre  axe,  on  portera  K/sur  AB,  de  K  en/';  on  mènera  la 
droite /'E,  et,  par  le  point  f,  la  parallèle  fG,  qui,  par  sa  rencontre 
avec  l'axe  KE  prolongé,  déterminera  le  point  G. 
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§  XVII. 

DE  LA  GÉNÉRATION  DE  LA  SURFACE  COURBE  DONT  TOUTES  LES  LIGNES 
D'UNE  DES  COURBURES  SONT  DANS  DES  PLANS  PARALLÈLES  A  UN  PLAN 
DONNÉ. 


Pour  simplifier  les  opérations,  nous  supposerons  d'abord  que  le 
plan  donné  soit  perpendiculaire  au  plan  des  oo^y.  Cette  hypothèse 
n'altérera  en  aucune  Inanière  la  figure  de  la  surface  courbe;  elle  ne 
produira  d'autre  effet  que  de  lui  donner  une  position  déterminée 
dans  l'espace.  Ensuite,  et  lorsque  nous  aurons  trouvé  la  génération 
de  la  surface  considérée  dans  cette  position  particulière,  nous  pas- 
serons au  cas  général,  pour  lequel  nous  n'aurons  plus  à  faire  que 
des  opérations  analogues,  et  nous  pourrons  exposer  ces  opérations 
d'une  manière  plus  rapide. 


Soit  y  =  ax  l'équation  du  plan  mené  par  l'origine,  et  auquel 
doivent  être  parallèles  tous  les  plans  qui  contiennent  les  lignes  de 
courbure;  l'équation  générale  de  ces  plans  sera 

y  =  dx  -{-  a^ 

dans  laquelle  a  est  une  constante  absolue  dont  la  valeur  est  la  même 
pour  tous  les  plans,  et  a  est  une  quantité  constante  pour  chaque 
plan  et  variable  d'un  de  ces  plans  à  l'autre.  Pour  chaque  ligne  de 
courbure  en  particulier,  et  sera  donc  constante,  et,  en  différentiant, 
on  aura 

dx 

Donc,  en  substituant  cette  valeur  de  ^  dans  l'équation  de  la  pro- 
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jection  des  lignes  de  courbure 

on  aura 

a^[{l^q^)s-pqt]^a[{i-^q^)r-{l^p^)t]]^^ 

—  [[i+p')s—pqr]  \ 

ou,  ordonnant  par  rapport  aux  différences  secondes, 

{r^as)  [a(i  -^q'')-^pq]  =  {s-+-at)\i  -hp"" -h  apq], 

équation  qui,  exprimant  la  relation  que  doivent  avoir  entre  elles  les 
quantités/?,  q,r^  s^  t  pour  que  les  lignes  de  courbure  soient  dans 
des  plans  parallèles  au  plan  donné,  est,  aux  différences  partielles 
secondes,  celle  de  la  surface  demandée. 

IL 

Pour  trouver  les  deux  équations  aux  différences  partielles  du 
premier  ordre,  nous  rechercherons  d'abord  celle  de  la  caractéris- 
tique de  la  surface.  Pour  cela,  après  avoir  fait,  pour  abréger, 

a(l  -hq'')-+-pq  =  M, 
I  -hp^-hapq  =  N, 

ce  qui  réduit  l'équation  aux  différences  secondes  à  la  forme  phis 

simple 

(r-ha^)M—  (^H-ae)N=  o, 

nous  la  différentierons  en  regardant  r,  Sj  t  comme  seules  variables; 
et,  en  nommant  R,  S,  T  les  coefficients  respectifs  des  différentielles 
de  ces  trois  quantités,  nous  trouverons 

R  =  M,     S  =  aM  — N,     T=— aN, 
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Mdy'  —  (aM  —  N)  dxcfy  —  al^da:'  =  o, 
qui  peut  être  mise  sous  la  forme 

{dy  —  adx)  {Mdy  H-  Nd^)  =  o. 

Or  cette  équation  a  deux  facteurs;  donc  la  surface  que  nous  consi- 
dérons a  deux  caractéristiques  indépendantes ,  et  dont  les  projections 
sur  le  plan  des  .r ,  y  ont  pour  équations  séparées  et  distinctes  : 

dy  —  adx  =  o, 
Mrf)^H-Ncix  =  o. 

La  première  de  ces  équations  est  celle  d'im  plan  parallèle  au  plan 
donné;  d'où  il  suit  que  l'une  des  caractéristiques  est  la  ligne  même 
de  courbure  qui  doit  être  dans  ce  plan. 

Nous  opérerons  ensuite  pour  chacune  de  ces  caractéristiques  en 
particulier,  et  d'abord  pour  la  première. 

La  seconde  équation  de  cette  caractéristique  n'est  autre  chose 

que  celle 

{r  ~+-  as)M  —  (^  H-  a^) N  =  o 

de  la  surface  courbe,  sur  laquelle  elle  existe  tout  entière.  Donc, 
si  de  cette  dernière  équation  on  chasse  r,  ^,  ^  au  moyen  des  deux 
équations 

dp  =  rdr  H-  sdfj        dq  =  sd<£  -h  tdy^ 

(|ui  ne  sont  que  les  définitions  de  ces  trois  quantités,  et  si  l'on  fait 

dy  —  adx  =  o, 

ce  qui  a  lieu  pour  la  caractéristique,  la  seconde  équation  de  cette 

courbe  sera 

^dp  —  ^dq  =  o. 

21. 
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Ainsi,  en  remettant  pour  M  et  N  leurs  valeurs,  on  aura,  pour  la 
caractéristique,  les  deux  équations  aux  différences  ordinaires 

.    dy  —  adx  =  o, 
[a(i  -h^'')  -^pq]dp—  (i  -+-/?^  H-  apq)dq  =  o. 

Or  ces  équations  sont  toutes  deux  intégrables;  cela  est  évident  pour 
la  première.  Quant  à  la  seconde,  si  l'on  ajoute  à  chacun  des  coeffi- 
cients de  dp  et  dq  ce  qu'il  faut  pour  que  la  quantité  i-hp^  -hq^ 
y  entre  complètement,  et  si  Ton  retranche  ensuite  ce  qu'on  aura 
ajouté,  on  aura 

(i  H-/?^  -h  q^)  {adp  —  dq)  —  {ap  —  q)  {pdp  -+-  qdq)  =  o, 

équation  séparée.  Donc  les  deux  équations  intégrales  de  la  caracté- 
ristique sont 

y  —  ax  =z  a\ 

^P  —  9       ^  ^ 
\/i  +  P*  +  7* 

A  et  a  étant  les  deux  constantes  arbitraires.  La  surface  est  donc  telle 
que,  si  la  première  de  ces  équations  a  lieu,  la  seconde  a  aussi  lieu 
nécessairement,  c'est-à-dire  que,  si  a  est  constant,  a!  est  aussi  con- 
stant. Donc  les  quantités  a  et  af  sont  constantes  ensemble  et  variables 
ensemble;  donc  la  première  équation  de  la  surface  aux  différences 
partielles  du  premier  ordre  est 

{a)  y  —  ax=  J      ^^"^      Y 

VVi+p'  +  yV 

Quant  à  l'autre  caractéristique ,  si ,  au  moyen  de  sa  première  équation 

Mdf  -i-  'Ndx  =  o, 
on  chasse  M  et  N  de  l'équation  de  la  surface 

(r  •+-  as)M  —  (^  +  a^)N  =  o. 
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et  si  de  celle-ci  on  élimine  r^  s^t  par  leurs  équations 

dp  =  rdx  -h  sdy-y        dq  =  sdx  H-  tdy^ 

on  aura  pour  seconde  équation  de  cette  coiirbe  : 

dp  -h  adq  =  o. 

Ainsi,  en  remettant  poiu*  M  et  N  leurs  valeurs,  et  à  cause  de 
dz=^pdx-{-qdy^  on  aura,  pour  la  seconde  caractéristique,  les 
deux  équations  aux  différences  ordinaires 

dx  -h  ady  +(/?-+-  aq)  dz  =  o, 
dp  H-  adq  =  o. 

Or,  de  ces  deux  équations,  la  seconde  est  évidemment  intégrable; 
quant  à  la  première,  elle  le  devient  par  l'addition  de  la  quantité 
z{dp-{-adq)^  qui  est  nulle  en  vertu  de  la  seconde;  donc  les  deux 
équations  intégrales  de  cette  courbe  sont 

J?  H-  aj  H-  (/?  H-  aq)z  =  ^\ 
p  ^  aq  =  p. 

Donc,  en  raisonnant  comme  pour  l'autre  caractéristique,  les  deux 
quantités  (3  et  |3'  sont  fonctions  l'une  de  l'autre,  et  la  seconde  équa- 
tion aux  différences  du  premier  ordre  de  la  surface  est 

[b)  o?  +  aj  -h  (/?  -h  aq)z  =  -^{p  -h  aq). 

La  marche  que  nous  venons  de  suivre  pour  parvenir  de  l'équa- 
tion  en  différences  secondes  aux  deux  équations  en  différences  pre- 
mières, est  une  véritable  intégration;  nous  avons  tâché  d'en  rendre 
le  procédé  clair  par  la  géométrie. 

Les  deux  intégrales  premières  (a) ,  {b)  sont,  chacune  en  particulier, 
d'une  forme  que  l'on  sait  traiter;  mais,  parce  qu'elles  appartiennent 
toutes  deux  à  la  même  surface,  elles  se  prêtent  un  secours  mutuel 
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pour  leur  intégration,  comme  nous  allons  l'exposer  d'une  manière 

générale. 

III. 

Si  l'on  avait,  entre  les  cinq  quantités  x^y^z^p^q^  une  troisième 
équation  qui  appartînt  encore  à  la  même  surface,  et  qui  fut  obtenue 
par  une  autre  considération,  l'intégrale  finie  serait  le  résultat  de 
l'élimination  de/?  et  de  q  entre  ces  trois  équations.  Or  on  a 

dz^:^  pdx  ~\-  qdy\, 

qui  résulte  de  la  définition  des  quantités /?  et^.  Il  ne  s'agit  donc 
que  de  l'intégrer  pour  avoir  cette  troisième  équation. 
Si  /?  et  <y  étaient  constantes,  l'intégrale  de 

dz  =^  pdx  -\-  qdy 
serait 

z  =/;jc  +  7j  -h  A, 

dans  laquelle  A  serait  une  constante  arbitraire  absolue;  mais,/?  et  q 
étant  toutes  deux  variables,  il  faut  :  i"*  que  A  soit  une  fonction  arbi- 
traire des  deux  quantités/?  et  q ,  qu'  on  a  regardées  comme  constantes 
dans  l'intégration;  2°  que  cette  fonction  soit  telle,  que  les  différen- 
tielles de  l'intégrale,  prises  en  regardant  successivement  /?  et  </ 
comme  seules  variables,  soient  satisfaites;  ainsi,  en  représentant 
par  TT  la  fonction  arbitraire  de  p,  q^  on  aura  les  trois  équations 

(r)  z  =px-+-  qr^7r{p,q), 

(r/)  X  H-  tt'  =  o, 

(e)  r+7r''=o, 

qui  appartiennent,  en  général,  à  toutes  les  surfaces  courbes.  Pour 
qu'elles  appartiennent  seulement  aux  surfaces  que  nous  considé- 
rons, il  faut  que  la  fonction  tt  soit  telle,  que  les  cinq  équations  (a) , 
(ft),  (c),  (c?),  (e)  puissent  avoir  lieu  en  même  temps,  ou  qu'en  éli- 
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minant  entre  elles  les  trois  coordonnées  ^,  j,  z,  les  deux  équations 
résultantes  en  /?,  ^,  -^j  tt',  tt"  soient  satisfaites.  De  ces  deux  équa- 
tions résultantes  on  tirera  les  valeurs  de  tt',  tt"  enp  et  r/,  en  les 
substituant  dans 

chr  =  TT^dp  -h  TT^^dq; 

on  aura,  entre  les  trois  variables/?,  g^  tt^  une  équation  aux  diffé- 
rences ordinaires,  qui  tiendra  lieu  des  deux  résultantes,  et,  par 
conséquent,  de  deux  quelconques  des  cinq  équations  (a),  (6),  (c), 
{d) ,  {é) .  Cette  équation  appartiendra  toujours  à  une  surface  courbe, 
c'est-à-dire  pourra  toujours  être  rendue  intégrable  par  un  facteur, 
lorsque  (a)  et  [b)  appartiendront  elles-mêmes  à  une  même  surface 
courbe;  ce  qui  a  lieu  dans  le  cas  présent,  puisque  {a)  et  (b)  sont  les 
deux  intégrales  premières  d'une  même  équation  aux  différences 
secondes. 

L'intégrale  de  cette  équation  donnera  en  p  et  g  la  forme  de  la 
fonction  tt,  que  l'on  substituera  dans  trois  quelconques  des  équa- 
tions (a),  (è),  (c),  {d)y  (e),  par  exemple  dans  les  trois  dernières;  et 
l'intégrale  finie  de  l'équation  aux  différences  partielles  secondes  sera 
le  résultat  de  l'élimination  de  deux  indéterminées  pet  g  entre  ces 
trois  équations. 

Nous  allons  appliquer  ce  procédé  au  cas  présent. 

IV. 

Pour  abréger,  nous  représenterons  par  les  lettres  simples  a  et  |5 
les  quantités  qui  sont  sous  les  fonctions,  ce  qui  donnera 

—  a. 


-{-  p   +  g  =     ;     , — ^; 

^  ■*  I  +  a'  —  a" 
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puis,  éliminant  x^y^z  entre  les  cinq  équations  (a) ,  (è) ,  (c) ,  {d) ,  (e) , 
on  aura  les  deux  résultantes 

desquelles  on  tirera  les  valeurs  suivantes  de  tt'  et  tt'"'  : 

(i  -+-a'  -h(3')7r'  =  p9r  — 4pH-[«(i  +?')  -+-/^5^]<Paj 
(i  +  a^  +  (5'^)'7r''=  a(37r  —  «4^  —  ['  +/^^  +  ^V^^']?*» 

qui,  étant  substituées  dans  d7f  =  7r'dp-\-7r"dq^  et  mettant  poiu*  dp 
et  dq  leurs  valeurs  en  a,  j3,  da^  rfj6,  donnent,  pour  équations  aux 
différences  ordinaires, 

Le  premier  membre  de  cette  équation  est  une  différentielle  exacte  ; 
dans  le  second,  les  variables  sont  séparées,  en  sorte  que,  si  les  fonc- 
tions ^  et  4  étaient  déterminées  et  données,  l'intégration  de  ce 
membre  ne  dépendrait  que  des  quadratures;  mais,  dans  le  cas  pré- 
sent, où  les  fonctions  ^  et  4  sont  arbitraires,  le  second  membre  doit 
être  regardé  comme  composé  des  différentielles  de  deux  autres 
fonctions  arbitraires,  l'une  de  a  et  l'autre  de  p.  Représentant  donc 
c*es  nouvelles  fonctions  par  d'autres  caractères  $  et  ^,  dont  le  der- 
nier même  exprime  ce  que  devient  la  fonction  quand  on  a  fait  dis- 
paraître le  dénominateur  de  l'intégrale,  cette  intégrale  sera 


remettant  pour  a  et  ^  les  quantités  qu'elles  représentent,  et  substi- 
tuant ensuite  pour  tt  sa  valeur  dans  les  trois  équations  (c) ,  (rf) ,  (^) , 
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la  première  deviendra 

z=px-hqx-h\/[i-\-a''-i-{p-haqy]<i>(  ^^ZIJ=  )-f-y(/? -haq); 

enfin,  représentant  par  M  =  o  cette  équation,  l'intégrale  finie 

sera  le  résultat  de  l'élimination  des  deux  quantités  p,  q  entre  les 

équations 

M  =  o, 

m-- 
(w)=«- 

La  première  de  ces  équations  étant  celle  d'un  plan,  il  s'ensuit  que 
l'intégrale  présente  la  surface  dont  nous  nous  occupons,  comme 
l'enveloppe  de  l'espace  parcouru  par  un  plan  qui  se  meut  en  vertu 
de  la  variation  de  deux  des  constantes  qui  entrent  dans  son  équa- 
tion, c'est-à-dire  que  l'intégrale  définit  la  surface  par  la  propriété 
de  son  plan  tangent.  Il  serait  facile  de  déduire  de  là  la  génération 
de  cette  surface  ;  mais  d'autres  considérations  vont  nous  conduire 
à  un  nouveau  résultat  intégral,  qui  nous  fournira  une  génération 
plus  simple. 

V. 

Nous  avons  vu  que  les  deux  équations  de  la  seconde  caracté- 
ristique sont 

a:*  4-  aj  H-  |3z  =  4^? 

/?  +  açr  =  |3. 

Nous  savons,  d'ailleurs,  que  les  équations  de  la  normale  à  la  surface 
courbe  sont  en  x\y\z\ 

X  —  x^  '\-  {z  —  ^')/?  =  o, 

y  —  y'-\-{z  —  z')q  =  0. 


22 
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Donc  on  aura,  en  x\  j',  z',  Téquation  de  la  surface  qui  est  le  lieu 
de  la  suite  des  normales  menées  par  les  points  de  la  même  caracté- 
ristique, en  éliminant  entre  ces  quatre  équations  trois  des  cinq 
quantités  x^  y^  ^^fj  7-  Mais,  si  l'on  élimine  trois  de  ces  quantités, 
les  deiK  autres  disparaissent,  et  l'on  a 

x'  -+-  a/  -+-  (3z'  =  4|3, 

dans  laquelle  |3,  qui  est  constante  pour  une  même  caractéristique, 
est  aussi  constante  pour  la  même  surface  des  normales.  Donc  cette 
dernière  surface  est  plane;  donc  la  seconde  caractéristique  est  l'autre 
ligne  de  courbure  de  la  surface,  ligne  qui,  comme  la  première,  est 
une  courbe  plane,  mais  qui  n'est  pas,  comme  elle,  dans  un  plan 
constamment  parallèle  à  lui-même. 

Connaissant  l'équation  des  siu'faces  développables  normales,  rela- 
tives à  la  seconde  courbure,  il  sera  facile  d'avoir  celle  de  la  surface 
des  centres  de  la  première  courbure.  En  effet,  cette  surface  des 
centres,  étant  touchée  par  toutes  les  surfaces  développables  nor- 
males de  la  seconde  suite,  peut  être  regardée  comme  leur  enveloppe; 
et  son  équation  sera  le  résultat  de  l'élimination  de  j3  entre  l'équation 

x'  -h  aj'  -h  |3z'  =  4l3 

des  surfaces  développables  normales,  et 

qui  est  sa  différentielle,  prise  en  regardant  |3  comme  seule  variable. 
Or  l'élimination  dont  il  s'agit  est  praticable,  quoique  la  fonction  4 
soit  arbitraire,  car  la  seconde  de  ces  équations  exprime  que  p  est 
une  fonction  arbitraire  de  z';  et,  en  substituant  cette  valeur  dans 
la  première,  on  aura  un  résultat  composé,  d'une  manière  arbitraire, 
des  deux  quantités  z'  et  x'  +  aj'.  Donc,  représentant  par  W  une 
nouvelle  fonction  arbitraire,  l'équation  de  la  surface  des  centres  de 
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la  première  courbure  sera 

Donc  cette  sur&ce  est  celle  d'un  cylindre  à  base  quelconque,  et 
dont  la  droite  génératrice  est  constamment  perpendiculaire  au 
plan  donné. 

On  ne  peut  pas,  de  la  même  manière,  éliminer  à  la  fois  a^,  j,  z, 
/?,  q  entre  les  équations  de  la  normale 

X  —  x^  -+-  [z  —  z')p  =  o, 
j  — 7'+  (z  —  z')q  =  o, 

et  les  deux  équations 

jr  —  ax=(pct, 

de  la  ligne  de  première  courbure;  en  sorte  que  l'équation  de  la  sur- 
face développable  de  la  normale 


j'—  aa?'-h  flt(z  —  z')  \/i  H-/?'  -h  (7*  =  <Pflt, 

que  l'on  trouve  par  l'élimination  des  a;  et/,  n'est  pas  entièrement 
indépendante  du  point  de  la  surface  et  du  plan  tangent  en  ce  point. 
Mais,  si  x\y\  z'  sont  les  coordonnées  du  centre  de  courbure,  la 

qiiantité  (z  —  z')\[ \  -{- p'^  -\-  q^  est  l'expression  du  rayon  de  cour- 
bure que  nous  avons  représenté  par  R  ;  on  aura  donc 

j'  —  ax'  --h  aR  =  ^rt, 

pourvu  que  les  coordonnées  ^r',/' soient  déterminées  à  être  celles 
du  centre  de  courbure.  Or  cette  condition  aura  lieu  si  les  coordon- 
nées et  le  rayon  R  ne  changent  pas  de  grandeur  quand  a  variera, 
c'est-à-dire  quand  on  passera  d'une  surface  développable  normale 


l'A. 
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à  la  suivante;  et  alors  le  rayon  R  sera  celui  de  la  seconde  courbure. 
Il  faut  donc  difFérentier  cette  équation  en  regardant  a  comme  seule 
variable,  ce  qui  donnera 

et,  éliminante,  on  aura,  entre  a?',  j' et  R,  une  relation  indépendante 
du  point  que  Ton  considère  sur  la  surface  courbe.  Quoique  la  fonc- 
tion (p  soit  arbitraire,  l'élimination  de  a  est  praticable;  et,  en  repré- 
sentant par  $  une  nouvelle  fonction  arbitraire,  on  aura 

donc  le  rayon  de  la  seconde  courbure  est  l'ordonnée,  dans  le  sens 
des  z,  d'une  autre  surface  cylindrique  à  base  quelconque,  et  dont  la 
droite  génératrice  est  en  même  temps  parallèle  et  au  plan  donné  et 
à  celui  des  x^  j. 

Les  lignes  de  la  première  courbure  étant  dans  des  plans  parallèles 
entre  eux,  et  la  surface  des  centres  de  cette  courbure  étant  cylin- 
drique et  perpendiculaire  à  ces  plans,  il  s'ensuit  que  le  plan  de 
chaque  ligne  de  la  première  courbure  coupe  la  surface  cylindrique 
des  centres  dans  une  courbe  dont  cette  ligne  de  courbure  est  une 
développante.  Si  donc  on  conçoit  une  nouvelle  surface  cylindrique 
parallèle  à  celle  des  centres,  et  dont  la  base  serait  une  développante 
de  celle  de  la  surface  des  centres,  son  équation  exv  x\y' ^z^  sera 

F  étant  une  fonction  dérivée  de  ¥,  et  qui  pourra  être  prise  arbitrai- 
rement si,  désormais,  on  ne  considère  plus  la  fonction  Y;  et  chaque 
ligne  de  la  première  courbure  aura  tous  ses  points  à  la  même  dis- 
tance de  cette  nouvelle  surface.  De  plus,  cette  distance  constante 
pour  chaque  ligne  de  la  première  courbure,  et  variable  d'une  de 
ces  lignes  à  une  autre,  est  constante  et  variable  en  même  temps  que 
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le  rayon  R  de  la  seconde  courbure  ;  elle  est  donc  fonction  de  ce 
rayon,  et  son  expression  sera 

la  fonction/*,  dérivée  de  $,  pouvant  elle-même  être  prise  arbitrai- 
rement si  l'on  cesse  de  considérer  $. 

Actuellement,  si  Ton  conçoit  qu'une  sphère  variable  de  rayon, 
roulant  sur  la  surface  cylindrique  dont  l'équation  est 

z'=F(ar'+aj'), 

en  touche  successivement  tous  les  points,  et  que,  dans  chaque  posi- 
tion, son  rayon  soit  égal  à  l'ordonnée  z'  de  la  surface  cylindrique 
dont  l'équation  est 

il  est  évident  que  la  surface  courbe  parcourue  par  le  centre  sera  la 
surface  demandée.  Or,  x^y^z  étant  les  coordonnées  du  centre, 
l'équation  de  la  surface  de  la  sphère  mobile  est 

donc,  en  représentant  cette  équation  par  M  =  o,  l'équation  de  la 
surface  demandée  sera  le  résultat  de  l'élimination  des  deux  indé- 
terminées x\  y'  entre  les  trois  suivantes  : 

M  =  o, 

Kv)  =  °' 

résultat  qui  présente  la  génération  de  la  surface  d'une  manière  plus 
facile  que  celui  auquel  nous  avons  été  conduits  par  l'intégration 
directe. 
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VI. 


D'après  F  article  précédent,  si  Ton  prend  deux  surfaces  cylin- 
driques à  bases  quelconques  et  parallèles  au  plan  des  oCyjr,  mais 
telle's  que  la  droite  génératrice  de  la  première  soit  perpendiculaire 
au  plan  donné,  et  que  celle  de  la  seconde  soit  parallèle  au  même 
plan;  puis,  si  par  un  point  pris  à  volonté  sur  le  plan  des  a:,/,  on 
mène  une  ordonnée  z  indéfinie;  enfin,  si  sur  cette  ordonnée  on 
prend  un  point  dont  la  distance  à  la  première  surface  cylindrique 
soit  égale  à  l'ordonnée  correspondante  z  de  la  seconde,  ce  point 
sera  dans  la  surface  demandée. 

Il  suit  de  là  que  :  ^S*^'  sur  un  cylindre  à  bcise  quelconque,  et  dont 
la  droite  génératrice  soit  perpendiculaire  au  plan  donné,  on  pousse 
une  moulure  d'un  profil  quelconque,  mais  constant,  et  qui  ceigne 
le  cylindre  parallèlement  à  sa  base,  la  surface  de  cette  moulure 
sera  la  surface  générale  demandée. 

Il  est  de  même  évident  que  si  une  surface  de  révolution  quel- 
conque, constante  de  figure,  et  dont  Taxe  soit  toujours  perpendicu- 
laire au  plan  donné,  se  meut  sans  changer  de  distance  à  ce  plan,  et 
de  manière  que  son  axe  engendre  une  surface  cylindrique  à  base 
quelconque,  l'enveloppe  simple  de  l'espace  parcouru  par  cette  sur- 
face mobile  sera  encore  la  surface  générale  demandée.  Cette  der- 
nière génération,  qui  ne  produit  qu'une  enveloppe  simple,  conduit 
à  une  intégrale  qui  peut  être  représentée  par  deux  équations  seule- 
ment, entre  lesquelles  on  doit  éliminer  une  arbitraire;  mais  c'en  est 
assez  pour  cet  objet. 

VII. 

Nous  avons  vu  que  la  ligne  de  la  seconde  courbure  de  la  surface 
est  dans  un  plan  dont  l'équation  est 
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dans  laquelle  (3  est  une  constante  arbitraire  qui  reçoit  différentes 
valeurs  pour  les  diflTérentes  lignes  de  courbure.  Or,  si  Ton  compare 
ce  plan  au  plan  donné,  dont  Fécpation  est 

ax  — y  =  o, 

on  verra  qu'il  lui  est  toujours  perpendiculaire,  quelles  que  soient  et 
la  valeur  de  (3  et  la  forme  de  la  fonction  4  ;  car  la  somme  des  produits 
des  coefficients  de  x^  des  coefficients  de  j  et  de  ceux  de  z,  dans  ces 
deux  équations,  est  égale  à  o.  Donc  la  surface  a  deux  propriétés 
inséparables,  et  par  chacune  desquelles  elle  pouvait  être  également 
définie:  i**  d'avoir  toutes  les  lignes  d'une  des  courbures  dans  des 
plans  parallèles  à  un  plan  donné  ;  li**  d'avoir  toutes  celles  de  l'autre 
courbure  dans  des  plans  perpendiculaires  au  même  plan.  Les  sur- 
faces de  révolution,  qui  sont  un  cas  particulier  de  celle-ci,  en  four- 
nissent un  exemple  sensible. 

VIII. 

Pour  toutes  les  surfaces  que  nous  avions  considérées  jusqu'à  pré- 
sent ,  et  dont  les  équations  intégrales  contenaient  deux  fonctions 
arbitraires,  la  quantité  qui,  dans  chaque  équation,  se  trouvait  sous 
les  deux  fonctions  était  la  même,  soit  qu'elle  fût  déterminée  en 
a?,  j,  z,  soit  que  ce  fût  une  indéterminée  a,  dont  la  valeur  était 
indifférente,  et  qui  devait  disparaître  par  l'élimination.  C'était  à 
cette  circonstance  que  tenait  la  facilité  que  nous  avons  eue  de  les 
construire  et  de  déterminer  les  formes  des  fonctions  pour  que  la 
surface  individuelle  passât  par  deux  courbes  données  ou  enveloppât 
deux  surfaces  données.  Pour  la  surface  dont  nous  nous  occupons 
ici,  les  quantités  qui  sont  sous  les  fonctions  sont  différentes:  sous 
l'une,  c'est  x'  -^-ay'^  sous  l'autre,  c'est  j)^' — (ix\  Cette  circon- 
stance fait  que  la  surface  n'est  déterminée,  par  la  connaissance  des 
deux  courbes  qu'elle  renferme,  que  quand  ce  sont  certaines  courbes 
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particulières:  par  exemple,  la  surface  actuelle  est  déterminée  si  Ton 
connaît  le  profil  de  la  moulure  et  la  courbure  que  parcourt  un  des 
points  de  ce  profil,  parce  que  ces  deux  courbes  sont  les  deux  lignes 
de  courbure  d'un  même  point  de  la  surface,  et,  dans  ce  cas,  la  con- 
struction est  très-facile.  Mais,  si  Ton  donnait  deux  courbes  arbi- 
traires par  lesquelles  la  surface  dût  passer,  cette  surface  ne  serait 
pas  déterminée,  et  la  détermination  des  fonctions  dépendrait  du 
calcul  général  des  équations  aux  différences  finies,  qui  introduirait 
de  nouvelles  arbitraires,  et  dont  nous  ne  nous  occupons  pas  encore. 

IX. 

Pour  le  cas  général  dans  lequel  le  plan  donné  aurait  une  position 

quelconque,  les  raisonnements  seront  absolument  les  mêmes;  nous 

nous  contenterons  d'en  indiquer  ici  les  résultats  d'une  manière 

rapide.  Soit 

A^  4-  Bj  -h  Gz  =  o 

l'équation  donnée  du  plan  mené  par  l'origine,  et  auquel  doit  être 
parallèle  celui  dans  lequel  se  trouve  la  ligne  de  courbure;  l'équation 
de  ce  dernier  plan  sera 

Ax  -h  By-  -h  Gz  =  a, 

dans  laquelle  a  sera  constante  pour  chaque  ligne  de  courbure,  et, 
en  différentiant,  on  aura 

{A-hGp)da:-h{B-+-  Cq)  dy  =  o. 

Substituant  la  valeur  de  ^  que  donne  cette  équation  dans  l'équa- 
tion (E)  des  lignes  de  courbure,  et  faisant,  pour  abréger, 

(A-hC/7)/;^-(B-hC9)(i+/;»)  =  N, 
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r  équation  aux  différences  partielles  secondes  de  la  surface  sera 

\{B~^Gq)r—{A-hCp)s]M^[{B-hCq)s-{A^Cp)t]N=:o. 

X. 

Si  l'on  différentie  cette  équation  en  regardant  r,  ^,  t  comme 
seules  variables,  on  aura 

R=(B  +  C^)M, 

S  =  (Bh-C7)N  — (A-+-C/;)M, 
T  =  -  (A  +  Cp)  N; 

et,  substituant  ces  valeurs  dans  F  équation  générale  des  caractéris- 
tiques pour  le  second  ordre,  on  aura 

[(B  -h  Cq)  r/j  4-  (A  +  Cp)dœ]  {Mdy  —  ISda:)  =  o, 

qui,  ayant  deux  acteurs,  indique  que  la  surface  a  deux  caractéris- 
tiques dépendantes,  et  dont  les  équations  séparées  sont 

(R^Cq)dx-h{A-hGp)dx  =  o, 
M(fy  —  Ndœ  =  o. 

Employant  la  première  caractéristique,  dont  l'équation  peut  être 
mise  sous  cette  autre  forme 

Adx  ■+■  Bdy  4-  Cdz  =  o, 

on  voit  d'abord  que  cette  courbe  n'est  autre  chose  que  la  ligne  de 
courbure  elle-même,  qui  doit  être  dans  un  plan  parallèle  au  plan 

donné;  chassant  ensuite  a,q  de  l'équation  aux  différences  se- 
condes, et  remettant  pour  r,  ^,  «  leurs  valeurs,  on  trouve,  pour 
seconde  équation  de  cette  première  caractéristique, 

Mdp  -h  ^dq  =  o, 
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ou,  en  remettant  pour  M  et  N  leurs  valeurs,  et  réduisant, 

[Bpq  —  Gp  —  A{l-^q')]dp^[Apq  —  Cq  —  B{i^p')]dq=o, 

qui,  en  ajoutant  et  retranchant  ce  qu'il  faut  pour  que  la  quantité 
I  H-/?*  H-  ^f^  entre  complète  dans  chacun  des  coefficients,  devient 
l'équation  séparée 

(1+/?'  +  ^')  {Adp-^Bdq)  —  {Ap-hBq  —  C)  {pdp'hqdq)=^  o; 

donc  les  deux  équations  aux  différences  ordinaires  de  la  première 
caractéristique  sont  intégrables,  et  leurs  intégrales  sont 

Ax  -hBf  -hCz  =  a\ 
Ap  +  Bq—C  _ 
Vi  +  ;7^  +  9' 

dans  lesquelles  les  deux  arbitraires  et  et  a  ,  introduites  par  l'intégra- 
tion, sont  toutes  deux  constantes  pour  la  même  caractéristique,  et 
varient  d'une  caractéristique  à  une  autre;  donc,  pour  toute  l'étendue 
de  la  surface,  ces  deux  quantités  sont  constantes  ensemble,  et,  par 
conséquent,  fonctions  l'une  de  l'autre.  On  aura  donc,  pour  pre- 
mière équation  aux  différences  partielles  du  premier  ordre, 

Ao:  -h  Bj  +  Cz  =  ^/Ap+By-C\ 

Opérant  d'une  manière  analogue  pour  la  seconde  caractéristique, 
dont  réquation  est 

Mdf  —  Nflte  =  o, 

c'est-à-dire  chassant  de  l'équation  aux  différences  secondes  jg,  et 

remettant  pour  r,  ^,  *  leurs  valeurs,  on  trouve,  pour  seconde  équa- 
tion aux  différences  ordinaires  de  la  même  caractéristique, 

(B  +  Gy)rf/;  —  (A  +  Gp)  dq  =  o, 
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qui  est  séparée,  et  dont  l'intégrale  est 


A-hCp 


P» 


P  étant  une  quantité  constante  pour  la  même  caractéristique,  et  dont 
la  différentielle  est,  par  conséquent,  nulle,  tant  que  le  point  de  la 

sur&ce  ne  sort  pas  de  cette  courbe.  Substituant  ensuite  pour  -jrr^ 

cette  valeur  dans  l'autre  équation 

Mcfy-  —  Ndx  =  o, 

à  cause  de 

dz  =  pdx  H-  qdy, 

on  trouve 

^dx  —  dy  -h  {^p  —  q)dz  =  o^ 

dans  laquelle  |3  est  une  constante,  et  qui,  par  l'addition  de  la  quan- 
tité z{^dp  —  dq) ,  qui  est  nulle,  devient 

^doo  —  dy-h  d[z{^p  —  q)]  =  o, 

qui  est  une  différentielle  exacte,  et  dont  l'intégrale  est 

pj,_jr^z{pp-q)  =  ^\ 
ou 

^{x^pz)  —  {jr-^qz)  =  ^\ 

ou  enfin,  remettant  *pour  j3  sa  valeur, 

(B  +  G^)  {x  -hpz)  -  (A  H-  Cp)  (  j  ^  qz)  =  (A  +  G/7)  p'. 

Les  quantités  |3  et  |3',  étant  constantes  pour  la  même  caractéristique, 
sont  fonctions  l'une  de  l'autre;  donc  la  seconde  équation  aux  dif- 
férences partielles  du  premier  ordre  sera 

(B-hC^)(a:4-/;z)-(A+G/,)(/-+-9z)  =  (A  +  C/;)4(|±-{|). 

a3. 
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XL 


Pour  obtenir  l'intégrale  en  quantités  finies,  nous  ferons,  pour 
abréger, 

et  les  deux  intégrales  premières  deviendront 

(a)  Aa;  -h  Bj  +  Cz  =  ç)a, 

{b)     (B  +  C^r)  {x^pz)  -  (A  +  Cp)  ( j  -h  ^z)  =  (A  +  C/;) 4^. 

Substituant,  dans  ces  deux  équations,  pour  x,  y^z  leurs  valeurs 
prises  dans  (c),  [d),  (c)  (§XVII),  on  aura  les  deux  résultantes 

{qy  —  BA»)  9t'—  {py  —  Ak^)  71"=  {kq  —  B/?)9r  -h  (A  +  G/?)4|3, 
(A   H-  C/;)7r'H-(B   +  C9)V=  Ctt- —  cp*, 

desquelles  on  tirera  les  valeurs  suivantes  de  t'  et  tt"  : 

[7«  -  (A" -hB» 4-C')^']7r'=  [A7.  -  (A'  H-  B*  +  G*)/;] tt- 

—  {py—  Kk")  (pet  -h  {A -h  Cp)  (B  4-  C^)  4p, 

[y''  -  (A»-hB»  +  G»)A'],r"'=  [By  -  (A»  -f-  B''  -h  G  =  )  q]  ir 

—  (^— B*»)^«  —  (A-hG/>)S^» 

qui,  substituées  dans  d7r  =  yràp  -h  t^c^,  donneront 

[7"  — (A»+B»+G»)*»Jrf7r  — 7r.[7<^y— (A'-f-B»-hG^)yt<^A-] 
=  ?)«.  (r^cî*  —  A'flfy  )  +  (A  H- G/?)  4|3  [(B + Gç)  ^  —  (A -h  G/?)  <^] , 

équation  aux  différences  ordinaires  qui,  divisée  par 

[>«-(A»-»-B*-f-G*)^'f, 
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devient 

,  71 (fada C^^^d^ 

Vy'— (A*+B'+C»)ft'      [a«_(A'+B'4-C')p      [C*(H-/3*)— (B— A/3)«]^ 

dans  lesquelles  les  variables  sont  séparées.  Si  donc  les  fonctions  tt 
et  4  étaient  déterminées  et  connues,  l'intégrale  de  cette  écjuation 
dépendrait  des  quadratures.  Mais  si,  comme  dans  le  cas  présent, 
les  fonctions  sont  arbitraires,  elles  absorbent  les  facteurs  qui  les 
affectent,  et  les  deux  termes  du  second  membre  doivent  être  regar- 
dés comme  les  différences  exactes  de  deux  fonctions  arbitraires, 
l'une  de  a,  l'autre  de  (3.  Représentant  donc  ces  nouvelles  fonctions 
par  les  caractères  $,  ^,  ou,  pour  mieux  dire,  ce  qu'elles  deviennent 
l'une  et  l'autre  lorsqu'on  fait  évanouir  le  dénominateur  du  premier 
membre  de  l'intégrale,  on  aura 

TT  =  k<PA  +  (A  +  Cp)  ^j3. 

Remettant  pour  et,  |3,  k  les  valeurs  qu'elles  représentent,  et  sub- 
stituant ensuite  pour  a  cette  valeur  dans  (c),  («?),  (e),  la  première 
deviendra 

et,  représentant  cette  équation  par  M=  o,  l'intégrale  finie  sera  le 

résultat  de  l'élimination  des  deux  indéterminées  p,  q  entre  les  trois 

suivantes  : 

M  =o, 

(f)=°' 
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Si  Ton  voulait  trouver  en  x\  y\  z  Téquation  de  la  surface  qui 
est  le  lieu  des  normales  menées  par  tous  les  points  de  la  seconde 
caractéristique,  il  faudrait  éliminer  trois  des  cinq  quantités  x,  j,  s, 
/?,  q  entre  les  quatre  équations 

X  —  ct'  -h  (z  —  z)p  =  o, 
r-/  +(s  —z')q=o, 

B-H  Oq   =p(A-+-C^), 
^{x-^pz)  —  {y^qz)    =4^, 

dont  les  deux  premières  sont  celles  de  la  normale,  et  les  deux  autres 
celles  de  la  caractéristique.  Or  il  arrive  que,  par  cette  élimination, 
les  cinq  quantités  disparaissent;  on  a  donc,  pour  équation  de  la  sur- 
face des  normales, 


^.■_/^.'(B^)  =  4p, 


qui,  parce  que  ^  est  constante  pour  la  même  caractéristique,  est 
celle  d'un  plan.  Donc  la  seconde  caractéristique  est  elle-même  la 
ligne  de  la  seconde  courbure,  ligne  qui  est  plane,  comme  la  pre- 
mière, mais  dont  le  plan  est  constamment  perpendiculaire  au  plan 
donné. 

Ayant  T équation  de  la  surface  développable  normale,  dans  la- 
quelle p  est  un  arbitraire  qui  particularise  la  surface  individuelle, 
on  aura  facilement  celle  de  la  surface  des  centres  de  l'autre  cour- 
bure; car  cette  surface  des  centres  est  l'enveloppe  de  la  surface 
normale  considérée  comme  mobile.  On  aura  donc  son  équation  en 
éliminant  ^  de  l'équation  de  la  surface  normale,  au  moyen  de  sa  dif- 
férentielle prise  en  regardant  (3  comme  seule  variable,  c'est-à-dire 
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en  éliminant  |3  entre  les  deux  équations  suivantes  : 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  entre  les  deux  suivantes  : 

Co:'  — Az'  =  C4|3, 

Or  cette  élimination  est  praticable,  quoique  la  fonction  4  soit  arbi- 
traire, car  il  résulte  de  ces  deux  équations  que  leurs  premiers  mem- 
bres sont  fonctions  arbitraires  Vun  de  Tautre;  donc,  W  représentant 
ime  nouvelle  fonction  arbitraire,  l'équation  de  la  surface  des  centres 
de  la  première  courbure  sera 

qui  est  celle  d'une  surface  cylindrique  à  base  quelconque,  et  dont  la 
droite  génératrice  est  constamment  perpendiculaire  au  plan  donné. 
Si  l'on  voulait  trouver  de  même  l'équation  de  la  surface  dévelop- 
pable  normale  correspondante  à  la  première  ligne  de  courbure,  on 
ne  pourrait  pas  éliminer  en  même  temps  les  cinq  quantités  a;,  j,  2;, 
p,  q  des  quatre  équations  suivantes,  qui  sont  celles  de  la  normale  et 
celles  de  la  première  ligne  de  courbure  : 

X  —  x'  -^  [z  —  z')p  =  o, 
y  —  x'  ■+■  {z  —  z')  q  =:  o, 
Ao^-f-By-  -h  Cz  =  <pa, 
hp  +  T^q-C  ^^^ 

il  faudrait  y  joindre  encore  la  suivante  : 

(z  —  z')  v^i-f-z^'+T"  =  R. 
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qui  donne  l'expression  du  rayon  de  courbure,  et  alors  on  aurait 

Ax'  -+-  By'  H-  Cz'  =  (pflt  -h  aR, 

dans  laquelle  a  est  constante  pour  la  même  surface  normale,  et  qui, 
pour  im  point  quelconque  de  cette  surface,  exprime  le  rapport  entre 
les  trois  coordonnées  oo'\y\  z\  et  la  distance  R  de  ce  point  à  celui 
de  la  surface  courbe.  Mais,  si  Ton  difïérentie  cette  équation  en  regar- 
dant a  comme  seule  variable,  ce  qui  donne 

ç  ce  -f-  R  =  o, 

on  ne  considère  plus  sur  la  surface  normale  que  son  intersection 
avec  la  surface  normale  consécutive,  intersection  qui  se  trouve 
entièrement  sur  la  surface  des  centres  de  la  seconde  courbure. 
Donc,  si  Ton  élimine  et,  ce  qui  donne 

dans  laquelle  *  indique  une  nouvelle  fonction  arbitraire,  on  aura 
l'expression  du  rayon  de  la  seconde  courbure  en  coordonnées  du 
centre  de  cette  courbure,  et  ce  rayon  sera  constant  lorsque  la  dis- 
tance du  centre  au  plan  sera  constante. 

Raisonnant  ici  comme  dans  le  premier  cas,  on  verra  que  si,  après 
avoir  conçu  une  surface  cylindrique  parallèle  à  celle  des  centres  de 
la  première  courbure,  et  qui  aurait  pour  base  la  développante  de 
la  base  de  cette  dernière,  on  suppose  qu'une  sphère  variable  de 
rayon  roule  sur  cette  surface  de  manière  à  en  toucher  successive- 
ment tous  les  points,  et  que  le  rayon  de  la  sphère  soit  constant 
lorsque  la  distance  du  point  de  contact  au  plan  donné  est  constante, 
le  centre  de  la  sphère  mobile  parcourra  la  surface  demandée.  Ainsi 
la  surface  du  cas  général  ne  diffère  de  celle  du  cas  particulier  que 
par  sa  position. 

Cette  dernière  génération  peut  facilement  s'écrire  en  analyse.  En 
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effet,  l'équation  de  la  surface  cylindrique  développante  de  celle  des 
centres  de  la  première  courbure  est 

C/_Bz'=F(Ca;'  — Az'), 

dans  laquelle  la  fonction  F,  dérivée  de  la  fonction  M^,  peut  elle-même 
être  regardée  comme  arbitraire,  si  Ton  cesse  de  considérera.  En 
représentant  par  j?,  j^,  z  les  coordonnées  du  centre,  l'équation  de 
la  surface  de  la  sphère  mobile  est 

(^-^T-h(j-j?H-(2-^'r  =  [/(A^-'-hBr'-hCz')]% 

dans  laquelle  le  rayon  est  une  fonction  arbitraire /^  de  la  distance  du 
point  de  contact  au  plan  donné.  Donc,  si  l'on  représente  ces  deux 
équations,  la  première  par  M  =  o,  et  la  seconde  par  N  =  o,  l'équa- 
tion intégrale  de  la  surÊice  générale  est  le  résultat  de  l'élimination 

des  cinq  quantités  x\y\z\  (  ^  h  (  ^  )  ^  entre  les  sia^  équations 

suivantes  : 

M  =  o,  N  =  o. 


Ces  six  équations  peuvent  toujours  être  réduites  à  trois;  car  i  ""  les 

deux  quantités  (  ^  )  M  ^'  )  ^^  se  trouvant  pas  sous  les  fonctions 

arbitraires,  leur  élimination  actuelle  peut  toujours  s'opérer,  ce  qui 
réduit  à  quatre  le  nombre  des  équations;  2**  si  l'on  égale  à  de  nou- 
velles indéterminées  w,  p  les  deux  quantités  qui  sont  sous  les  fonc- 
tions arbitraires,  on  aura  six  équations,  entre  lesquelles  on  pourra 
éliminer  actuellement  les  trois  quantités  .r ,  j,  :3,  qui  ne  se  trouveront 
plus  sous  les  fonctions  arbitraires,  et  cette  élimination  réduira  à  trois 
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le  nombre  des  équations,  entre  lesquelles  il  faudra  éliminer  les  deux 
indéterminées  w  et  ^;  ce  qui  ne  pourra  avoir  lieu  que  quand  on  aura 
déterminé  les  formes  des  fonctions  arbitraires. 


§  XVIII. 

DE  LA  SURFACE   DONT  UN  DES  RAYONS  DE   COURBURE   EST   CONIflANT. 


Nous  avons  vu  qu'une  surface  courbe  avait,  pour  chacun  de  ses 
points,  deux  rayons  de  courbure.  Ces  deux  rayons,  pour  le  même 
point,  ont  entre  eux  une  relation  différente,  suivant  la  génération 
de  la  surface.  Nous  nous  proposons  de  trouver  les  équations,  tant 
aux  différences  partielles  qu'en  quantités  finies,  de  la  surface  pour 
laquelle  un  de  ses  rayons  est  constant  et  égal  à  a,  et  ensuite  de  dé- 
crire la  génération  de  cette  surface. 

I. 

L'expression  des  rayons  de  courbure  étant  donnée  par  l'équation 
du  second  degré 


r.(«-..,^rV.+;,.+,-[C;;;^;>;-;^'] 


^(i-^p-^qy  =  o, 


si  le  rayon  d'une  des  courbures  doit  être  constant  et  égal  à  a,  on 
aura  l'équation  aux  différences  partielles  secondes  de  la  surface  en 
faisant  R  =  «  dans  l'équation  précédente,  ce  qui  donne 


-\-{l-^p'-\-qy  =  o. 
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IL 

L'équation  que  nous  venons  de  trouver  est  comprise  dans  celle 
que  nous  avons  traitée  dans  les  §§  XIII  et  XIV;  car  si,  après  l'avoir 
divisée  par  (i  -+-p^  H-  ^*)%  on  fait,  pour  abréger, 

3     IV, 


(i+p'  +  9«)' 


ap<f 


-7  =  S, 


elle  sera  sous  la  forme 

{rt  —  s')  (RT  —  s')  —  Rr  —  2S^  —  T<  +  1  =  o; 

de  plus,  si  l'on  différentie  R,  S,  T,  en  regardant  p  et  q  comme 
variables  principales,  on  a 


et 

.dp)' 


\dq)-\dp) 
(dS\  _  (t 


ainsi  les  quantités  R,  S,  T  sont  les  coefficients  des  différences  par- 
tielles secondes  d'une  même  fonction  de  /?  et  ^;  ce  qui  est  la  condi- 
tion des  §§  Xni  et  XIV.  Nous  représenterons  cette  fonction  de/? 
et  q  par  r(yP,  q).  Donc  la  surface  demandée  est  l'enveloppe  de  l'es- 
pace parcouru  par  une  autre  surface  constante  de  figure,  et  qui, 
sans  tourner,  se  meut  le  long  d'une  courbe  arbitraire. 

Pour  trouver  par  intégration  la  forme  de  la  fonction  T ,  nous  avons 

dr'  =  Kdp  +  Sdq,       dv"  =  Mp  +  Tdq; 

a4. 
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substituant  pour  R,  S,  T  les  quantités  qu'elles  représentent,  on  aura 

ce  qui  donne,  en  intégrant, 


Nous  avons  de  même 

dV  =  T'dp  4-  V"dq, 

ou,  en  substituant  pour  r'  et  r"  leurs  valeurs, 

jp —  apdp  —  aqclq 

yji+p^+q* 
dont  l'intégrale  est 

T  =  —  a\Ji  -h p''  -h  q" ■ 

Donc,  mettant  pour  r,  r',  r"  leurs  valeurs  dans  les  formules  des 
§§  Xm  et  XIV, 

»p  ^  .  aq  f  a 

v/iH-p'+9'  Vi+p'+<7'  yji+pt+q^ 

d'où,  éliminant  a,  les  équations  aux  différences  partielles  du  pre- 
mier ordre  seront  deux  quelconques  des  trois  suivantes  : 

.r  +  -      "P  =<p(z-  ^^f^-^-Y 

gg —  =  n  /r  +       "y      Y- 

sji+p'  +  q'-  \  \fV+p*  +  q^j 


■"w 


dont  une  est  la  suite  nécessaire  des  deux  autres. 
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m. 

Si,  au  lieu  d'éliminer  a,  on  élimine  p  etq^  on  aura  pour  équation 
de  l'enveloppée 

(a;  —  (pciy  H-  (j  —  4ay  ^{z  —  cty  =  a\ 

Donc  la  surface  demandée  est  l'enveloppe  de  l'espace  parcouru  par 
une  sphère  dont  le  rayon  constant  est  égal  à  a,  et  dont  le  centre  se 
meut  le  long  d'une  courbe  à  double  courbure  arbitraire  dans  ses 
deux  projections,  les  équations  de  cette  courbe  étant. représen- 
tées par 

Donc  enfin  l'équation  de  la  surface  en  quantités  finies  est  le  résultat 
de  l'élimination  de  et  entre  l'équation  de  la  sphère  mobile  et  la  sui- 
vante : 

{x  —  (pût) (p'ct -f-  [y  —  4*) 4'^  +  ^  —  et  =  o, 
qui  est  sa  différentielle  prise  en  regardant  et  comme  seule  variable.  ' 

IV. 

La  dernière  équation,  qui  est  une  de  celles  de  la  caractéristique 
de  la  surface,  appartient  aussi  à  un  plan  normal  à  la  courbe  à  double 
courbure  arbitraire,  et  qui  passe  par  le  centre  de  la  sphère;  ainsi  la 
caractéristique  est  l'intersection  de  ce  plan  par  la  surface  même  de 
la  sphère,  et  ayant  la  même  valeur  pour  l'un  et  pour  l'autre.  Donc 
la  surface  demandée  peut  aussi  être  regardée  comme  engendrée  par 
le  mouvement  de  la  circonférence  d'un  cercle  constant  de  rayon,  et 
qui  se  meut  de  manière  que  son  plan  soit  constamment  normal  à  la 
courbe  arbitraire  que  parcourt  le  centre. 

Enfin,  si  l'on  conçoit  qu'un  cercle  d'un  rayon  égal  à  a,  étant  tracé 
sur  un  plan,  <;e  plan  se  meuve  en  s' enveloppant  sur  une  surface 
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développable  arbitraire,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  en  roulant 
autour  de  deux  surfaces  courbes  arbitraires,  la  circonférence  du 
cercle  engendrera  encore  la  surface  demandée,  car  nous  avons  vu 
que,  dans  Tim  et  l'autre  cas,  le  plan  mobile  est  toujours  normal 
aux  courbes  parcourues  par  chacun  de  ses  points. 


Il  suit  de  ce  qui  précède  que,  si  Ton  avait  une  équation  aux  dif- 
férences partielles  du  premier  ordre  composée,  d'une  manière  quel- 
conque, des  trois  quantités 

ap  aq  a 


de  manière  qu'en  représentant  ces  quantités  respectivement  par  L, 

M,  N,  on  eût 

F(L,M,N)  =  o, 

l'intégrale  de  cette  équation  serait  le  résultat  de  l'élimination  d'une 
■  des  deux  fonctions  arbitraires  (p  ou  4 ?  et  de  l'indéterminée  ûl  entre 
les  trois  équations 

{x — (petf  -h  (j  —  4*)'    +  (^  —  ^y  =  ^^ 

[x  —  ?fit)^'ût  "h  (jr  —  4^)4'*  ~t~  z  —  a    =  o, 

F(^û6,  4^7  *)   =  o, 

qui,  parce  que  l'élimination  actuelle  d'une  des  deux  fonctions  est 
toujours  praticable,  peuvent  toujours  être  réduites  à  deux  autres, 
entre  lesquelles  il  faudra  éliminer  a. 

VI. 

Si  l'on  n'eût  pas  reconnu  que  l'équation  aux  différences  secondes 
était  contenue  dans  celle  que  nous  avons  traitée  §§  XIII  et  XIV,  on 
aurait  pu  l'intégrer  par  la  recherche  de  sa  caractéristique.  En  effet, 
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si  on  la  diflFérentde  en  regardant  r^s^t  comme  seules  variables,  et  si 
l'on  représente  les  coefficients  de  drj  ds^  dt  respectivement  par 
R',  S',T',  que  nous  accentuons  pour  les  distinguer  des  mêmes 
lettres,  qui  ont  d'autres  significations  dans  les  articles  précédents, 
on  aura 

R'  =  a't-ha{i-^  q')  y/i  -^ p'  -^  q\ 


S'  = —  2a^s  —  2apq  y  i  H-/?^  +  7% 
T'  =  a'r^a  (i  ^p')  yji-^p'^q\ 

valeurs  qu'il  faudra  substituer  dans  l'équation  générale  de  la  carac- 
téristique 

Wdf'  —  S'dxdf  -f-  Vdx'  =  o. 

Or  cette  équation  sera  alors  un  carré  parfait,  car  on  a 

4R'T'  — S'^  =  o, 

ce  qui  se  vérifie  au  moyen  de  la  proposée.  Donc  les  deux  caracté- 
ristiques de  la  surface  se  confondent  en  une  seule.  La  racine  de 
cette  équation  sera  donc  indifféremment  l'une  des  deux  équations 

2Kdf  —  S^dx  =  o, 
2V  dx  —  S'dy  =  o, 

qui,  par  la  substitution  des  valeurs  de  R',  S',  T',  et  en  chassant 
r^s^ty  deviennent 


adp  +  [(i  'hp'')dx  -hpqdf]^i  -+-/?'  -+-  gr-  =  o, 
adq  -{-  [(i  -h  q'')df  -h  pqda:]\/i  +/?'  -+-  y'  =  o, 

et  qui  sont  telles  que,  si  l'une  a  lieu  pour  certains  points  de  la  sur- 
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face,  l'autre  a  aussi  lieu  pour  les  mêmes  points.  Donc  elles  équi- 
valent aux  équations  des  deux  projections  de  la  caractéristique. 
Tirant  de  ces  deux  équations  et  de  dz=pdx  -\-  qdy  les  valeurs  de 
dx,  dy,  dz,  on  trouvera 

^  _^  a[(i  +  y')</;>  — A>7^y3  ^  ^^ 

(i+p^  +  g^y 

dz  +  ajpdp  +  qdq) _  ^^ 

(i+^'  +  ^'f 

qui  équivaudront  aux  équations  des  trois  projections  de  la  carac- 
téristique. Or  ces  équations  sont  toutes  intégrables,  et  elles  ont 
pour  intégrales 


V/i  +  /7'  +  ^*  SJi  +  p^  +  q^  yji-^p'  +  q' 

dans  lesquelles  les  arbitraires  y,  ^,  a  sont  toutes  trois  constantes 
pour  la" même  caractéristique,  et  changent  toutes  trois  de  valeur 
pour  des  caractéristiques  différentes  ;  donc  deux  quelconques 
d'entre  elles  sont  fonctions  de  la  troisième,  et  l'on  aura 

ce  qui  donne  le  même  résultat  que  par  l'autre  méthode. 

VIL 

Ce  dernier  procédé  nous  fournit  le  moyen  de  reconnaître  que  la 
caractéristique  est  une  des  lignes  de  courbure  de  la  surface.  En 
effet,  si,  après  avoir  mis  les  équations  qui  donnent  les  valeurs  de 
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R',  S',  T'  sous  la  forme  suivante: 

R' —   a^'t  =ia{\-\-q')\J i  -h/?'  H-  q 


2 


on  multiplie  la  première  par  rfy-  (r^te  +  sdy) ,  la  deuxième  par 
tdy^  —  r^%  et  la  troisième  par  —  dx  [sdx  -h  tdy)^  et  en  repré- 
sentant par  H  =  o  l'équation  générale  (E)  des  lignes  de  courbure, 
on  trouve 


(sRVj  —  ^'dx)  dp  —  {2Tdx  —  SVj)  dq=tiaH  y/T+T^^^- 

Or  nous  avons  vu  que,  pour  la  caractéristique,  on  a 

2R'dy  —  S'dx  =  o,        2Tdx  —  SWj  =  o; 

donc  on  aura  aussi 

H  =  o. 

Ainsi ,  la  caractéristique  de  la  surface  est  la  ligne  de  courbure 
pour  laquelle  le  rayon  de  courbure  est  constant.  Il  est  Êicile,  d'après 
cela ,  de  reconnaître  que  les  lignes  de  l'autre  courbure  sont  ceUes 
qui  sont  parcourues  par  les  points  de  la  circonférence  du  cercle 
générateur,  et  qui  ont  toutes  les  mêmes  plans  normaux  que  celle 
qui  est  parcourue  pat  le  centre. 

Dans  cette  surface,  les  lignes  des  deux  courbures  sont  donc  dis- 
tinctes et  ont  des  équations  séparées,  puisque  Tune  d'elles  est  tou- 
jours un  cercle  d'un  rayon  constant  et  égal  à  a.  H  en  est  de  même 
pour  les  surfaces  des  centres  des  deux  courbures,  et  il  est  évident 
que  l'une  de  ces  surfaces  se  réduit  à  la  courbe  même  parcourue  par 
le  centre.  Pour  la  surface  cylindrique  à  base  circulaire,  qui  est  un 
cas  particulier  de  celle  dont  nous  venons  de  nous  occuper,  une  des 
deux  surfaces  des  centres  de  courbure  se  réduit  à  une  ligne  droite, 
qui  est  l'axe  du  cylindre. 
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VIII. 

Les  deux  fonctions  arbitraires  que  renferment  les  équations  in- 
tégrales 

(  J)  {x  —  çdY  +  (  j  —  4ciY  +  (z  —  ùlY=  ct\ 

(K)  {x  —  <pa)<p'flt4-  (j  —  4*)4'*"f"    ^  —  ût    =  O 

étant  composées  de  la  même  quantité  a,  il  est  facile,  par  la  méthode 
générale  que  nous  avons  exposée  en  traitant  des  surfaces  dévelop- 
pables,  de  déterminer  les  formes  de  ces  fonctions  de  manière  que 
la  surface  passe  par  deux  courbes  à  double  courbure  données  arbi- 
trairement. Mais,  dans  ce  cas  particulier,  cette  méthode  présente 
ime  réciprocité  singulière  que  nous  devons  faire  remarquer. 

En  effet,  lorsque  la  sphère  enveloppée  se  meut  de  manière  que 
sa  surface  touche  toujours  les  deux  courbes  arbitraires  données,  son 
centre  reste  toujours  à  la  distance  égale  à  a  de  chacune  d'elles;  il 
parcourt  donc  ime  courbe  qui  est  l'intersection  de  deux  autres  sur- 
faces de  même  génération,  et  dont  l'ime  serait  l'enveloppe  de  la 
même  sphère  si  le  centre  parcourait  la  première  courbe  donnée,  et 
dont  l'autre  serait  l'enveloppe  de  la  sphère  si  le  centre  parcourait 
l'autre  courbe.  Ainsi,  en  supposant  que  les  équations  données  des 
deux  courbes  soient  a?  =  Fjz;  et  j  =  /^z  pour  la  première,  a;  =  f z  et 
j=/i  pour  la  seconde,  la  détermination  des  fonctions  arbitraires 
(p  et  4  peut  être  prescrite  par  le  formulaire  suivant  : 

A  la  place  des  formes  arbitraires  des  fonctions  (p  et  ^f.  dans  les 
équations  (J),  (K),  on  substituera  les  formes  connues  F,  /^relatives 
à  la  première  courbe,  et  l'on  éliminera  d^  ce  qui  donnera  une  pre- 
mière équation  résultante  enx^  y^  z. 

De  même,  à  la  place  des  fonctions  (p  et  4?  on  substituera  les  fonc- 
tions connues  f,/* relatives  à  la  seconde  courbe,  et  l'on  éliminera  a, 
ce  qui  donnera  une  seconde  équation  résultante  en  a:,  j,  z. 
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Des  deux  résultats  on  tirera  les  valeurs  de  a?  et  j  en  ;s,  et  ces 
valeurs  ,r=  (pz,  J  =  ^f,s  donneront  en  z  les  formes  des  deux  fonc- 
tions demandées  (p  et  ^f.. 

IX. 

Enfin,  s'il  fallait  déterminer  les  formes  des  fonctions  (p  et  4  de 
manière  que  la  surface  touchât  deux  autres  surfaces  courbes  données 
arbitrairement,  chacune  suivant  une  ligne  courbe,  c'est-à-dire  si  la 
surface  devait  être  l'enveloppe  de  l'espace  parcouru  par  ime  sphère 
qui  se  mouvrait  sans  cesser  de  toucher  en  même  temps  les  deux 
surfaces  données,  il  est  clair  que  le  centre  de  la  sphère  mobile  serait 
toujours  à  la  distance  égale  à  a  de  chacune  de  ces  surfaces.  La  courbe 
que  parcourrait  ce  centre  serait  donc  l'intersection  de  deux  autres 
surfaces  courbes,  dont  l'une  aurait  les  mêmes  normales  que  la  pre- 
mière surface  donnée,  et  en  serait  à  la  distance  égale  à  a,  et  dont 
l'autre  aurait  pareillement  les  mêmes  normales  que  la  seconde  sur- 
face donnée,  et  en  serait  aussi  à  la  distance  égale  à  a.  Ainsi,  dans  ce 
cas  particulier,  et  en  supposant  que  les  équations  des  deux  surfaces 
données  soient  z  =  F  («r,  y)  pour  la  première,  et  z  =  F{x^  y)  pour 
la  seconde,  la  détermination  des  fonctions  arbitraires  (p  et  4  peut  se 
prescrire  par  le  formulaire  suivant  : 

Nommant  respectivement  M  =  o,  N  =  o  les  deux  équations 
suivantes  : 

(^.  _  ^Y  _H  (  j  -  y)^  -t-  [z  -  F  (13,  7)]-^  =  «% 
{x  -  ^y  -H  (7  -  yy  -h  [z  -  F((3,  y)y  =  a-, 

on  éliminera  (3  et  7  entre  les  trois  équations 

TU  /dM\  f(lM\ 

et  l'on  aura  en  .v,  y,zun  premier  résultat.  On  éliminera  de  même 

a5. 
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^  et  7  entre  les  trois  équations 

et  Ton  aura  en  x^f^zim  second  résultat.  On  tirera  de  ces  deux 
résultats  les  valeurs  de  a:  et  j  en  2,  et  ces  valeurs  a?  =  (pz,  j=:  ^f.j3 
donneront  en  z  les  formes  des  deux  fonctions  demandées  <p  et  4?  que 
Ton  substituera  en  a  dans  les  deux  équations  (J),  (K).  On  élimi- 
nera A  entre  ces  deux  dernières  équations,  et  Ton  aura  en  a?,  y,  z 
l'équation  de  la  surface  individuelle  qui  ceint  en  même  temps  les 
deux  surfeices  données. 


§  XIX. 

DE  LA  SURFACE  DONT  LES  DEUX  RATONS  DE  COURBURE  EN  CHAQUE 
.   POINT  SONT  ÉGAUX  ENTRE  EUX  ET  DUIIGÉS  DU  MÊME  COTÉ. 


Les  centres  des  deux  courbures  d'ime  surface  courbe,  pour  cha- 
cun de  ses  points,  sont  sur  la  normale  qui  passe  par  ce  point;  mais 
la  position  de  ces  deux  centres  sur  la  normale  dépend,  en  général, 
de  la  génération  de  la  surface.  Si  les  centres  sont  tous  deux  placés 
du  même  côté  par  rapport  à  la  surface,  les  deux  courbures  présen- 
tent leurs  concavités  du  même  côté;  c'est  ce  qui  arrive,  par  exemple, 
dans  tous  les  points  de  la  surface  engendrée  par  la  révolution  d'une 
ellipse  autour  d'im  de  ses  axes.  Si  les  centres  des  deux  courbes  d'une 
surface,  pour  un  de  ses  points,  sont  placés  de  différents  côtés  par 
rapport  à  la  surface,  l'ime  des  deux  courbures  en  ce  point  présente 
sa  concavité  du  côté  vers  lequel  l'autre  présente,  au  contraire,  sa 
convexité.  Nous  verrons  par  la  suite  que  c'est  ce  qui  arrive  dans 
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tous  les  points  de  la  surface  engendrée  par  la  révolution  d'une  hy- 
perbole autour  de  son  second  axe.  Gela  posé,  la  surface  dont  nous 
nous  proposons  de  trouver  la  génération  est  celle  pour  chacun  des 
points  de  laquelle,  non-seulement  les  deux  rayons  de  courbure  sont 
égaux  entre  eux,  mais  encore  les  deux  courbures  présentent  leurs 
concavités  du  même  côté,  c'est-à-dire  est  celle  pour  laquelle  les 
centres  des  deux  courbures  sont  toujours  confondus.  Il  est  évident 
que  la  surface  de  la  sphère  en  est  un  cas  particulier,  dans  lequel  il 
arrive,  de  plus,  que  ce  centre  commun  des  deux  courbures  est  le 
même  pour  tous  les  points  de  la  surface. 

I. 

Les  centres  des  deux  courbures  se  confondront  en  chaque  point 
de  la  surface,  si  les  deux  valeurs  que  donne  l'expression  du  rayon 
de  courbure 

(F)  R= F== 

sont  égales  entre  elles  et  de  même  signe,  c'est-à-dire  si  le  radical, 
par  lequel  différent  ces  deux  valeurs,  devient  nul;  enfin  si  l'on  a 

Donc,  en  remettant  pour  g^h^kles  quantités  qu'elles  représentent, 
l'équation  aux  différences  partielles  secondes  de  la  surface  deman- 
dée sera 

et  l'expression  du  rayon  de  courbure  pour  cette  surface  sera  indif- 
féremment 

=  — = —     OU     R  = , 

h  ig 

qui  sont  égales  entre  elles. 
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II. 

Avant  de  quitter  les  différences  secondes,  nous  observerons  qu'en 
faisant,  pour  abréger, 

(i  -h  q^)r  —pqs  =  A, 
(i  -h  q-)s  —pqt  =  B, 
(l  -hp^)s—pqr=  C, 
(l  -^p')t  —pqs=  D, 
ce  qui  donne 

A  +  D   =//, 
/xy(A-D)=(i+/;-^)B-(i+ry«)G, 

l'équation  générale  (E)  des  lignes  de  courbure,  qui  devient  alors 

Be/j'  +  (A  —  D)  dxdy  —  Cdjc'  =  o, 

produit  deux  valeurs  de  -Ç-  qui  ne  différent  entre  elles  que  par  le 
radical 

^(A  — D)^  +  4BG. 

Or  ce  radical  est  le  même  que  celui  qui  entre  dans  la  valeur  du  rayon 
de  courbure,  c'est-à-dire  que  la  quantité  (A  —  D)"  -h  4BG,  ou 
(A  +  D)^  —  4  (AD  —  BG)  est  égale  k /r  —  l^k'g,  ce  qui  est  facile 
à  vérifier.  Donc,  dans  la  surface  dont  nous  nous  occupons,  et  pour 

laquelle  le  radical  est  nul,  les  deux  valeurs  de  ^,  relatives  aux  li- 
gnes de'courbure,  sont  égales  entre  elles.  Donc,  excepté  les  cas  par- 
ticuliers pour  lesquels  les  trois  quantités  B,  G,  A  —  D  sont  chacune 

égales  à  o,  et  ne  déterminent  aucune  valeur  pour  -^,  la  surface  n'a 

pour  chaque  point  qu'une  seule  ligne  de  courbure;  ainsi  tous  ses 
points  sont  des  ombilics  analogues  à  ceux  que  nous  avons  remar^ 


Digitized  by 


Google 


—   ^99  — 

qués  être  au  nombre  de  quatre  sur  la  surface  de  T ellipsoïde.  Re- 
cherchons d'abord  quelles  sont  les  surfaces  qui  sont  dans  le  cas  de 
l'exception. 

Des  trois  équations  B  =  o,G  =  o,A  —  D=io,  qui  déterminent 
le  cas  de  l'exception,  la  troisième  est  une  suite  nécessaire  des  deux 
autres,  et  il  suffit  d'employer  les  deux  premières,  qui  peuvent  être 
mises  sous  la  forme 


=  o. 


Or,  la  première  étant  une  différence  partielle  exacte  prise  en  regar- 
dant X  comme  seule  variable ,  elle  doit  être  intégrée  comme  une 
différence  ordinaire,  et  complétée  non  par  une  constante  absolue, 
mais  par  une  fonction  arbitraire  de  la  quantité/,  qui  a  été  regardée 
constante  dans  la  différentiation;  il  en  est  de  même  pour  la  seconde, 
qui  doit  être  complétée  par  une  fonction  arbitraire  de  x.  Les  inté- 
grales de  ces  deux  équations  sont  donc 


p  =  k(px^ 
q  =  A*4j. 


Remettant  pour  k  sa  valeur  y  i  H-/?^  -h  </%  et  tirant  les  valeurs 
de/?et  gr,  on  aura 

ça: 


p  = 
<i  = 


Vi-(?x)'-(4.j)' 
valeurs  qui,  étant  substituées  dans  dz  =pdx  -h  qdy^  donneront 

dz=i    '^jX'àx  +  ify.dy 

v'i-(?j^)'-%)'' 
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Nous  verrons  dans  la  suite,  en  traitant  de  la  génération  des 
courbes  à  double  courbure,  que,  suivant  les  formes  des  deux 
fonctions  (p  et  «xl.,  cette  équation  peut  appartenir,  ou  à  des  surfaces 
courbes,  ou  à  des  lignes  com'bes;  mais  nous  avons  vu  que,  dans 

toute  surface  courbe ,  on  a  toujours  (  -j-^  i^^i  T'J'  )  '  ^^^*  '^^ 
deux  membres  sont  les  expressions  différentes  d'une  seule  et  même 
quantité.  Donc,  en  exécutant  cette  opération  sur  le  second  meipbre 
pour  toutes  les  surfaces  courbes  auxquelles  peut  appartenir  cette 
équation,  on  aura 

équation  qui  ne  doit  pas  servir  à  déterminer  j  enxy  mais  seulement 
à  déterminer  les  formes  des  deux  fonctions  (p  et  4-  Or  cette  équa- 
tion ne  peut  pas  avoir  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  a;  et  de/,  à 
moins  que  ces  quantités  n'entrent  ni  l'une  ni  l'autre  sous  leurs  fonc- 
tions respectives,  ou  que  ces  deux  fonctions  ne  soient  égales  chacune 

à  une  même  constante  — 

e 

Donc  on  aura  en  même  temps 

(par  =  -,         yf  =  ê' 

ce  qui  donne,  en  intégrant. 


Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  aux  différences  ordinaires, 
elle  deviendra 

^/j.  ^    (x  +  a)dx  +  (r  +  b)dy  ^ 
v/e«  —  (x  +  a)'  —  (y  +  by  ' 
dont  l'intégrale 


-^  c  =—  )Je-  —  {x  -h  ay  —  {y  -h  b)-, 
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OU 


(œ  -i^  ay  -h  if  -^by  -h  {z^  cy  =  e\ 

est  r équation  de  la  surface  d'une  sphère  dont  la  grandeur  et  la 
position  sont  arbitraires. 

n  suit  de  là  que,  de  toutes  les  surfaces  dont  les  rayons  de  cour- 
bure sont  égaux  entre  eux  pour  chaque  point,  celle  de  la  sphère  est 
la  seule  dont  les  deux  lignes  de  courbure  ne  se  confondent  pas  ;  et 
même,  la  valeur  de  -^  n'étant  pas  déterminée  pour  elle  dans  l'équa- 
tion (E)  des  lignes  de  courbure,  il  s'ensuit  que  toute  droite  tangente 
à  cette  surface  est  aussi  tangente  à  une  ligne  de  courbure,  c'est- 
à-dire  que,  par  chacun  de  ses  points,  on  peut  faire  passer  une  infi- 
nité de  lignes  de  courbure  différentes,  ce  qui  est  d'ailleurs  évident, 
puisqu'on  peut  y  faire  passer  une  infinité  de  grands  cercles. 

Pour  toute  autre  surface  de  ce  genre,  chaque  point  est  un  ombilic 
par  lequel  il  ne  passe  qu'une  seule  ligne  de  courbure,  et  l'équation 
de  cette  ligne 

Bdjr'  +  (A  —  D)  djcdjr  —  Cdx'  ^  o, 

étant  un  carré  parfait,  peut  être  remplacée  par  sa  racine  carrée,  qui 
est  indifféremment  l'une  des  deux  suivantes  : 

2Bdf  -H  (A  —  D)dx  =  o, 

^Cdœ  —  (A  —  D)  4r  =  o; 

ou,  remettant  pour  A,  B,  G,  D  leurs  valeurs,  et  chassant  r,  s^  t, 
l'équation  de  la  ligne  unique  de  courbure  sera  indifféremment 

doo  =  l[{i-}-q')dp-pqdq], 
ou 

équations  qui,  appartenant  à  une  même  courbe,  peuvent  être  re- 
gardées comme  équivalentes  à  celles  de  deux  de  ses  projections. 

26 


Digitized  by 


Google 


—     202 


III. 


Pour  trouver  les  intégrales  de  F  équation  aux  différences  partielles 
secondes,  nous  allons  d'abord  chercher  l'équation  de  la  caractéris- 
tique. Pour  cela,  si  l'on  difFérentie  l'équation  en  regardant  r^  s^t 
comme  seules  variables,  et  si  l'on  représente  par  R',  S',  T' les  coef- 
ficients respectife  de  dr^ds^dt^  on  trouvera,  en  conservant  les  abré- 
viations, 

S'  =—8k's-h^hpq, 

valeurs  qu'il  faudra  substituer  dans  l'équation  générale  de  la  carac- 
téristique 

RVj^  —  S'dœdy  +  Tda:'  =  o. 

Mais  alors  cette  équation  sera  im  carré  parfait  ;  car,  en  effec- 
tuant la  quantité  4R'T'  —  S'^,  on  trouve  qu'elle  est  égale  à 
i6^^  (4^^^^  —  h^)j  qui  est  nulle  en  vertu  de  la  proposée:  donc  les 
deux  caractéristiques  de  la  surface  se  confondent  en  une  seule,  qui 
aura  indifféremment  pour  équation  l'une  des  deux  expressions  sui- 
vantes de  la  racine  de  l'équation  précédente  : 

nWdf  —  S^dx  =  o, 
^Tdœ—S'djr  =  o. 

Ces  deux  équations,  qui  appartiennent  à  la  même  courbe,  et  dont 
une  seule,  au  moyen  de  la  surface,  suffit  pour  déterminer  cette 
courbe,  doivent  donc  être  regardées  comme  équivalentes  à  celles 
de  deux  projections.  Donc,  en  remettant  pour  R',  S',  T' les  quan- 
tités qu'elles  représentent,  et  chassant  r,  ^,  ^,  les  deux  équations 
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aux  différences  ordinaires  de  la  caractéristique  seront 

ih^dp  —  h  (dx  -h  pdz)  =  o, 
a^k^dq  —  h  [dy  -f-  cjdz)  =  o, 

et,  en  y  joignant 

dz  =^pdx-\-  qdy^ 

qui ,  étant  celle  de  la  surface  même  sur  laquelle  cette  courbe  se 
trouve,  lui  appartient  aussi,  on  aura  trois  équations  qui  équivau- 
dront à  celles  de  trois  de  ses  projections,  et  dont  deux  quelconques 
suffiront  pour  la  déterminer. 

Dans  ces  trois  équations,  les  variables  x^  y^  z  n'entrent  pas;  il 
n'y  a  que  les  différentielles  de  ces  variables  qui  s'y  trouvent.  On 
peut  donc  les  isoler  par  l'élimination,  ce  qui  donne 

^=|[('  -+-9')dp—pqdq], 

dz  =  l[pdp-hqdq], 

dont  la  troisième  suit  évidemment  les  deux  premières. 

Or  les  deux  premières  de  ces  équations  sont  les  mêmes  que  celles 
que  nous  avons  trouvées  dans  l'article  précédent  pour  la  ligne 
unique  de  courbure  de  la  surface;  donc  la  caractéristique,  unique 
pour  chaque  point,  n'est  autre  chose  que  la  ligne  unique  de  cour- 
bure, et  nous  pourrons,  dans  la  suite,  considérer  indifféremment 
cette  courbe  sous  l'un  ou  l'autre  de  ces  deux  aspects. 

Si  l'on  substitue,  dans  ces  trois  équations,  pour  h  sa  valeur  prise 

dans  l'expression  R  = JT  ^^  rayon  de  courbure,  elles  de- 
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viennent 

k 

dz  ==  R^T? 

qui  seraient  toutes  trois  des  différentielles  exactes  si  le  rayon  de 
courbure  R  était  une  quantité  constante ,  et  alors  leurs  intégrales 
seraient  complétées  par  des  arbitraires  qui,  étant  toutes  trois  con- 
stantes pour  la  même  caractéristique  individuelle,  et  variables 
d'ime  caractéristique  à  sa  consécutive,  seraient  fonctions  d'une 
même  quantité  a,  qui  particularise  la  position  de  cette  courbe;  mais 
le  rayon  de  courbure  R  n'est  pas  constant.  Si  donc  on  intègre  ces 
équations  en  regardant  R  comme  constant,  il  faut  que  les  arbitraires 
soient  non-seulement  fonctions  de  la  quantité  a,  mais  encore  de  R, 
et  que  ces  fonctions  soient  telles,  que  les  différentielles  de  chaque 
équation  prise  en  regardant  successivement  a  et  R  comme  seules 
variables,  aient  lieu.  Représentant  donc  par  (py'\el7r  trois  fonc- 
tions arbitraires  de  a  et  de  R,  on  aura 

^  =  -Ç  +  <P(R,«), 

2=-p-|-7r(R,  a), 
les  trois  fonctions  devant  satisfaire  aux  deux  systèmes  d'équations 

-^  =  (p  ,         <p    =  o, 
|-=4',         4''=o, 


i  =  V,         7r"=o, 
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qui  résultent  de  la  difFërentiation  des  trois  précédentes,  opérée  en 
regardant  successivement  R  et  a  comme  seules  variables.  Or  les 
trois  dernières  équations  (p'^  =  o,  4'^  =  o,  tt'^  =  o,  expriment  que 
(L  n'entre  dans  aucune  des  fonctions;  par  conséquent,  si  nous  regar- 
dons désormais  les  trois  fonctions  arbitraires  (p,  '\|.,  tt  comme  com- 
posées de  la  seule  quantité  R,  ces  trois  équations  seront  satisfaites. 
Quant  aux  trois  autres  équations  de  condition,  si  l'on  fait  la  somme 
de  leurs  carrés,  on  trouvera 

^^2   _,         f/2   _,  /2  , 

^        4-    ^        -h   TT        =    I  , 

d'où  Ton  tirera 

et,  par  conséquent, 

TT  =/rfRv/i  — (?''  — 4'% 

qui  tiendra  lieu  de  Tune  des  trois  équations  de  condition  restantes, 
par  exemple  de  la  dernière,  et  qui  servira  à  déterminer  la  forme 
de  la  fonction  surabondante  -tt,  d'après  celles  des  deux  autres. 
Quoique  cette  fonction  ir  soit  déterminée,  nous  la  conserverons 
néanmoins  encore  pour  abréger  les  expressions. 

Les  deux  intégrales  premières  de  l'équation  aux  différences  par- 
tielles du  second  ordre  sont  donc  comprises  dans  le  système  des  six 
équations  suivantes  : 

j-4(R)  =  =#, 

z— ,r(R)  =  |, 


7r=/t^Rv/i— <?'"  — 4'% 
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qui  peuvent  toujours  être  réduites  à  cinq  par  l'élimination  actuelle 
de  la  fonction  surnuméraire  tt,  et  qui  ne  comprendront  plus  alors 
que  les  deux  fonctions  arbitraires  cp  et  4-  Ces  deux  intégrales  sont 
inséparables  l'une  de  l'autre;  pour  les  avoir  chacune  en  particulier, 
il  faudrait  pouvoir  employer  deux  des  trois  équations  principales, 
et  n'avoir  dans  le  résultat  qu'une  seule  fonction  arbitraire,  ce  qui 
est  impossible.  Mais,  quoique  ces  intégrales  ne  soient  pas  séparées, 
elles  ne  conduisent  pas  moins  directement  à  l'intégrale  finie,  conmie 
nous  allons  le  voir. 

IV. 

Si  entre  les  six  équations  précédentes  on  élimine  les  deux  quan- 
tités T'  ^'  et  si  l'on  en  chasse  la  fonction  tt,  on  aura  trois  autres 
équations  : 

x^=  (p  —  R<p', 

.r  =  4-R4'; 

et  l'élimination  de  l'indéterminée  R  entre  ces  trois  équations  pro- 
duira, en  07,  j,  z  et  deux  fonctions  arbitraires,  deux  équations  qui 
seront  l'intégrale  complète  de  la  proposée.  Ainsi,  en  nous  tenant 
dans  la  généralité  comportée  par  deux  fonctions  arbitraires,  l'objet 
de  nos  recherches  étant  exprimé  par  deux  équations,  il  n'est  pas  une 
surface  courbe,  ainsi  que  nous  l'avions  supposé;  c'est  une  courbe  à 
double  courbure.  Comme  ce  résultat  est  extraordinaire,  nous  allons 
le  vérifier  par  la  géométrie;  mais  auparavant  nous  donnerons  aux 
équations  une  forme  qui  présentera  plus  de  facilité. 

Des  quatre  quantités  R,  (pR,  ^Rj  "^R?  dont  les  trois  dernières 
sont  d'ailleurs  liées  entre  elles  par  l'équation 

(p'=  +  4'-^  +  V'-^=i, 


Digitized  by 


Google 


—    207    — 

trois  étant  fonctions  de  la  quatrième,   on  peut  indifféremment 
prendre  celle  d'entre  elles  que  l'on  voudra  pour  quantité  princi- 
pale, et  regarder  les  trois  autres  comme  fonctions  de  cette  dernière. 
D'après  cela,  soient 

ttR  =  <x,        <pR  =  a)fifc,        41^  =  Weiy 

les  caractères  0,  W  indiquant  de  nouvelles  fonctions  arbitraires, 
nous  aurons 

(cp'^  +  4''  4-  7r'')dR'  =  (1  +  0'^  +  V'^)  rfctS 

d'où  nous  tirerons 

dR  =  dd  y^T+'Ô'"^  +  ^î^'% 
et 


Substituant  toutes  ces  valeurs,  nous  aurons,  à  la  place  des  trois 
équations  précédentes,  les  trois  autres  équivalentes  : 

X  —  (pci=  {z  —  ol)  O'a, 

j  —  >Fa  =  (z  —  a)  y'rt, 

qui,  par  l'élimination  de  la  nouvelle  indéterminée  et,  produiront 
également  en  a:,  j,  z  les  deux  équations  intégrales.  La  première  de 
ces  équations  est  celle  de  la  surface  d'une  sphère  qui  aurait  son 
centre  sur  une  courbe  arbitraire,  dont  les  projections  auraient  pour 
équations  x  =0z,  j=^jz;,  le  centre  étant  au  point  de  la  courbe  cor- 
respondante à  z  =  ût,  et  son  rayon  variable  étant  égal  à  l'arc  de  la 
courbe  compris  entre  le  centre  et  un  autre  point  constant  pris  sur 
la  courbe  pour  origine.  Les  deux  autres  équations  sont  celles  des 
projections  d'un  diamètre  de  la  sphère  tangent  à  la  courbe.  Il  est 
évident  que,  pour  une  même  valeur  de  a,  ces  trois  équations  appar- 
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tiennent  au  point  d'intersection  de  la  surface  de  la  sphère  et  du  dia- 
mètre tangent  à  la  courbe,  et  par  conséquent  au  point  de  la  déve- 
loppante; donc,  si  Ton  élimine  a,  les  deux  équations  résultantes  en 
rf ,  j,  z  appartiendront  à  la  suite  de  tous  les  points  semblablement 
déterminés,  et  par  conséquent  à  la  développante  elle-même. 


Si  l'on  conçoit  qu'une  sphère,  variable  de  grandeur,  se  meuve 
de  manière  que  son  centre  parcoure  la  courbe  arbitraire  dont  les 
équations  sont  a:  =  Oz,  j  =  ^z,  et  que  son  rayon  soit  égal  au 
rayon  correspondant  de  la  développante  de  cette  courbe,  elle  par- 
courra un  espace  dont  l'enveloppe  doit  jouir  de  la  propriété  d'avoir 
dans  tous  ses  points  les  rayons  de  ses  deux  courbures  égaux  entre 
eux;  car,  et  dans  la  direction  de  la  caractéristique  de  la  surface, 
c'est-à-dire  de  l'intersection  des  surfaces  de  deux  sphères  consé- 
cutives, et  dans  la  direction  perpendiculaire,  le  rayon  de  courbure 
doit  être  égal  à  celui  de  la  sphère  correspondante.  L'équation  de 
la  surface  mobile,  considérée  lorsque  son  centre  est  en  un  point 
pour  lequel  on  a  z  =  a,  est 

(.X'— 0a)''  +  (7  — ^a)''  +  (z  — a)•'  =  [/rfûtV^î^^*^^ 

qui  est  la  première  des  équations  intégrales  que  nous  venons  de 
trouver;  celle  de  l'enveloppe  sera  donc  le  résultat  de  l'élimination 
de  a  entre  cette  équation  et  la  suivante  : 

{x  —  Oa)  <^'ct  +  (  J  —  ^a)  ^'a  -f-  s  —  (X 

qui  est  sa  différentielle,  prise  en  regardant  œ  comme  seule  variable. 
Mais  dans  le  cas  présent,  où  la  différence  entre  les  rayons  de  deux 
sphères  consécutives  est  égale  à  la  distance  de  leurs  centres,  les  deux 
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sphères  ne  se  coupent  pas  suivant  la  circonférence  d'un  cercle;  elles 
se  touchent  en  un  point  qui  est  sur  leur  diamètre  commun,  c'est^ 
à-dire  sur  le  diamètre  tangent  à  la  courbe  arbitraire.  Donc  la 
caractéristique  de  l'enveloppe  est  réduite  à  un  point  unique ,  qui 
est  le  point  correspondant  de  la  développante,  et  l'enveloppe  elle- 
même  est  réduite  à  la  courbe  parcourue  par  ce  point,  c'est-à-dire 
à  la  développante.  Et,  en  effet,  si  de  la  dernière  équation  on  élimine 
la  quantité  sous  le  signe  d'intégration,  au  moyen  de  l'équation  de  la 
sphère,  elle  devient 

^x  —  ip  —  {z  —  d)  9'Y  -h  [x  —  "¥  —  {z  —  et)  W'Y     j  _ 

+  [{x  —  (S>)w'—  (j  — V)î>'j')       ^' 

qui,  étant  la  somme  de  trois  carrés,  ne  peut  produire  rien  de  réel, 
à  moins  qu'on  n'égale  à  zéro  les  racines  de  chacun  de  ces  carrés. 
Or,  si  l'on  égale  à  zéro  deux  quelconques  de  ces  racines,  la  troi- 
sième est  nulle  nécessairement  ;  ce  qui  se  vérifie  fecilement.  Donc  la 
différentielle  de  l'équation  de  la  surface  de  la  sphère,  prise  en  regar- 
dant A  comme  seule  variable,  produit  les  deux  équations  suivantes  : 

JÛ  —  Oflt  =  (z  —  et)  O'a, 
J  —  ya  =  (z  — a)Wa, 

qui  sont  les  deux  dernières  des  trois  équations  intégrales. 

VI. 

Il  suit  de  là  que  l'équation  aux  différences  secondes  appartient  à 
une  surface  courbe  qui,  si  l'on  se  maintient  dans  la  généralité  com- 
portée par  deux  fonctions  arbitraires,  n'a  de  réel  qu'une  ligne 
courbe,  et  dont  l'aire  est,  par  conséquent,  nulle. 

VIL 

Si  l'on  déterminait  la  forme  d'une  des  deux  fonctions  arbitraires 
^  ou  Y,  de  manière  que,  des  trois  équations  intégrales,  l'une  fût  la 

^7 
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suite  nécessaire  des  deux  autres,  cette  troisième  équation  devien- 
drait inutile;  l'intégrale  serait  réduite  aux  deux  autres,  et  l'élimina- 
tien  de  a  produirait  en  .r,  j,  z  l'équation  d'une  surface  moins  gé- 
nérale, puisqu'il  n'y  aurait  plus  qu'une  fonction  arbitraire,  mais 
dont  l'aire  ne  serait  pas  nulle,  et  qui  jouirait  de  la  propriété  d'avoir 
en  chacun  de  ses  points  les  centres  de  ses  deux  courbures  réunis  en 
un  même  point. 

Or,  si  l'on  élimine  x  et  r  entre  les  trois  équations  intégrales,  on  a 

{z  —  a)  y/i+o'^  +  v'^  =/rf«\/n-o'^  +  y'% 
qui,  devant  être  satisfaite  indépendamment  de  la  valeur  de  z,  donne 


Jddyji  +  «>'^  + v'^  =  o, 

et  quand  même  on  pourrait  satisfaire  à  la  première  sans  donner  à 
l'une  des  fonctions  arbitraires  une  forme  imaginaire,  la  seconde, 
dont  le  premier  membre  serait  alors  une  constante  qui  devrait  être 
nulle,  exprimerait  que  le  rayon  de  la  sphère  mobile  devrait  être  nul , 
ce  qui  réduirait  l'enveloppe  à  la  courbe  arbitraire  elle-même ,  et 
Faire  de  cette  enveloppe  serait  nulle.  Donc,  dans  la  généralité  beau- 
coup moins  grande  d'une  seule  fonction  arbitraire,  toutes  les  sur- 
faces auxquelles  appartient  l'équation  aux  différences  secondes  ont 
leur  aire  nulle. 

Enfin,  si  les  deux  dernières  équations  intégrales  étaient  une  suite 
nécessaire  de  la  première,  et  par  conséquent  inutiles,  et  et  ses  deux 
fonctions  seraient  des  constantes  absolues,  et  l'équation  intégrale 
deviendrait 

[x-ay-^{y-bY  +  {z-cY  =  e\ 
qui  est  celle  de  la  sphère  d'une  grandeur  et  d'une  position  arbi- 
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traires.  La  surface  de  la  sphère  est  donc  la  seule  qui  jouisse  de  la 
propriété  d'avoir  pour  chacun  de  ses  points  les  centres  de  ses  deux 
courbures  réunis,  et  dont  l'aire  ne  soit  pas  nulle. 


§  XX. 


DE  LA  SURFACE  COURBE  DONT  LES  DEUX  RAYONS  DE  COURBURE  SONT 
TOUJOURS  ÉGAUX  ENTRE  EUX  ET  DE  SIGNES  CONTRAIRES. 


I. 

Nous  avons  vu  que  l'expression  commune  des  deux  rayons  de 
courbure,  pour  le  même  point  d'une  surface  courbe,  est 

Pour  que  les  deux  valeurs  de  R  que  donne  cette  expression  ne  dif- 
fèrent entre  elles  que  par  le  signe,  il  faut  que  Ton  ait  A  =  o  ;  donc, 
remettant  pour  h  la  quantité  qu'elle  représente,  l'équation  aux  dif- 
férences partielles  secondes  de  la  surface  demandée  est 

{a)  (i  +9')r—  7,pqs-^  (i  -^p^)t  =  o. 

Cette  équation  est  la  même  que  celle  que  M.  Lagrange  a  trouvée 
pour  la  sur&ce  dont  l'aire  est  un  minimum;  donc  la  surÊice  que 
nous  considérons  jouit  encore  de  cette  autre  propriété  remarquable, 
que  si  l'on  circonscrit  une  partie  de  son  aire  par  un  contour  quel- 
conque, continu  ou  discontinu,  elle  est,  de  toutes  les  surfaces  qui 
passent  par  ce  contour,  celle  dont  Taire  comprise  dans  le  même 
contour  est  la  plus  petite. 

27. 
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Pour  intégrer  Téquation  (a),  nous  chercherons  d'abord  les  équa- 
tions de  la  caractéristique  de  la  surface  à  laquelle  elle  appartient,  et 
pour  cela  nous  difFérentierons  en  regardant  r^  Sj  t  comme  seules 
variables,  ce  qui  donnera 

R'=H-5r%        S'  =  — 2/75r;        r=H-/7^ 

et,  substituant  ces  valeurs  dans 

R^df'  —  S'dxcfy  +  Tdx'  =  o, 

nous  aurons  pour  première  équation  de  la  caractéristique, 

(b)  i^-^Ç^)  dy^  +  ipqdxdy  +  (i  H-/?^)  dx^  =  o. 

Puis,  chassant  r,  ^,  ^  de  la  proposée,  et  substituant  pour  -^  la 
valeur  que  donne  Téquation  (fe),  on  aura  pour  seconde  équation 
de  la  caractéristique, 

(c)  (i  ■+-  q^)dp''  -\-  7.pqdpdq  -f-  (i  -^-p^)dq'^  =  o. 

Cette  dernière  équation  aux  différences  ordinaires  entre  les  deux 
variables  p^q  est  facile  à  intégrer;  car,  si  on  la  différentie  en  re- 
gardant q  comme  variable  principale,  on  trouve 

ddp  =  o, 

dont  l'intégrale  est 

dp  =  adq^ 

A  étant  la  constante  arbitraire  introduite  par  l'intégration.  Substi- 
tuant donc  pour  -£■  la  valeur  a  que  donne  cette  intégrale,  l'intégrale 
de  l'équation  (c)  sera 


ou 


(i  +  q"")  a^  —  ittpq  -V-  i  -f-/?-  =  o, 

I  4-  a' -h  {p  —  (^Y  =  o. 
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Cette  équation  a  deux  racines  ;  ainsi  la  surface  a  deux  caractéris- 
tiques distinctes,  en  sorte  que,  si  l'on  représente  par  a  la  constante 
arbitraire  de  la  première  caractéristique,  et  par  j3  celle  de  la  seconde, 
les  équations  distinctes  de  ces  deux  courbes  seront 

p  —  flfc^r  =  y —  I  —  a^, 


ce  qui  donne 


Ûtp  =:  ; 11 

^  1  +  7* 


a  —  — ' ;       i  > 

1+7' 


»  1  +  7* 

et  d'où,  tirant  les  valeurs  de  /?  et  ^r,  on  a 

(rt  — |3)/?=— |3v/—  I  —  Cl'  —a^—T^  p% 
{a  —  |3)  q=—  \l—  I  —  A^  —  \J—  I  —  13'. 

Quant  à  l'autre  équation  de  chacune  des  deux  caractéristiques,  elle 
est  comprise  dans  l'équation  (è),  qui  peut  être  mise  sous  la  forme 
la  plus  simple 

dx""  H-  dy^  H-  dz""  =  o, 

et  qui,  étant  la  somme  des  trois  carrés,  produit  les  trois  équations  : 

dx=  Oj 

djr  =  o, 

dz  =  o, 

dont,  à  cause  de  dz  =pdx  H-  qdy,  deux  quelconques  comportent 
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la  troisième,  et  qui  peuvent,  par  conséquent,  se  réduire  à  deux 
d'entre  elles,  par  exemple  aux  deux  premières 

tir  =  o,       rfy  =  o. 

Si  ces  deux  équations,  provenant  de  (è),  avaient  été  facteurs  de 
cette  dernière,  chacune  d'elles  pourrait  avoir  lieu  séparément,  et 
elles  appartiendraient,  l'une  à  la  première  caractéristique,  et  l'autre 
à  la  seconde;  mais  l'équation  [h)  les  produit  toutes  deux  simultané- 
ment: elles  ont  donc  lieu  toutes  deux  pour  chaque  caractéristique. 
Donc  chacune  de  ces  courbes  n'est  pas  déterminée  par  deux  équa- 
tions seulement,  comme  dans  tous  les  cas  que  nous  avons  considérés 
jusqu'ici,  mais  par  trois  équations;  donc  enfin  chaque  caractéris- 
tique se  réduit  à  un  point.  Ainsi  l'analyse  ne  nous  présente  pas 
cette  surface  comme  engendrée  par  le  mouvement  d'une  généra- 
trice variable  de  figure  et  de  position,  en  vertu  de  la  variation  d'un 
de  ses  paramètres  ;  elle  nous  la  montre  comme  engendrée  par  le 
mouvement  d'un  point  mobile  en  vertu  de  la  variation  de  deux  des 
constantes  qui,  dans  chaque  instant,  déterminent  sa  position. 

Autrement.  Si  l'on  considère  la  surface  demandée  comme  l'en- 
veloppe de  l'espace  parcouru  par  une  surÊice  mobile  et  variable  de 
figure,  l'enveloppée  peut  se  mouvoir  suivant  deux  directions  diffé- 
rentes. Pour  chacune  de  ces  directions,  deux  enveloppées  consécu- 
tives se  coupent  en  une  ligne  courbe,  et  c'est  le  point  d'intersection 
de  ces  deux  courbes  qui  est  dans  la  surface.  Il  y  a  donc  entre  la 
surface  du  §  XIX  et  celle-ci  cette  différence,  que,  pour  la  pre- 
mière, le  point  de  contact  ne  pouvait  à  chaque  instant  se  mouvoir 
que  suivant  une  seule  direction,  et,  par  conséquent,  ne  pouvait  en- 
gendrer dans  tout  le  cours  de  son  mouvement  qu'ime  ligne  courbe 
ou  une  surface  dont  l'aire  était  nulle,  tandis  que,  pour  la  surface 
actuelle,  le  point  générateur,  pouvant  à  chaque  instant  se  mouvoir 
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suivant  deux  directions  différentes,  engendre  une  surface  courbe 
dont  Taire  n'est  pas  nulle. 

Il  suit  de  laque,  pour  la  première  caractéristique,  les  trois  quan- 
tités etjûOyf  sont  toutes  trois  constantes;  ainsi  la  première  d'entre 
elles  est  une  fonction  des  deux  autres.  H  en  est  de  même  de  (3,  con- 
sidérée dans  l'autre  caractéristique.  Donc,  en  général,  les  deux 
coordonnées  x^y,  et  par  conséquent  la  troisième  z,  sont  des  fonc- 
tions de  a  et  de  |3.  Il  ne  s'agirait  plus  que  de  déterminer  les  formes 
de  ces  trois  fonctions  pour  que  la  proposée  fût  satisfaite;  mais  cette 
considération,  qui,  d'ailleurs,  nous  conduirait  au  même  résultat, 
nous  écarterait  de  la  marche  de  l'intégration  que  nous  allons  re- 
prendre. 

III. 

Quoique  l'équation  (b)  produise  deux  autres  équations  simulta- 
nées, on  peut  la  traiter  comme  une  équation  unique.  Par  la  substi- 
tution des  valeurs  depetq^  elle  devient 

dy^  H-  (flU-  ^)dx(fy  -h  obfidjc^  =  o, 
ou 

{dy  ■+-  oLdx)  {dy  +  ^dcc)  =  o, 

qui,  étant  composée  de  deux  fecteurs,  donne,  pour  les  deux  carac- 
téristiques, les  deux  équations 

dy  H-  adx  =  o, 
dy  -\-  ^dx  =  o; 

mais,  de  ces  deux  équations,  c'est  la  seconde  qui  appartient  à  la  pre- 
mière caractéristique,  et  la  première  qui  appartient  à  la  seconde. 
En  effet,  si,  après  avoir  chassé  r,  ^,  t  de  la  proposée,  ce  qui  donne 

(i  -\-q^)dpdy  -\-  (i  '+-p^)dqdx  =  o, 
on  substitue  pour  -£_  la  valeur  cl,  qui  convient  à  la  première  carac- 
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téristique,  on  a 


ou 


(i  -+- q"")  ddy -\- {i  -+-p'')dœ  =  o, 
dy  H-  ^dx  =  o. 


De  même ,  en  employant  pom*  ^  la  valem*  (3 ,  qui  convient  à  la 
seconde  caractéristique,  on  trouve 

dy  -+-  adx  =  Or 
Les  deux  équations  de  la  première  caractéristique  sont  donc 

p  —  aq  = —  y —  i  —  a% 
df  H-  ^dx  =  o, 

et  celles  de  la  seconde 

df  -+-  adx  =  o. 

Or,  par  rapport  à  la  première,  pour  laquelle  on  a  a = constante, 
si  p  était  aussi  constante,  la  seconde  équation  serait  intégrable,  et 
son  intégrale  serait  complétée  par  une  constante  arbitraire  qui  serait 
fonction  de  a;  mais  |3  est  variable.  Si  donc  on  intègre  en  regardant  |3 
comme  constante,  l'intégrale  doit  être  complétée  par  une  fonction 
de  a  et  |S,  et  cette  fonction  doit  être  telle  que  la  différentielle  de 
r intégrale,  prise  en  regardant  |3  comme  seule  variable,  soit  satis- 
faite; ce  qui  ne  suffira  pas  encore  pour  la  déterminer.  Représentant 
donc  par  (p  cette  fonction  des  deux  quantités  a,  p,  l'intégrale  de  la 
seconde  équation  sera  d'abord 

{d)  y^^x=<p[0L,p), 

{e)  X  =  /. 

Par  la  même  raison,  si  Ton  représente  par  ^  une  autre  fonction 
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de  fit  et  |3,  Tintégrale  de  la  seconde  équation  de  l'autre  caractéristique 
sera  d'abord  comportée  par  les  deux  équations 

Mais,  le  point  de  la  surface  devant  être  déterminé  par  l'intersection 
des  deux  caractéristiques,  les  quatre  équations  {d)^  (e),  (/),  {g) 
doivent  avoir  lieu  pour  sa  projection  sur  le  plan  des  x  et  j,  et  elles 
ne  peuvent  avoir  lieu,  à  moins  que  les  fonctions  (p  et  ^  ne  satisfassent 
aux  deux  suivantes  : 

{h)  (p  _  |3^'^  =  ^  _  ^^'^ 

(/)  <p^^  =  4\ 

qui  résultent  de  l'élimination  de  x  et  j,  et  dont  les  intégrales  doivent 
servir  à  déterminer  les  formes  des  fonctions  (p  et  4- 

Pour  intégrer  ces  deux  dernières  équations,  il  faut  d'abord  sépa- 
rer les  fonctions,  et  pour  cela  on  les  difFérentiera  en  regardant  suc- 
cessivement fit,  puis  |3  comme  seules  variables  ;  et,  éliminant  d'abord 
tout  ce  qui  dépend  d'une  des  fonctions,  ensuite  ce  qui  dépend  de 
l'autre,  on  trouvera  les  deux  équations  aux  différences  partielles 

secondes 

{a  -  (3)  (p''  +  ?)'  =  o, 

qui  peuvent  être  mises  sous  la  forme  suivante  : 


!28 
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et  dont  les  intégrales  sont 

(p'  =  (a  —  p)  <i>"a, 

dans  lesquelles  0  et  ¥  sont  deux  nouvelles  fonctions  arbitraires  d'une 
seule  quantité,  a  pour  Tune,  p  pour  l'autre,  et  que  nous  accentuons 
à  cause  des  intégrations  subséquentes.  Ces  deux  équations  sont 
elles-mêmes  des  différentielles  exactes,  prises,  l'une  en  ne  fai- 
sant varier  que  et,  l'autre  en  ne  faisant  varier  que  (3;  et  leurs  inté- 
grales sont 

<p  =  (a— |3)0a  -+  (i>(i  +  F|3, 

dans  lesquelles  y  et  F  sont  deux  nouvelles  fonctions  arbitraires 
d'une  seule  quantité.  Des  quatre  fonctions  arbitraires  qui  enti'ent 
dans  ces  équations,  il  n'y  en  a  que  deux  qui  soient  nécessaires, 
parce  que  c'est  volontairement  que  nous  avons  différentié  les 
deux  équations  (A),{/),  et  que  nous  nous  sommes  élevés  aux  se- 
condes différences.  H  faut  donc  déterminer  les  formes  de  deux  de 
ces  fonctions,  de  manière  que  les  équations  (A),  (i)  soient  satis- 
faites. Or,  de  ces  intégrales  on  tire,  par  la  différentiation, 

(?''=-<!>' +r, 
4'  =  ^'-^/'; 

et,  en  substituant  pour  (p,  (p'^  4?  4'  '^^^^  valeurs  dans  (h)  et  (/) 
on  trouve  que,  pour  que  ces  dernières  soient  satisfaites,  on  doit 
avoir 

Fp  =  yp,* 

ce  qui  détermine  les  formes  des  deux  fonctions  surnuméraires 
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F,  y.  Donc,  substituant  pour  ces  fonctions  leurs  formes  dans  les 
•  valeurs  de  cp,  4»  ^'>  4'>  ^^  ^^^^^ 

^  (p    =  (ût— P)  O'a  —  $flt  4-  ¥|3, 
4  =  (a— P)  ^'a  —  <ï)a  -h  ^|3, 

4'=— <ï)'flt4- Y'|3; 

enfin,  substituant  ces  valeurs  dans  les  deux  équations  (rf),  (e),  ou 
dans  (y^),  (g),  et  tirant  les  valeurs  de  a?,  j,  on  aura  pour  les 
coordonnées  du  point  d'intersection  des  projections  des  deux  ca- 
ractéristiques 

(m)  y  =—  $  fit  4-  «<!>  a  +  ^|3  —  |3  Y'|3. 

Ainsi,  en  remettant  à  la  place  de  a  et  p  leurs  valeurs  en  /?,  q^  les 
deux  équations  (/)  et  [m)  donnent  en  p^  q,  pour  a:,  j,  les  valeurs 
que  l'on  tirerait  de  deux  intégrales  premières  de  la  proposée, 
l'une  de  ces  intégrales  étant  complétée  par  la  fonction  arbitraire  0, 
l'autre  par  W;  et  l'on  aurait  ces  deux  intégrales  premières,  si  l'on 
pouvait  tirer  de  (/)  et  (m)  deux  autres  équations,  dont  chacune  ne 
contînt  qu'une  des  fonctions  et  ses  dérivées.  Les  deux  équations 
(/)  et  (m)  ne  sont  donc  pas  les  intégrales  premières  de  la  proposée  ; 
mais,  prises  ensemble,  elles  expriment  la  même  chose  que  les  deux 
intégrales  premières,  prises  de  même  ensemble;  et  nous  allons  voir 
qu'elles  conduisent  de  même  directement  à  l'intégrale  finie. 

IV. 

En  effet,  si  l'on  différentie  les  deux  équations  (/),  (m),  pour 
avoir  les  valeurs  de  ctr,  rfy,  et  si  l'on  substitue  ces  valeurs,  ainsi 

28.. 
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que  celles  de/?,  q^  dans  dz  =pdoc  -f-  qdy^  on  trouve 


équation  dans  laquelle  les  variables  z,  a,  p  sont  séparées,  et  qui 
donne 

{n)     z=J<bU.dct\l{-  I  -a')^f^'^.d^\l{-i-f), 

dont  le  second  membre,  lorsque  les  fonctions  $,  Y  seront  déter- 
minées, ne  dépendra  que  des  quadratures.  Donc  les  coordonnées 
de  chaque  point  de  la  surface  sont  données  en  a  et  p  par  les  trois 
équations  (/),  (m),  (p)\  donc  T équation  de  cette  surface  en  a?,  j,  z, 
ou  l'intégrale  finie  de  la  proposée,  est  le  résultat  de  T élimination 
des  deux  indéterminées  a  et  j3  entre  ces  trois  équations. 

V. 

H  s'agirait  actuellement  de  construire  cette  intégrale,  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  de  trouver  la  génération  de  la  surface.  La  seule 
construction  à  laquelle  nous  soyons  encore  parvenus,  procède  par 
courbes  infiniment  voisines  :  elle  prouve,  à  la  vérité,  que  Faire  de 
la  surface  n'est  pas  nulle;  ce  qui  est  d'ailleurs  évident;  mais  elle 
ne  peut  être  d'aucune  utilité  dans  la  pratique.  Nous  allons  néan- 
moins la  rapporter,  parce  qu'elle  pourra  donner  lieu  à  des  efforts 
plus  heureux. 

Soit  une  courbe  à  double  courbure  prise  arbitrairement  dans 
l'espace.  Concevons  qu'une  de  ses  tangentes  se  meuve  sans  ces- 
ser de  la  toucher;  elle  engendrera  une  surface  développable  dont 
la  courbe  arbitraire  sera  l'arête  de  rebroussement  ;  et  un  point 
quelconque  de  la  tangente  parcourra  une  courbe,  à  laquelle  la 
tangente  mobile  sera  constamment  normale,  et  qui  sera  une  déve- 
loppante de  la  courbe  arbitraire  :  nous  allons  voir  que  cette  déve- 
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loppante  sera  une  des  lignes  de  courbure  de  la  surface  demandée. 
Soit  prolongé  chacun  des  rayons  de  là  développante  au  delà  de 
cette  courbe  et  d'une  quantité  égale  à  lui-même  ;  ce  qui  détermi- 
nera sur  chacune  des  tangentes  à  la  courbe  arbitraire  un  point 
que  nous  nommerons  second  centre,  parce  qu'il  sera  le  centre  de 
la  seconde  courbure  du  point  correspondant  de  la  surface,  point 
dont  le  centre  de  la  première  courbure  sera  le  point  de  contact  de 
la  courbure  arbitraire.  Concevons  qu'un  cercle  variable  de  rayon 
se  meuve  de  manière,  i"*  que  son  plan  passe  toujours  par  la  tan- 
gente mobile,  et  soit  toujours  normal  à  la  surface  développable  que 
parcourt  cette  tangente;  a**  que  son  centre  dans  chaque  instant 
soit  confondu  avec  le  second  centre  ;  3**  que  sa  circonférence  passe 
toujours  par  le  point  correspondant  de  la  développante,  et  par 
conséquent  la  coupe  perpendiculairement  ;  la  circonférence  de  ce 
cercle  engendrera  une  surface  courbe  qui  passera  par  la  dévelop- 
pante, dont  cette  dernière  ligne  sera  une  ligne  de  courbure,  et  dont 
les  deux  rayons  de  courbure  pour  chaque  point  pris  sur  la  déve- 
loppante seront  égaux  entre  eux  et  de  signes  contraires.  Nous 
n'aurons  besoin  de  considérer  dans  cette  surface  qu'une  zone  infi- 
niment étroite,  celle  qui  est  bordée  par  la  développante. 

Cela  posé,  supposons  que  chaque  tangente  soit  mobile  autour  du 
second  centre  par  lequel  elle  passe,  et  dans  le  plan  du  cercle  cor- 
respondant, c'est-à-dire  dans  le  plan  normal  à  la  surface  dévelop- 
pable; puis,  qu'une  de  ses  tangentes  se  meuve  en  effet  et  décrive 
autour  du  second  centre  un  angle  infiniment  petit  et  arbitraire  ; 
que  la  tangente  suivante  se  meuve  de  même  autour  de  son  second 
centre  jusqu'à  ce  qu'elle  coupe  la  tangente  précédente  considérée 
dans  sa  nouvelle  position  ;  que  la  troisième  tangente  se  meuve  aussi 
.  jusqu'à  ce  qu'elle  coupe  la  seconde  ;  et  ainsi  de  suite  de  proche  en 
proche  pour  toutes  les  tangentes.  Toutes  ces  droites  considérées 
dans  leurs  nouvelles  positions  seront  encore  normales  à  la  surface 
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courbe  engendrée  par  la  circonférence  de  cercle;  et  parce  qu'elles 
se  rencontrent  consécutivement  deux  à  deux,  elles  seront  dans  une 
seconde  surÊice  développable,  dont  Tarête  de  rebroussement  sera 
distincte  de  la  première  courbe  arbitraire,  mais  en  sera  infiniment 
proche.  Cette  seconde  siu^Êice  développable  sera  normale  à  la  sur- 
fece  engendrée  par  la  circonférence  du  cercle  ;  elle  la  coupera  en 
une  courbe  qui  sera  la  ligne  de  courbiu^e  suivante,  et  qui  sera  une 
développante  de  T  arête  de  rebroussement  de  la  seconde  surface  dé- 
veloppable. La  zone  comprise  entre  cette  seconde  développante  et 
la  première  appartiendra  à  la  surface  demandée. 

Actuellement,  si  l'on  opère  sur  l'arête  de  rebroussement  de  la 
seconde  surface  développable  et  sur  sa  développante,  comme  nous 
avons  opéré  sur  la  courbe  arbitraire  et  sur  sa  développante,  on 
aura  la  troisième  ligne  de  courbure  de  la  surface  demandée  ;  et, 
continuant  ainsi  de  proche  en  proche,  on  aura  tous  les  points  de 
la  surface. 

Cette  construction  a  toute  la  généralité  nécessaire  ;  car  elle  sup- 
pose une  première  courbe  entièrement  arbitraire,  et,  par  consé- 
quent, une  fonction  arbitraire  pour  chacune  des  projections  de 
cette  courbe. 

Nous  ne  donnerons  pas  un  plus  grand  nombre  d'exemi)les  de 
surface  dont  la  génération  peut  être  exprimée  par  des  équations 
aux  différences  partielles  du  second  ordre.  Quant  à  celles  qui  exi- 
gent des  différences  du  troisième  ordre,  nous  ne  considérerons  que 
le  petit  nombre  de  celles  qui  sont  remarquables  par  la  simplicité 
et  par  l'emploi  qu'on  en  fait  dans  les  arts. 
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§  XXI. 

DE  LA  SURFACE  COURBE  ENGENDRÉE   GÉNÉRALEMENT   PAR  LE 
MOUVEMENT  D'UNE  LIGNE  DROITE. 


Le  mouvement  d'une  droite  dans  l'espace  est  détenniné  lorsque 
cette  droite  est  assujettie  à  s'appuyer  perpétuellement  contre  trois 
courbes  à  double  courbure  données.  En  effet,  si  l'on  prend  sur  la 
première  de  ces  courbes  un  point  arbitraire,  la  droite  qui  passe 
par  ce  point,  et  qui  s'appuie  contre  les  deux  autres  courbes,  est 
entièrement  déterminée  de  position;  car  il  est  évident  que  cette 
droite  doit  être  l'intersection  des  deux  surfaces  coniques  dont  le 
sommet  commun  est  au  point  arbitraire,  et  qui  passent,  l'une  par 
la  seconde  courbe  donnée,  l'autre  parla  troisième.  Si  donc  on  con- 
çoit que  la  droite  se  meuve  de  manière  que,  s' appuyant  constam- 
ment sur  les  deux  dernières  courbes,  elle  passe  successivement  par 
tous  les  points  de  la  première  :  pour  chacun  de  ces  points  la  posi- 
tion de  la  droite  sera  déterminée,  et  la  surface  qu'elle  engendrera 
par  son  mouvement  sera,  par  conséquent,  unique  et  déterminée. 

La  nature  de  la  surface  dépend  de  celles  des  trois  courbes  qui 
dirigent  le  mouvement  de  la  génératrice  ;  mais  quelles  que  soient 
ces  trois  courbes,  toutes  les  surfaces  soumises  à  cette  génération 
ont  un  caractère  général  qui  peut  être  exprimé  par  l'analyse,  et 
dont  nous  allons  chercher  directement  l'expression  :  i"*  aux  diffé- 
rences partielles  du  troisième  ordre  ;  2^  aux  différences  du  second 
ordre;  3**  aux  différences  du  premier;  4**  en  quantités  finies. 

De  même  que  nous  avons  représenté  par/;,  q  les  coefficients 
des  différences  partielles  du  premier  ordre,  et  par  r,  s^t  ceux  des 
difierences  partielles  du  second  ordre,  nous  représenterons  par  w, 
2^/,  cv,  p  ceux  des  différences  partielles  du  troisième  ordre,  de  mà- 
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nière  que  Ton  aura 

dr  =  udx  H-  ma}', 
ds  =  mdx  H-  wày, 
dt  ==  wdx  H-    vdy\ 

équations  dans  lesquelles  le  coefficient  de  dy  dans  Tune  est  le  même 
que  celui  de  dx  dans  la  suivante,  parce  que,  les  deux  quantités/? 
et  q  étant  des  fonctions  de  ;r  et  j,  on  doit  avoir 

(ddp\    _    (ddp\  (ddq_\   _   (ddq\ 

\d^r)  —   \dydx)    ^^    \dxdjr)  -  \dfda:)' 

ce  qui  donne 


Considérons  la  droite  génératrice  dans  une  quelconque  de  ses 
positions  :  elle  coupe  chacune  des  trois  courbes  qui  dirigent-  son 
mouvement  en  un  point,  par  lequel  concevons  la  tangente  à  cette 
directrice;  puis,  par  la  droite  génératrice  et  par  chacune  des  trois 
tangentes,  concevons  im  plan  :  on  aura  trois  plans,  qui  seront  tous 
trois  tangents  à  la  surface  courbe,  et  pour  chacun  desquels  le  point 
de  contact  sera  le  même  que  celui  de  la  directrice  correspondante 
avec  sa  tangente.  Cette  surface  est  donc  telle,  que  trois  plans  tan- 
gents différents  peuvent  se  couper  en  une  ligne  droite  qui  passe 
par  leurs  trois  points  de  contact,  ou,  ce  qui  revient  au  même^  que, 
pour  quelque  point  de  contact  que  ce  soit,  le  plan  tangent  peut 
changer  deux  fois  de  suite  de  position  sans  cesser  de  passer  par  le 
premier  point  de  contact.  Or,  si  Ton  différentie  deux  fois  de  suite 
r  équation  du  plan  tangent 

z  —  z'  =p  {x  —  x')  -+-  q  Cr  — /), 
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en  regardant  comme  constantes  les  coordonnées  jc',  j',  jz',  du  point, 
général  du  plan,  ce  qui  donne 

{x  —  x')  dp  4-  (j— /)  dq  =  o, 

{x  —  a:')  ddp  -h  (j — j')  ddq  -+-  dpdx  +  dqdy  =  o, 

on  aura  trois  équations  qui  détermineront  les  coordonnées  x\y,z\ 
du  point  commun  aux  trois  plans  tangents  consécutifs  ;  et  parce  que 
les  trois  plans  doivent  passer  par  le  premier  point  de  contact,  ces 
trois  équations  doivent  avoir  lieu  en  faisant  x=x^^  y=y\  z=^z\ 
ce  qui  donne  la  quatrième  équation 

dpdx  -h  dqdj"  =  o. 

De  plus,  si  de  ces  quatre  équations  on  élimine  les  deux  quantités 
x—^  y     y    jj  restera  les  deux  autres 

z  — z  '  z  — z  ^ 

dpdx-^    dqdy=Of 

ddpdx  -\-  ddqdy  =  o, 

qui  ne  peuvent  subsister  simultanément,  à  moins  que  la  quantité 
-^  ne  soit  constante,  et  qui  peuvent,  par  conséquent,  être  mises 
sous  la  forme  suivante  : 

rdx^  H-  tisdxdy  H-  tdy^  =  o, 
udx^  -+-  3iudx^dy-+-  Swdxdy^  -+-  \>dy^  =  o. 

Enfin,  de  ces  deux  équations.  Tune  est  destinée  à  donner  la  valeur 
de  -^  qui  détermine  la  direction  de  la  droite  suivant  laquelle  se 
coupent  les  trois  plans  tangents  consécutife;  et  si  l'on  élimine  entre 
elles  ;—,  on  aura  une  équation  de  condition  qui  devra  être  satis- 
faite pour  que  ces  trois  plans  puissent  se  couper  dans  une  même 

^9 
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Jigne  droite,  et  qui  sera,  par  conséquent,  F  équation  de  la  surface 
demandée.  Donc,  si  l'on  représente  par  tt  la  valeur  de  ~  que 
fournit  l'une  de  ces  équations,  c'est-à-dire  si  l'on  fait,  pour  abréger, 


—  5-hN/(^'  — r^)_  ^ 
-^. ^ —  a, 

l'équation  aux  différences  partielles  du  troisième  ordre  de  la  sur- 
face cQjurbe  généralement  engendrée  pat  le  mouvement  d'une  ligne 
droite  sera 

(A)  u  H-  Szz/a  -h  3«^A-  H-  i^flt'  :=  o. 

On  peut  arriver  plus  rapidement  au  même  résultat,  en  considé- 
rant que  le  point  de  la  surface  peut  se  mouvoir  dans  le  premier 
plan  tangent,  puis  dans  le  second,  et  encore  dans  le  troisième, 
sans  cesser  de  se  mouvoir  en  ligne  droite;  c'est-à-dire  que  ce 
point  peut  se  mouvoir  trois  fois  de  suite,  sans  que  les  quantités 

/T'  A^^  ^  changent  de  valeur.  Donc,  si  l'on  différentie  deux  fois 

de  suite  l'équation  ' 

dz  =pdx  -h  qdy^ 

en  regardant  comme  constantes  les  trois  quantités  -j- ,  -j^,  ^  ,  on 
aura  les  deux  équations 

dpdx+    dqdy=^Oj 
ddpdx  +  ddqdx  =^o^ 

dy 
qui,  par  l'élimination  de  ^>  donneront  l'équation  (A). 

IL 

Lorsque  le  point  de  la  surface  courbe  se  meut  sans  sortir  de  la 
droite  génératrice  considérée  dans  la  même  position,  les  trois  quan- 
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tités  ^,  j^,  ^,  dont  deux  quelconques  déterminent  la  troisième, 

sont  constantes  ;  et  ces  quantités  varient  lorsque  le  point  passe  sur 
la  génératrice  considérée  dans  la  position  suivante  :  ainsi,  de  ces 
trois  quantités,  deux  quelconques  sont  fonctions  de  la  troisième. 
Donc,  si  l'on  divise  par  dx  l'équation 

dz  =  pdx  -h  qdy^ 
ce  qui  donne 

dz  dy 


puis  si  l'on  met  pour  ^  sa  valeur  "^^ — ïiL. "IjL2,  que  nous  conti- 
nuerons de  représenter  par  et;  et,  enfin,  si  l'on  fait  -j-  égale  à  une 
fonction  arbitraire  de  ^,  l'équation 

(B)  p  ^  aq=z  (pa, 

que  l'on  obtiendra,  sera  aux  différences  partielles  du  second  ordre 
celle  de  la  surface  demandée. 

Les  quantités  ^,  -j^  ne  sont  pas  les  seules  qui  soient  constantes 
en  même  temps  que  -^  =  *.  Si  l'on  représente  par 

z  =  (3a?  H-  <^, 

les  équations  de  la  génératrice  considérée  dans  une  position  quel- 
conque, dans  lesquelles  on  aura 

r  dz 

les  deux  autres  quantités  7,  S  sont  aussi  constantes  en  même  temps 
que  €t,  et  par  conséquent  fonctions  de  a.  Donc,  en  représentant  ces 

29. 
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nouvelles  fonctions  par  les  caractères  4>  ^>  les  deux  équations 

(C)  y  —  flta?  =  ^ût, 

(D)  z  —  [p-^(iq)x=^  Tra^ 

seront  encore  aux  différences  partielles  secondes  celles  de  la  surface 
demandée.  Les  trois  équations  (B) ,  (C) ,  (D) ,  dont  chacune  exprime 
complètement  la  génération  de  la  surface,  sont  les  trois  intégrales 
premières  de  Féquation  du  troisième  ordre  (A),  et  chacune  d'elles 
est  complétée  par  une  fonction  arbitraire  particulière. 

m. 

Les  trois  équations  (B),  (G),  (D)  ne  contiennent  les  coefficients 
différentiels  du  second  ordre  r,  Sjt^  que  parce  que  ces  coefficients 
entrent  dans  la  quantité  et.  Donc,  si,  combinant  ces  équations  deux 
à  deux,  on  en  élimine  la  quantité  a,  regardée  comme  une  indéter- 
minée, ce  qui  peut  se  faire  de  trois  manières  différentes,  on  aura 
trois  résultats  qui  ne  contiendront  que  des  différences  partielles  du 
premier  ordre,  et  dont  chacun  exprimera  la  surface  d'une  manière 
complète.  Ces  trois  résultats  seront  les  intégrales  secondes  de  l'é- 
quation (A),  et  chacime  de  ces  intégrales  sera  complétée  par  deux 
des  trois  fonctions  arbitraires  (P^^^tt. 

IV. 

Enfin,  des  quatre  coefficients  «,  |3,  7,  ^,  qui  entrent  dans  les 
équations  de  la  droite  génératrice ,  trois  quelconques  étant  fonc- 
tions du  quatrième,  il  s'ensuit  que  le  résultat  de  l'élimination  de 
l'indéterminée  *  entre  les  deux  équations 

z  X(p€t  =  TTAy 
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est  en  quantités  finies  l'équation  de  la  surface  généralement  engen- 
drée par  le  mouvement  d'une  ligne  droite.  Ce  résultat  est  l'inté- 
grale finie  de  l'équation  (A),  complétée  par  les  trois  fonctions  ar- 
bitraires ^,  4>  *^- 

V. 

De  la  caractéristique  sur  les  surfaces  dont  t équation  aux  diffé^ 
rences  partielles  est  du  troisième  ordre. 

La  méthode  que  nous  allons  donner  pour  trouver  l'équation  de 
la  caractéristique  convient  à  tous  les  ordres,  quoique,  dans  l'expo- 
sition que  nous  allons  en  faire,  elle  ne  soit  appliquée  qu'au  troi- 
sième. Soit 

(G)  F  [x,x,  z,p,  q,  r,  s,  t,  u,  tu,  w,i^]  =  o 

une  équation  quelconque  aux  différences  partielles  du  troisième 
ordre;  si  dans  cette  équation  on  élimine  trois  quelconques  des 
quatre  différences  partielles  supérieures  t/,  i^/,  (v,  p,  au  moyen  des 
trois  équations 

dr  =  udx  H-  ludy^ 

ds  =  mdx  -+-  wdy-y 

dt  ==  wdx  -h    vdy\ 

par  exemple,  si  l'on  élimine  les  trois  dernières  lUj  iv,  v^  on  aura 
une  équation  aux  différences  ordinaires 

(H)      f[x,x,  z, /?,  q,  r,  s,  t,  dx,  dy,  dr,  ds\  dt,  u]  =o, 

à  laquelle  satisferont  les  équations  particulières  de  toutes  les  sur- 
faces individuelles  soumises  à  la  génération  exprimée  par  l'équa- 
tion (G).  Quelle  que  soit  donc  une  de  ces  sur&ces  individuelles, 
son  équation  particulière  pourra  toujours  être  mise  sous  la  forme 
(H),  et  les  équations  des  différentes  sur&ces  individuelles,  mises 
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sous  cette  forme,  ne  différeront  entre  elles  que  par  la  quantité  w, 
qui,  dans  chacune  d'elles,  sera  différemment  composée  des  quanti- 
tés a;,  j,  z.  Ainsi, .en  considérant  une  des  surfaces  soumises  à  la  gé- 
nération exprimée  par  (G),  et  son  équation  étant  mise  sous  la  forme 
(H),  si  l'on  suppose  qu'une  quelconque  des  trois  courbes  arbi- 
traires qui  dirigent  le  mouvement  de  la  génératrice  vienne  à  éprou- 
ver ime  variation  infiniment  petite,  l'équation  (H)  n'éprouvera 
d'autre  changement,  sinon  que  la  quantité  u  changera  de  valeur  et 
deviendra  w'  ;  et  les  deux  surfaces  qui  correspondent  à  ces  deux 
valeurs  successives  de  u  se  couperont  en  une  courbe,  pour  les 
points  de  laquelle  les  quantités  x^y^  z^p^  q^r^s^t^et  leurs  diffé- 
rences ordinaires  dx^  dy^  dzydp^dq^dr^dsj  dt  auront  les  mêmes 
valeurs,  soit  que  l'on  considère  cette  courbe  sur  la  première  sur- 
face, soit  qu'on  la  considère  sur  la  seconde.  Cette  courbe,  qui  est 
constante,  et  pour  les  points  de  laquelle  les  différences  partielles 
des  ordres  inférieurs,  ainsi  que  leurs  différences  ordinaires,  ne 
changent  pas  lorsqu'une  des  directrices  éprouve  ime  variation,  est 
donc  indépendante  de  ce  qu'il  y  a  de  particulier  dans  cette  direc- 
trice ;  elle  est  donc  la  courbe  à  laquelle  nous  avons  donné  le  nom 
de  caractéristique,  et  il  est  évident  qu'en  général  il  peut  y  en  avoir 
pour  le  même  point  autant  qu'il  y  a  de  directrices  arbitraires  dans 
la  génération,  et  par  conséquent  autant  qu'il  y  a  d'unités  dans 
l'ordre  de  l'équation  (G).  Donc,  si  l'on  différentie  l'équation  (H) 
en  regardant  u  comme  seule  variable,  l'équation 

que  l'on  obtiendra,  appartiendra  à  la  caractéristique.  Or  il  est  évi- 
dent que,  sans  effectuer  l'équation  (H),  on  arrivera  à  im  résultat 
équivalent,  si,  après  avoir  différentie  l'équation  (G),  en  regardant 
comme  seules  variables  les  différences  partielles  a,  i//,  cv,  i^,  de 
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l'ordre  supérieur,  ce  qui  produira  une  équation  de  la  forme 

Vdu  -h  iff^diu  -+-  Wdw  Ydif  =  o, 

on  substitue  pour  diu^  dw,  dv,  les  valeurs  que  Ton  trouve  en  dif- 
férentiant  dans  la  même  hypothèse  les  valeurs  de  dr,  ds^  dt^  qui 
doivent  aussi  être  constantes.  Mais  cette  dernière  difFérentiation 
donne 

dudv  -h  dmdy  ==  o, 

diuda; -i- divdf  =Oj 

dwdx  -[-  d\>df  =o, 

et,  par  conséc[uent, 

dm  = —  -r-  duj 

dv   == — 3— .du. 

Donc,  par  la  substitution,  on  trouvera,  pour  l'équation  générale  de 
la  caractéristique, 

(K)  \}dy^  —^dy-dx  4-  ^dydx^  —  \dx'  =  o. 

D  est  facile  de  reconnaître  la  loi  d'après  laquelle  on  formera  l'é- 
quation de  la  caractéristique  pour  un  ordre  quelconque. 

VI. 

L'équation  (K)  de  la  caractéristique  est,  par  rapport  à  ^^, 

d'un  degré  algébrique  aussi  élevé  que  l'ordre  de  la  proposée  (G). 
Lorsque  tous  les  facteurs  de  cette  équation  algébrique  sont  ration- 
nels, il  y  a  pour  le  même  point  autant  de  caractéristiques  indépen- 
dantes (jue  de  facteurs,  et  chacune  d'elles  correspond  à  celle  des 
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courbes  arbitraires  qui  la  produit  par  sa  variation.  Si  c[uelques-uns 
de  ces  facteurs  sont  égaux  entre  eux,  les  caractéristiques  corres- 
pondantes coïncident  en  une  seule  ;  mais,  en  général,  les  facteurs  de 
r équation  (K)  sont  irrationnels  :  alors  les  caractéristiques,  dont  le 
nombre  est  toujours  égal  au  degré  algébricpie  de  l'équation  (K), 
n'ont  plus  d'équations  distinctes;  elles  ont  une  équation  intégrale 
commune  du  même  degré  algébrique,  par  rapport  à  la  constante 
arbitraire,  que  l'équation  (K);  et  si  l'on  déterminait  cette  constante 
de  manière  que  la  courbe  passât  par  un  point  donné  de  la  surface, 
il  viendrait  pour  cette  constante  des  valeurs  différentes,  dont  cha- 
cune conviendrait  à  une  caractéristique  particulière. 

VII. 

Si  l'équation  aux  différences  partielles  (G)  est  linéaire  par  rap- 
port aux  différences  partielles  de  l'ordre  supérieur,  l'équation  (H) 
sera  aussi  linéaire  par  rapport  à  la  différentielle  partielle  restante; 
et,  en  supposant  que  cette  différentielle  partielle  soit  w,  l'équation 
(H)  sera  de  la  forme 

M-hNw  =  o, 

dans  laquelle  M  et  N,  qui  peuvent  être  fonctions  de  a:,  j,  z,/?,  ^r, 
r,  s  y  tj  dxy  djr^  dr^  ds^  dt^  ne  contiennent  point  u.  Lors  donc  que 
l'on  différentiera  cette  dernière  équation  en  regardant  u  comme 
seule  variable  pour  avoir  l'équation  (J),  on  aura  pour  équation  de 
la  caractéristique  N  =  o  ;  et  parce  que  cette  courbe  est  elle-même 
sur  la  surface  courbe,  et  que  l'équation 

M  -h  Nm  =  o 

a  aussi  lieu  pour  elle,  il  s'ensuit  que  l'on  aura  encore  M  =  o.  Donc 
on  aura  pour  la  caractéristique  les  deux  équations  aux  différences 

ordinaires 

M  =  o,     N  =  o, 
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qui  seront  toutes  deux  délivrées  de  la  quantité  w,  et  qui  seront,  par 
conséquent,  indépendantes  de  tout  ce  qu'il  y  a  de  particulier  dans 
les  courbes  arbitraires  qui  dirigent  la  génératrice.  Il  suit  de  là  que 
si  l'on  intègre  ces  deux  équations,  soit  directement,  soit  au  moyen 
des  autres  équations  aux  différences  ordinaires 

dz  =1  pdx  +  qdy-y 
dp  =  rdx  H-  sdy, 
dq  =  sdx  -h  tdy^ 

ce  qui  produira  deux  équations  intégrales 

dans  lesquelles  *  et  p  sont  les  constantes  arbitraires  introduites  par 
l'intégration,  et  où  X  et  Y  sont  des  fonctions  connues  de  x^j^  z^ 
p^q,  r^Syt;  les  deux  arbitraires  et,  ^  seront  toutes  deux  con- 
stantes pour  la  même  caractéristique,  et  elles  varieront  toutes  deux 
lorsque  l'on  passera  d'une  caractéristique  à  une  autre  infiniment 
voisine  :  ces  deux  arbitraires  seront  donc  fonctions  l'une  de  l'autre, 
et  l'on  aura  pour  équation  de  la  caractéristique 

X  =  A,      Y  =  ^a, 

a  étant  l'arbitraire  unique  qui  détermine  la  position  de  cette  courbe. 
Or  la  surface  courbe  peut  être  regardée  comme  le  lieu  de  toutes  les 
caractéristiques  successives  que  l'on  obtiendrait  en  donnant  suc- 
cessivement à  a  toutes  les  valeurs  possibles.  Donc  on  aura  l'équa- 
tion de  cette  surface  en  éliminant  cl  entre  les  deux  équations  inté- 
grales; ce  qui  donnera,  pour  une  des  intégrales  premières, 

Y  =  (pX. 

3o 
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vm. 

On  trouvera  pour  la  caractéristique  deux  équations  aux  diffé- 
rences ordinaires,  telles  que 

M  =  o,     N  =  o, 

non-seulement  lorsque  la  proposée  (G)  sera  linéaire  par  rapport  aux 

différences  partielles  de  Tordre  le  plus  élevé  u^m^  w,  (^;mais 

encore  lorsque  les  trois  quantités  uw  —  lu^y  uv^ —  mw^iuv  —  w^ 

y  entreront  elles-mêmes  linéaires  ;  car  il  est  facile  de  vérifier  que 

si  Ton  chasse  de  chacune  de  ces  quantités  trois  des  différentielles 

partielles  w,  i^/,  w,  t^,  la  quatrième  se  trouve  linéaire.  L'équation 

(H)  se  trouvera  donc  encore  linéaire  par  rapport  à  w,  et  lorsqu'on 

la  différeritiera  en  regardant  u  comme  seule  variable,  on  aura  deux 

équations 

M  r=  o,     N  =  o. 

Pour  les  ordres  supérieurs,  la  caractéristique  aura  de  même  deux 
équations  aux  différences  ordinaires,  non-seulement  lorsque  l'équa- 
tion aux  différences  partielles  sera  linéaire  par  rapport  aux  diffé- 
rences de  4' ordre  le  plus  élevé,  mais  encore  lorsqu'elle  le  sera  par 
rapport  à  toutes  les  quantités  de  la  forme  suivante  f 

f     dt^z     \f     d'^z     \   _    /     drz     \f      drz     \ 

\dx«dy''-f)  \dx^df^)  \dx^dj"--y  \ doT df*'"' ) ^ 

pourvu  que  dans  chacune  des  quantités  de  cette  forme  on  ait 

g-hh^k  -f-m; 

car,  en  chassant  de  ces  quantités  toutes  les  différences  partielles, 
excepté  une,  cette  dernière  se  trouve  linéaire. 

IX. 

Dans  tous  les  autres  cas,  l'équation  (H)  ne  sera  pas  linéaire  par 
rapport  à  w;  par  conséquent  l'équation  (J),  qui  est  sa  différentielle 
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prise  en  ne  faisant  Tarier  que  a^  ne  sera  pas  délivrée  de  u.  Cette 
équation  ne  sera  donc  pas  indépendante  de  la  courbe  arbitraire  dont 
la  variation  doit  produire  la  caractéristique.  L'on  ne  pourra  faire 
disparaître  a  qu'en  éliminant  entre  les  deux  équations  (H),  (J),  ce 
qui  produira  pour  la  caractéristique  une  équation  unique  aux  diffé- 
rences ordinaires.  Cette  équation  unique,  qui  résultera  de  l'élimi- 
nation d'une  quantité  élevée,  sera  elle-même  élevée,  et  ne  satisfera 
pas  à  l'équation  connue  sous  le  nom  de  condition  d'intégrabilité, 
condition  qui  n'est  autre  que  celle  d'appartenir  à  une  surface 
courbe;  mais  cette  équation  n'en  exprimera  pas  la  caractéristique 
d'une  manière  moins  complète,  et  l'intégration  dont  elle  est  sus- 
ceptible ne  conduira  pas  moins  à  l'intégrale  de  l'équation  (G).  La 
manière  de  traiter  les  équations  de  ce  genre  ouvre  une  nouvelle 
branche  de  calcul  intégral,  dont  nous  donnerons  quelques  exem- 
ples en  traitant  de  la  génération  des  courbes  à  double  courbure,  ce 
que  nous  ferons  incessamment,  après  avoir  terminé  ce  que  nous 
nous  proposons  de  dire  sur  la  génération  des  surfaces. 

Nous  allons  appliquer  les  résultats  que  nous  venons  de  trouver, 
à  l'intégration  de  l'équation  de  la  surface  généralement  engendrée 
par  le  mouvement  d'une  ligne  droite. 


Si  l'on  différentie  l'équation  (A)  en  regardant  u^m^w^s^  comme 
seules  variables,  on  trouve  U  =  i ,  j^  =  3û),  W  =  3û)%  V=  û>*  ; 
et,  substituant  ces  valeurs  dans  (K),  on  a,  pour  première  équation 
de  la  caractéristique. 


dy^  —  ^cody-d^  H-  icû^dydx^  —  a>^dx^  =  o. 

Or  cette  équation  est  un  cube  parfait;  donc,  pour  la  surface  dont  il 
s'agit,  les  trois  caractéristiques  coïncident  et  se  confondent  en  une 

3o. 
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seule  courbe,  qui  a  pour  une  de  ses  équations, 

dy  —  cùdx  =  o. 


ou,  substituant  pour  û)  la  quantité  — : — qu'elle  représente, 

(  E)  rdx^  -t-  isdxdy  +  tdy'  =  o. 

Au  moyen  de  cette  équation,  et  chassant  de  (A)  les  quantités  w,  w/, 
w^\^^  on  trouve,  pour  la  seconde  équation  de  la  caractéristique, 

(F)  drdx^  -h  idsdxdrf  4-  dtdy'^  =  o. 

Des  deux  équations  (E),  (F)  de  la  caractéristique,  la  seconde 
est  là  différentielle  de  la  première  prise  en  regardant-^  comme 
constante  ;  la  quantité  ^,  ou  sa  valeur 


—  5  4-\/5*  —  rt 
1 ' 

que,  pour  abréger,  nous  continuerons  de  représenter  par  a,  est 
donc  constante  dans  toute  l'étendue  de  la  même  caractéristique. 
Ainsi,  pour  cette  courbe,  à  la  place  des  deux  équations  (E),  (F), 
on  peut  employer  l'équation  (E)  et  la  suivante 

dy  =  adx^ 

qui  remplacera  l'intégrale  de  (F),  et  dans  laquelle  a  tiendra  lieu 
d'une  constante  introduite  par  intégration.  Mais  l'équation  (E) 
peut  être  mise  sous  la  forme 

dpdbc  4-  dqdy  =^  o, 
ou     , 

dp  4-  ddq  =  o  ; 

de  plus,  chassant  dy  de  dz  =ipdx  4-  qdy^  on  a 

dz  —  {p  -^  <^i)  dx  =  o. 
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Donc,  pour  la  caractéristique,  on  a  aux  différences  ordinaires  les 
trois  équations  suivantes,  dont  deux  comportent  la  troisième 

dp  +  adq  =  o, 

dy  —  (idx  =  o, 

dz  —  (/?  +  a</)  dx  =  o. 

Les  intégrales  de  ces  trois  équations,  prises  en  regardant  comme 
constante  la  quantité  d  qui  ne  varie  pas  dans  la  même  caractéris- 
tique, seront  complétées  chacune  par  une  arbitraire  qui  sera  aussi 
constante  pour  la  même  caractéristique ,  et  qui  sera ,  par  conséquent, 
une  fonction  arbitraire  de  a.  Ainsi,  en  faisant,  pour  abréger, 


-t =  *' 

les  trois  intégrales  de  T  équation  (A)  seront 

/?  4-  fit^r  =  cpa, 

y  —  ûta:  =  ^f.a, 

z  —  [p  -{-  aq)  X  =  TTct. 

Enfin,  en  opérant  sur  ces  trois  équations  comme  nous  avons  fait 
dans  les  articles  III  et  IV,  on  trouve  les  trois  intégrales  secondes  et 
l'intégrale  finie. 

XL 

Trois  courbes  à  double  courbure  étant  données  dans  Vespaxie, 
trousser  V équation  de  la  surface  engendrée  par  le  mouvement 
d'une  droite  constamment  appuyée  sur  ces  trois  courbes. 

Les  équations  intégrales  de  la  surfece 

z  X^A  =■  TTd 

y  —  AX   =  4* 


Digitjzed  by 


Google 


—  238  - 

devant  avoir  lieu  en  même  temps  que  celle  de  chacune  des  trois 
courbes  données,  il  s'ensuit  que  si  entre  ces  deux  équations  et 
celles  de  la  première  courbe  on  élimine  a?,  j,  z,  on^aura  en  a,  cp^, 
4ût,  TTût,  une  première  équation  ;  opérant  de  même  sur  les  deux 
autres  courbes,  on  aura  deux  autres  équations  en  a,  cp*,  4^^)  '''■*? 
tirant  de  ces  trois  équations  les  valeurs  de  cp,  4?  "^^  l^s  fonnes  de 
chacune  de  ces  fonctions  seront  déterminées.  Mais,  sans  effectuer 
cette  dernière  opération  qui  suppose  la  résolution  des  équations, 
si  entre  ces  trois  équations  et  les  deux  équations  intégrales  on  éli- 
mine les  quatre  quantités  et,  (pa,  4*  ^^  '^'-*5  o^  ^^^ra  en  ^,  j,  z,  l'é- 
quation de  la  surface  demandée. 


§  XXII. 

DE  LA  SURFACE  COURBE  QUI  ENVELOPPE  UNE  SUITE  DE  SPHÈRES 
VARIABLES  DE  RAYON,  ET  DONT  LES  CENTRES  SONT  DISTRIBUÉS  SUR 
UNE  COURBE  QUELCONQUE. 


I. 

En  considérant  une  quelconque  des  sphères  enveloppées,  il  est 
facile  de  reconnaître  que,  pour  cette  sphère,  le  rayon  et  les  trois 
coordonnées  du  centre  seront  constants  ;  mais  si  Ton  passe  de  cette 
première  sphère  à  une  autre,  c'est-à-dire  si  Ton  suppose  que  le 
rayon  varie,  la  position  du  centre,  et  par  conséquent  les  trois  coor- 
doimées  qui  déterminent  sa  position,  varient  aussi.  E  suit  de  là  que 
de  ces  quatre  quantités,  si  ime  seule  est  constante  ou  variable,  les 
trois  autres  sont  de  même  constantes  ou  variables  :  ainsi  trois 
d'entre  elles  sont  des  fonctions  différentes  de  la  quatrième.  La 
forme  de  ces  fonctions  dépend  de  la  nature  de  la  courbe  sur  la- 


Digitized  by 


Google 


—  239  — 

quelle  le  centre  doit  être  placé,  et  de  la  relation  établie  entre  le 
rayon  et  la  position  du  centre  ;  et  si  Ton  veut  obtenir  des  résultats 
qui  soient  indépendants  de  cette  relation  et  de  la  nature  de  la 
courbe,  ces  fonctions  doivent  être  regardées  comme  arbitraires. 
Donc,  en  nommant  et  le  rayon  de  la  sphère,  les  coordonnées  du 
centre  seront  cpa,  ^l^a,  7ra,  et  l'équation  de  la  surface  de  celte  sphère 
sera 

(A)  [x — (p(ty  -h  (j  —  4*)^  +  [z — Vût)^  =  a^; 

l'enveloppe  devant  toucher  deux  sphères  consécutives,  les  points 
de  la  surface  de  la  sphère  qui  appartiendront  aussi  à  l'enveloppe 
seront  ceux  qui  ne  changeront  pas  lorsque  la  sphère  changera, 
c'est-à-dire  lorsque  le  rayon  a  et  les  trois  fonctions  cp,  4?  ^r?  qui  en 
dépendent,  éprouveront  une  variation.  Donc,  si  l'on  différentie  l'é- 
quation de  la  sphère  en  regardant  a  comme  seule  variable,  ce  qui 
donnera 

(B)  {x-<p)  <p'  +  (j-4)  4'  -^{z—tt)  tt'  =-  a, 

on  aura  une  équation  qui  appai^tiendra  à  la  ligne  de  contact  de  la 
sphère  avec  l'enveloppe,  quelle  que  soit  a,  c'est-à-dire  quelle  que 
soit  la  sphère  que  l'on  considère.  Donc  le  résultat  de  l'élimination 
de  l'indéterminée  *  entre  ces  deux  équations  donnera  en  a;,  j,  z, 
l'équation  finie  de  l'enveloppe  demandée,  et  cette  équation  con- 
tiendra les  trois  fonctions  arbitraires  (p^'\j7F. 

IL 

La  normale  menée  par  im  point  quelconque  de  l'enveloppe, 
étant  aussi  perpendiculaire  à  la  surface  de  la  sphère  qui  touche 
l'enveloppe  au  même  point,  passe  par  le  centre  de  la  sphère.  Or, 
en  faisant,  pour  abréger. 
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les  cosinus  des  angles  que  la  normale  fait  avec  les  trois  coordonnées 
x,  fj  z  sont  respectivement 

—  P.         —9.         1 
k    '  k    '         k 

Donc  il  sera  facile  d'avoir  les  rapports  du  rayon  de  la  sphère 
avec  les  parties  qui  lui  correspondent  sur  chacune  de  ces  coor- 
données, rapports  qui  sont  exprimés  par  les  trois  équations  sui- 
vantes : 

(C)  '  {x  —  <p)  k  -j-  ctp  =  o, 

(D)  (j— 4)^4-0^  z=o, 

(E)  {z  —7r)k—aL    =  o. 

Ces  trois  équations,  combinées  deux  à  deux  (ce  qui  peut  se  faire  de 
trois  hianières  différentes),  donneront,  par  l'élimination  de  l'indé- 
terminée a,  les  trois  équations  aux  différences  premières  de  l'enve- 
loppe demandée,  et  dont  chacune  ne  renfermera  plus  que  deux 
fonctions  arbitraires  ;  mais  l'élimination  ne  pouvant  s'exécuter  tant 
que  les  formes  des  fonctions  ne  sont  pas  déterminées,  il  s'ensuit 
que  ces  trois  différentielles  premières  sont  représentées  chacime 
par  le  système  de  deux  équations  entre  lesquelles  il  faut  éliminer 
l'indéterminée  a. 

On  arriverait  facilement  à  ce  résultat  par  les  différentiations  de 
l'équation  (A),  prises  en  regardant  d'abord  a:,  puis/,  comme  seules 
variables,  et  en  traitant  a  comme  constante  dans  les  deux  opéra- 
tions ;  ce  qui  est  permis  dans  l'équation  (B) ,  et  éliminant  ensuite 
entre  (A)  et  les  deux  différentielles  une  des  trois  fonctions  arbi- 
traires (p,  4?  •^• 

III. 

Les  normales  à  la  surface,  menées  par  deux  points  consécutifs  de 
la  ligne  de  contact  avec  la  même  sphère,  passent  par  le  centre  : 
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donc  le  rayon  de  la  sphère,  que  nous  avons  jusqu'ici  représenté 
par  et,  est  un  des  deux  rayons  de  courbure  de  la  surface  enveloppée. 
Or  nous  avons  vu  (§  XV)  que  T  expression  du  rayon  de  courbure 
est  la  valeur  de  R  tirée  de  l'équation 

(rf)   k'-hkR[{i^q')r—2pqs-h{i-\-p')t]-]-{rt  —  s')K'  =  o. 

Donc,  si  dans  les  trois  équations  (G),  (D),  (E)  on  substitue  pour  a, 
cette  valeur  de  R,  les  trois  nouvelles  équations 

(F)  {x  —  (pR)k-\-pR  =  o, 

(G)  (^_4R)A.+^ryR  =  o, 
(H)  {z  —7rR)k—    R  =  o 

seront,  aux  différences  secondes,  celles  de  la  surface  demandée. 
Ghacune  de  ces  équations  contient  encore  une  fonction  arbitraire, 
et  exprime  seule  toutes  les  surfaces  soumises  à  la  même  génération. 

IV. 

Toutes  les  normales  à  la  surface  menées  par  les  points  de  sa  ligne 
de  contact  avec  la  même  sphère,  passant  par  le  centre  de  cette 
sphère,  il  s'ensuit,  i®  que  cette  ligne  de  contact  est  une  des  lignes 
de  courbure  de  la  surface  enveloppe;  2°  que,  pour  toute  une  ligne 
de  courbure,  le  rayon  de  courbure  est  constant.  Or  nous  avons 
vu  (§  XV)  que  l'équation  de  la  ligne  de  courbure  est 

Donc,  en  posant  cette  dernière  équation,  on  doit  avoir 

dR  =  o. 

Si  donc  on  représente  par  at  la  valeur  de  ^  tirée  de  l'équation  (e), 

3i 
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il  faut  qu'on  ait  en  même  temps 

quelle  que  soit  la  valeur  de  ^  :  donc,  éliminant  ce  rapport,  F  équa- 
tion aux  différences  partielles  du  troisième  ordre  de  la  surfece  de- 
mandée pourra  être  mise  sous  la  forme  abrégée 

<')  (S)-»(f)=<'. 

qu'on  obtiendrait  également  en  différentiant  chacune  des  équations 
(F),  (G),  (H),  de  manière  à  faire  disparaître  la  fonction  arbitraire 
qu'elle  renferme.  Enfin,  développant  cette  équation,  et  faisant, 
pour  abréger, 

(i-f-/?')*  +  Rr  =  A      (i+g')r—  ^pqs  ^  (i-f-;7^)<  =  M 
pqk^Y^s  =  ^  rt  —  s^  =  N 

ce  qui  donne,  en  vertu  de  (rf) , 

AC  —  B^  =  o, 

on  aura,  pour  la  surface  demandée,  l'équation  linéaire  aux  diffé- 
rences troisièmes 

Cw  -h  (Gû>—  2B)  ui  H-  (A —  sBû))  wkcôV  H- 2Â:N  [p  +  c^q) 


Étant  donnée  l'équation  linéaire  aux  troisièmes  différences  que 
l'on  vient  de  trouver,  si  l'on  se  propose  de  déterminer  la  caracté- 
ristique de  la  surface  à  laquelle  elle  appartient,  en  opérant  comme 
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on  Ta  vu  dans  le  paragraphe  précédent,  on  trouve  pour  équation 
de  cette  courbe, 

(K)  Cdx'  '-h{^B—Cc^)dx'dx^{A—2Bc0)dxdx''—A(»dx'  =o, 

qui  est  évidemment  composée  de  deux  facteurs,  et  donne  les  deux 
équations  suivantes  : 

(L)  djr  —  cûdx  =  o, 

(M)  Gdx'  +  2Bdxdx  H-  Adx'  =  o. 

Le  premier  de  ces  facteurs  n'étant  autre  chose  que  l'équation  (e) 
ci-dessus,  il  s'ensuit  qu'une  des  caractéristiques,  si  toutefois  elles 
sont  différentes  entre  elles,  est  une  des  lignes  de  la  courbure  de 
la  surface.  Le  second  facteur,  parce  que  l'on  a  AC  =  B%  est  un 
carré  parfait  dont  les  deux  racines  égales  peuvent  être  exprimées 
indifféremment  par  l'une  des  deux  équations  suivantes  : 

Adx  -h  Bdf  =  o, 
Bdx  +  Cdf  =  o, 

qui,  en  remettant  pour  A,  B,  C,  leurs  valeiu^,  deviennent 
(N)  *  {dx  -^pdz)  -H  Kdp  =  o, 

(O)  *  (<^  H-  qdz)  -h  ^dq  =  o, 

et,  par  l'élimination  de  R,  donnent 

dq  {dx  -+-pdz)  —  dp  (dy  H-  qdz)  =  o. 

Or,  si  l'on  développe  cette  dernière  équation,  qui  tient  lieu  de  cha- 
cun des  deux  facteurs  égaux  de  l'équation  (M),  on  retrouve  encore 
l'équation  (e)  ;  ce  qui  est  facile  à  vérifier.  Donc  les  trois  facteurs  de 
l'équation  de  la  caractéristique  appartiennent  à  la  même  courbe. 
Ain^,  pour  chacun  de  ses  points,  la  surface  que  nous  considérons 
n'a  qu'une  seule  caractéristique,  qui  est  une  de  ses  deux  hgnes  de 

3i. 
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courbure,  et  dont  T équation  peut  indifféremment  être  mise  sous 
l'une  des  trois  formes  (L),  (N),  (O).  Il  suit  aussi  de  là  que  les  trois 
fonctions  arbitraires  qui  compléteront  l'intégrale  complète  de  la 
proposée  seront  composées  d'une  même  quantité. 

VL 

La  caractéristique  devant  se  trouver  sur  la  surface,  elle  sera  ex- 
primée par  l'équation  de  la  surface  et  par  une  quelconque  des  trois 
équations  (L),  (N),  (O).  Posons  d'abord  que  ce  soit  par  l'équation 
(L),  et  prenons  la  proposée  sous  la  forme  (I),  les  deux  équations 
de  la  caractéristique  seront  donc 

df  —  cûdx  =  o, 
qui,  par  l'élimination  de  cû,  donnent 

d'où  il  Êiut  conclure  que,  dans  la  surface  que  nous  considérons, 
pour  une  des  lignes  de  courbure,  le  rayon  de  cette  courbure  est 
constant.  Actuellement,  si  des  deux  équations  (N),  (O),  et  de 
dz  =pdx  -h  qdf,  qui  appartiennent  toutes  trois  à  la  caractéristique, 
on  tire  les  valeurs  de  do;,  djr,  dz,  ce  qui  donne 

G&rH-Rrf^  =  o,     dy  -hRd^  =  o,     dz  —  Rd^=o, 

les  équations  de  la  caractéristique  seront  indifferenunent  l'un  des 
trois  systèmes  suivants  de  deux  équations 

dR  =  o,  dR  =  o,  rfR  =  o, 

dx  -i-Rd^  =  o,     dj'  -hRd^=  Oj     dz  —  Rdj  =  o. 
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Or,  dans  chacun  de  ces  systèmes,  en  vertxi  de  la  première  équation, 
la  seconde  est  une  différentielle  complète  :  donc  l'intégrale  pre- 
mière de  la  proposée  est  indifféremment  Tune  des  trois  équations 

a;+Rf=(pR, 
j+Rf=4R, 

k 

Si,^àla  place  de  R,  on  substitue  sa  valeur  tirée  de  l'équation  (rf), 
il  est  évident  que  chacune  de  ces  trois  intégrales  sera  aux  diffé- 
rences partielles  secondes,  et  complétée  par  une  fonction  arbitraire 
particulière. 

VIL 

Les  trois  intégrales  premières  que  nous  venons  de  trouver  ne 
contiennent  de  différences  secondes  que  celles  qui  entrent  dans  la 
valeur  de  R  ;  donc,  si  en  combinant  ces  équations  deux  à  deux,  ce 
qui  peut  se  faire  de  trois  manières  différentes,  on  élimine  entre  elles 
la  quantité  R,  les  trois  résultats,  qui  ne  contiendront  plus  que  des 
différences  premières,  et  dont  chacun  renfermera  deux  fonctions 
arbitraires,  seront  les  trois  intégrales  secondes;  mais,  la  quantité  R 
devant  être  éliminée,  sa  valeur  est  indifférente,  et  à  sa  pilace  on 
peut  mettre  une  indéterminée  quelconque  a.  De  plus,  cette  quan- 
tité se  trouvant  sous  les  fonctions  arbitraires,  l'élimination  dont  il 
s'agit  ne  peut  être  qu'indiquée  :  donc  les  trois  intégrales  secondes 
de  la  proposée  sont  les  résultats  de  l'élimination  de  a  entre  deux 
quelconques  des  trois  équations  suivantes  : 

{oo —  0et)  k  = —  a/?, 
(  z  —  TTct)  k  =  a. 
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VIII. 

Enfin,  éliminant/?  et  q  entre  les  trois  équations  précédentes  et 
dz  =^pdx  -t-  qdy^  on  aura  deux  équations  délivrées  de  toutes  diffé- 
rences partielles,  et  qu'on  peut  obtenir  facilement  de  la  manière 
suivante.  Carrant  les  trois  équations  et  ajoutant,  on  a  d'abord 

puis  multipliant  la  première  par  dx^  la  seconde  par  rfy,  ajoutant  et 
chassant  k  au  moyen  de  la  troisième,  on  trouve 

[x  —  (pa)  dx  -+-  [x  —  4*)  ^  "+■  (^  —  '^^)  dz  =o. 

Or  cette  dernière  équation  étant  la  différentielle  de  la  précédente, 
prise  en  regardant  a  comme  constante,  ne  peut  avoir  lieu  conjoin- 
tement avec  la  précédente,  à  moins  que  la  différentielle  de  celle-ci, 
prise  en  regardant  a  comme  seule  variable,  n'ait  lieu.  Donc,  à  la 
place  de  ces  deux  équations,  on  aura  les  deux  suivantes  : 

{x  —  cp*)^  H-  { J  —  4*)^  H-  (z  —  ttûlY  =  a% 
(a?  — (p)(p'-h  (j  — 4)4'-+-  {z  —  7r)7r'  =—A, 

qui,  étant  délivrées  de  toutes  différentielles,  et  comprenant  trois 
fonctions  arbitraires,  seront  l'intégrale  complète  de  la  proposée. 


§  XXIII. 

DE  LA  SURFACE  COURBE  DONT  TOUTES  LES  NORMALES  SONT  TANGENTES 
A  LA  SURFACE  D'UNE  MÊME  SPHÈRE. 


Génération  de  la  surface. 

Si,  considérant  les  normales  d'une  surface  courbe  en  général,  on 
se  propose  de  passer  d'une  quelconque  de  ces  normales  à  une  autre 
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infiniment  voisine,  et  qui  soit  dans  le  même  plan  que  la  première , 
on  sait,  par  les  propriétés  des  lignes  de  courbm'e,  que  ce  passage 
peut  toujours  se  faire  de  deux  manières  différentes,  ce  qui  déter- 
mine deux  nouvelles  normales,  et  que  les  deux  plans  menés  par 
la  première  normale  et  les  deux  autres  sont  rectangulaires  entre 
eux. 

Concevons  la  surfece  qui  est  touchée  par  toutes  les  normales, 
surface  qui  n'est  autre  chose  que  l'enveloppe  ou  la  limite  de  l'es- 
pace qu'elles  occupent  toutes  ;  puis  considérons  une  normale  quel- 
conque, avec  les  deux  autres  normales  infiniment  voisines  de  la 
première,  et  dont  chacune  est  dans  un  même  plan  avec  elle  :  cela 
posé,  si  la  première  normale  et  une  des  deux  autres  ne  se  rencon- 
trent pas  dans  un  des  points  de  la  surface  touchée,  le  plan  déter- 
miné par  les  deux  normales  sera  tangent  à  cette  dernière  surface, 
puisqu'il  passera  par  deux  tangentes  infiniment  voisines,  et  le  se- 
cond plan  déterminé  par  la  troisième  normale  sera  perpendiculaire 
à  la  surface  touchée  dans  le  point  de  contact  de  cette  surface  avec 
le  premier  plan. 

Il  suit  de  là,  i**que  la  première  et  la  troisième  normale  seront 
les  tangentes  consécutives  d'une  même  courbe  tracée  sur  la  sur&ce 
touchée  ;  2®  que  ces  deux  droites  se  rencontreront  en  un  des  points 
de  cette  surface,  qui  sera,  par  conséquent,  le  lieu  des  centres  d'une 
des  courbures  de  la  surface  proposée  ;  3^  que  la  courbe  touchée 
par  la  suite  des  normales  qui  se  coupent  ainsi  consécutivement 
sera  le  lieu  des  centres  de  courbure  des  points  de  la  surface  qui 
sont  sur  une  même  ligne  de  courbure  ;  4^  que  tous  les  plans  oscula- 
teurs  de  cette  courbe  seront  normaux  à  la  surfeice  des  centres  ;  que, 
par  conséquent,  cette  courbe  sera,  sur  la  sur&ce  des  centres,  la 
plus  courte  que  l'on  puisse  mener  entre  ses  extrémités;  5**  enfin, 
que  la  ligne  de  courbure  dont  elle  contient  les  centres  sera  sa  déve- 
loppante ;  en  sorte  que  la  partie  de  la  normale  comprise  entre  la 
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surface  proposée  et  celle  des  centres  sera  égale  à  Tare  rectifié  de 
cette  courbe. 

Passant  au  cas  particulier,  qui  est  l'objet  que  nous  traitons,  et 
pour  lequel  la  surface  touchée  par  toutes  les  normales  est  celle 
d'une  sphère,  on  voit  que  la  surface  de  la  sphère  est  le  lieu  des 
centres  d'une  des  courbures  de  la  surface  proposée  ;  que  la  courbe 
touchée  par  la  suite  des  normales  qui  se  coupent  successivement 
sur  la  sphère,  étant  la  ligne  la  plus  courte  sur  cette  surface,  est  la 
circonférence  d'un  grand  cercle;  que,  sur  la  proposée,  la  ligne  de 
courbure,  dont  la  circonférence  de  ce  cercle  contient  les  centres, 
est  une  courbe  plane,  et  que  celte  courbe  est  la  spirale  dévelop- 
pante de  ce  grand  cercle. 

Actuellement,  soient  sur  la  surface  proposée  deux  de  ces  lignes 
de  coui-bure  consécutives  :  comme  leurs  plans  passent  tous  deux 
par  le  centre  de  la  sphère,  ils  se  couperont  en  une  droite  qui  pas- 
sera aussi  par  le  centre.  De  plus,  si,  sur  la  zone  comprise  entre  ces 
deux  plans,  on  conçoit  les  éléments  de  toutes  les  lignes  de  l'autre 
courbure,  ces  éléments,  qui  doivent  être  perpendiculaires  aux 
lignes  de  la  première  courbure,  seront  perpendiculaires  à  leurs 
plans.  Donc  la  zone  pourra  être  regardée  comme  un  fuseau  infini- 
ment étroit  de  la  surface  de  révolution  engendrée  par  le  mouve- 
ment de  la  première  des  lignes  de  courbure  autour  de  la  droite 
d'intersection  des  deux  plans,  et  cet  axe  momentané  de  révolution 
sera  le  lieu  des  centres  de  l'autre  courbure  pour  tous  les  points  de 
la  zone  à  laquelle  il  correspond. 

Si  donc  on  conçoit  la  suite  de  toutes  les  courbes  planes  de  la 
première  courbure,  leurs  plans  se  couperont  consécutivement  dans 
des  droites  qui  passeront  toutes  par  le  centre  de  la  sphère;  ces 
droites  seront,  par  conséquent,  sur  une  surface  conique  dont  le 
sommet  sera  au  centre  de  la  sphère,  et  à  laquelle  tous  les  plans  des 
lignes  de  première  courbure  seront  tangents.  Donc,  si  l'un  de  ces 
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plans  roule  autour  de  la  surface  conique,  à  chaque  instant  du  mou- 
vement il  tournera  autour  de  la  droite  de  son  intersection  avec  le 
plan  suivant,  et  la  ligne  de  courbure  qu'il  contient  coïncidera  suc- 
cessivement avec  toutes  les  autres.  De  là  se  déduit  la  génération 
suivante. . 

*  Après  avoir  tracé  sur  un  plan,  i*"  un  cercle  d'un  rayon  égal  à  ce- 
lui de  la^phère  ;  2®  une  spirale  développante  de  ce  cercle,  et  après 
avoir  inis  ce  plan,  en  contact  avec  une  surface  conique  à  base  quel- 
conque, de  ^manière  que  le  centre  du  cercle  soit  au  sommet  du 
cône,  si  Ton  conçoit  que  le  plan  roule  autour  de  la  surfece  conique, 
le  centre  du  cercle  ne  quittera  pas  le  sommet  du  cône  ;  la  circonfé- 
rence engendrera  la  surface  de  la  sphère  dont  le  centre  sera  au 
sommçt  du  cônp,  et  la  spirale  ^engendrera  la  surface  proposée.  En 
effet,  cette  surface  n'aura  aucune  normale  qui  ne  soit  aussi  normale 
à  12^  spirale  génératrice  dans  le  plan  de  laquelle  elle  se  trouve,  qui 
ne  «oit,  par  conséquent,  tangeqjte  au  cercle  dont  cette  spirale  est  la 
développante,  et  qui  ne  soit  enfin  tangente  à  la  surface  de  la  sphère 
dont  ce  cercle  est  générateur. 

La  proposée,  n'a  aucune  normale  par  laquelle  ne  passe  le  plan 
générateur  dans  un  instant  de  son  mouvement;  or,  pendant  tout 
le  mouvement,  ce  plan  ne. cesse  d'être  tangent  à  la  surface  co- 
nique :'donc  il  n'y  a  aucune  normale  qui  ne  touche  la  surface  co- 
nique, surface  qui  est  le  lieu  des  centres  de  la  seconde  courbure, 
comme  celle  de  la  sphère  est  celui  des  centres  de  la  première. 

La  courbe  que  parcourt  chaque  point  de  la  spirale  génératrice 
est  constamment  perpendiculaire  à  cette  spirale,  elle  est  donc  ime 
ligne  de  l'autre  courbure;  mais  le  point  décrivant  ne  change  pas 
de  distance  au  sommet  du  cône  :  donc  chaque  ligne  de  la  seconde 
courbure  est  sur  la  surface  d'une  sphère  dont  le  centre  est  au  som- 
met du  cône,  et  dont  le  rayon,  constant  pour  chacune  d'elles  en 
particulier,  est  variable  de  l'une  à  l'autre. 

3a 
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Des  arêtes  de  rehroussement  de  la  surface. 

La  spirale  développante  du  cercle  a,  comme  on  sait,  un  point  de 
tebroussement  placé  sur  la  circonférence  du  cercle  développé  ;  ce 
point  peut  être  considéré  comme  Torigine  du  développement,  et  la 
courbe,  par  rapport  à  lui,  s'étend  de  part  et  d'autre  d'une  jnamère 
symétrique.  Lors  donc  que  le  plan  de  la  spirale  roule  autopr  de  la 
surface  conique,  il  est  évident  que  ce  point  doit  engendrer  une 
arête  de  rehroussement,  et  que  cette  arête  est  tout  entière  siu*  la 
surface  de  la  sphère  touchée  par  toutes  les  normales.  Ainsi,  toutes 
les  nappes  de  la  surface  ne  peuvent  se  prolonger  vers  le  centre 
que  jusqu'à  ce  qu'elles  rencontrent  la  surface  de  la  sphère  dans 
l'arête  de  rehroussement;  là  elles  se  réfléchissent,  çn  sorte  qu'au- 
cune d'elles  ne  pénètre  dans  l'intérieur  de  la  sphère.  Là  surface 
de  la  sphère  étaht  le  lieu  des  centres  d'une  des  courbures  dg  la 
surface  engendrée,  il  s'ensuit  que^  pour  tous  le3  points  de  cette 
première  arête  de  rehroussement,  un  dea  rayons  de  courbure  de 
la  surface  est  nul. 

Indépendamment  de  cette  première  arêtç  de  rebrou&semQiît,  la 
surface  en  a  encore  une  autre . 

En  effet,  si  l'on  considère  la  génératrice  dans  deux  positions  coi> 
sécutives,  les  deux  plans  qui  conviennent  à  ces  deux  positions  se 
coupent  dans  une  droite  qui  se  trouve  sur  la  surface  conique,  à 
laquelle  ils  sont  tous  deux  tangents,  et  les  deux  courbes  se  coupent 
en  un  point  de  cette  droite,  point  qui  est,  par  conséquent,  sur  la 
surface  conique.  Le  lieu  de  tous  les  points  déterminés  de  cette  ma- 
nière sur  la  surface  conique  est  une  courbe  perpétuellement  tou- 
chée par  la  génératrice  dans  tous  les  instants  de  son  mouvement  ; 
et  il  est  évident  qu'elle  est  ime  arête  de  rehroussement,  car  chaque 
partie  de  la  génératrice  s'approche  d'abord  de  la  surface  conique 
jusqu'à  ce  qu'elle  l'ait  touchée  dans  cette  courbe  à  laquelle  elle  est 
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elle-même  tangente;  "puis,  par  le  progrès  de  la  rotation  du  plan, 
elle  s'en  écarte  de  nouveau  sans  pénétrer  dans  l'espace  vers  lequel 
la  surface  conique  tourne  sa  concavité,  espace  qui,  comme  celui  de 
la  sphère,  est  interdit  à  la  surfece  engendrée.  La  surface  conique 
étant  le  lieu  des  centres  de  la  seconde  courbure  de  la  surface  engen- 
drée, il  s'ensuit  que,  pour  tous  les  points  de  cette  seconde  arête  de 
rd>rousseinent,  le  rayon  de  la  seconde  courbure  est  nul. 

Des  deux  arêtes  de  rebroussement  que  nous  venons  de  considé- 
rer, la  première,  c'est-à-dire  celle  qui  se  trouve  sur  la  surface  de  la 
sphère,  est  indépendante  de  la  génération;  elle  n'existe  que  parce 
que  la  génératrice  elle-même  a  un  pdmt  de  rebroussement.  Pour 
toute  jLUtre  génératrice  qui  n'aurait  pas  de  point  de  rebroussepfient, 
la  surface  engendrée  n'aurait  pas  cette  arête.  Mais  la  seconde  arête 
de  rebroussement,  celle  qui  se  trouve  sur  la  sur&ce  conique,  est 
inhérente  à  la  génération  ;  car  il  est  évident  que,  la  génération  res- 
tant la  même,  si  la  génératrice  changeait  de  nature,  l'arête  change- 
rait de  position  sur  la  sur&(^  coiùque,  sans  cesser  d'être  arête  de 
rebroussement. 

Cependant,  lorsque  la  génératrice  ne  s'étend  pas  à  l'infini  dai^is 
soa  plan,  cette  seconde  arête  peut  deveiyr  imaginaire  pour  une 
certaine  partie  de  l'étendue  de  la  sur&ce,  et  même,  dans  un  cas 
particulier,  elle  peut  devenir  entièrement  imaginaii[*e,  ou  bien  elle 
peut  se  rédiiiire  à  un  p^int  unique,  qui  est  alors  un  point  de  stric- 
tion de  la  surface  (c'est  ainsi  qu'on  peut  appeler  ]e  point  par  le- 
quel une  nappe  de  surface  passe  tout  entière  pour  se  convertir  en 
une  autre) .  Ce  cas  particulier  a  lieu  lorsque  la  surface  conique  au- 
tour de  laquelle  roule  le  plan  générateur  se  réduit  à  une  lig^e 
droite  ;  alors  \^  surface  engendrée  est  de  révolution  autour  de  cetjte 
droite,  comme  axe.  Dans  ce  cas,  si  la  génératrice  est  tout  entière 
d'un  côté  de  l'axe,  l'arête  de  rebroussement  est  entièrem^t  ipifigi- 
naire,  et  si  la  génératrice  coupe  l'axe,  sous  un  angle  oblique,  le 
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point  de  cette  intersection  est  un  point  de  striction.  Tel  est  le  som- 
met d'une  surface  conique. 

De  la  ligne  des  courbures  égales  et  de  même  signe  de  la  surface. 

Nous  avons  vu  que  la  surface  n'a'  aucune  normale  qui  ne  touche 
en  même  temps,  et  la  surface  sphérique,  et  la  surface  conique;  que 
ces  deux  points  de  contact  sont  les  centres  des  deux  courbures  du 
point  de  la  surface  auquel  appartient  la  normale,  et  que  la  distance 
entre  ces  deux  points  est  la  différence  des  deux  rayons  de  cour- 
bure. 

Actuellement,  considérons  une  normale  quelconque,  et  conce- 
vons que  le  plan  générateur  qui  passe  par  cette  normale  étant  fixe, 
elle  se  meuve  dans  ce  plan,  sans  cesser  d'être  normale,  jusqu'à. ce 
que  le  point  de  son  contact  avec  le  cercle- qu'elle  touche  sans  cesse 
soit  le  même  que  celui  du  contact  de  ce  même  cercle  avec  la  sur- 
face conique.  Dans  cette  position,  la  normale  touchera  la  sphère 
et  la  surface  conique  dans  le  même  point  :  les  centres  des  deux 
courbures  du  point  de  la  surface  auquel  elle  appartient  alors,  se- 
ront donc  confondus,  et  les  deux  courbures  de  la  surface  en  ce 

point  seront  égales  entre  elles  et  dans  le  même  sens.  Or  cette  nor- 

* 

maie,  qui  touche  dans  le  même  point  les  deux  surfaces  des  centres 
de  courbure,  touclje  aussi  dans  ce  point  la  courbe  qui  est  l'inter- 
section de  ces  deux  surfaces  :  de  plus,  ce  que  nous  venons  de  dire 
pour  cette  normale  aurait  également  lieu  pour  toute  autre  qui  serait 
tangente  à  l'intersection  de  ces  deux  surfaces  des  centres  ;  donc,  si 
l'on  conçoit  qu'une  droite  se  meuve  sans  cesser  d'être  tangente  à 
l'intersection  de  la  surface  conique  et  de  la  sphère,  cette  droite 
tracera  sur  la  surface  engendrée  une  courbe  pour  chacun  des 
points  de  laquelle  les  deux  rayons  de  courbure  de  la  surface  seront 
égaux  entre  eux.  C'est  cette  courbe  qu'on  peut  appeler  la  ligne 
des  courbures  égales  et  de  même  signe.  Mais  la  tangente,  dans  son 
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mouvement,  est  partout  normale  à  la  surface  engendrée,  et,  par 
conséquent, 'normale  à  la  courbe  qu  elle  trace  sur  cette  surface; 
donc  la  ligne  des  courbures  égales  et  de  même  signe  est  la  dé- 
veloppante de  l'intersection  des  deux  surfaces  des  centres. 

Du  sommet  de  la  surface. 

JX  est  facile  d'apercevoir  que  la  ligne  des  courbures  égales, 
après  a^voir  coupé  obliquement -toutes  les  lignes  de  l'une  et  de 
l'autre  «ourbure,  vient  enfin  rencontrer  sa  développée  en  un  point 
qui  est  pour  elle  un  point  de  rebroussement.  Ce  point,  qui  est  sur 
la  surface  engendrée,  puisqu'il  est  sur  la  ligne  des  courbures  égales, 
est  aussi  sur  les  deux  surfaces  des  centres,  puisqu'il  est  sur  leur  in- 
tersection :  donc,  pour  ce  point,  les  rayons  de  courbure  de  la  sur- 
face sont  non-seulement  égaux  entre  eux,  mais  ils  sont  encore  tous 
deux  nuls.  Ce  même  point  de  la  surface  engendrée,  en  tant  qu'il 
est  sur  la  surface  de  la  sphère,  doit  être  sur  la  première  arête  de 
rébroùssemeht  ;  en  tant  qu'il  est  sur  la  surface  conique,  il  doit  être 
sur  la  seconde  arête  de  rebroussement  ;  il  est  aussi  sur  la  ligne  des 
courbures  égales  :  donc,  c'est  par  ce  point  que  passent  les  trois 
lignés  les  plus  remarquables  de  la  surface  ;  savoir  :  ses  deux  arêtes 
de  rebroussement,  et  sa  ligne  des  courbures  égales. 

De  plus,  ce  point  est  im  point  de  rebroussement  de  la  première 
arête  de  rebroussement  ;  car,  dans  le  mouvement  du  plan  généra- 
teur, le  point  de  rebroussement  de  la  spirale  qui  engendre  cette 
arête  s'approche  d'abord  de  la  surface  conique,  la  rencontre  per- 
pendiculairement, et  se  réfléchit  ensuite  suivant  la  direction  con- 
traire. Il  est  aussi  le  point  de  rebroussement  de  la  seconde  arête 
de  rebroussement;  car  cette  seconde  arête  n'est  autre  chose  que 
la  spirale  génératrice  pliée  sur  la  surface  conique  ;  et  le  point  que 
nous  considérons  est  le  point  de  rebroussement  de  cette  spirale. 
Nous  avons  vu  que  ce  point  est  aussi  le  point  de  rebroussement  de 
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la  ligne  des  courbures  égales  :  donc  il  est  le  point  de  reblrousse- 
ment  commun  aux  trois  lignes  principales  de  la  surface. 

Il  suit  de  là  que  ce  point  est  un  véritable  sommet  de  la  sur£ic«  ; 
non  pas  dans  le  sens  qu'on  a  coutume  de  donner  à  ce  mot  pour 
une  surÊice  conique  qui  n'a  qu'un  point  de  striction  au  delà  duquel 
se  reproduit  une  autre  nappe  de  la  surface  égale  et  semblable  à  la 
première,  mais  dans  le  sens  que  ce  sommet  est  une  pointe*  au  delà 
de  laquelle  la  surface  devient  imaginaire. 

Jusqu'ici  nous  avons  parlé  de  ce  sommet  comme  s'il  existait  seul 
de  son  espèce  sur  la  surface  ;  cela  n'est  ainsi  que  dans  le  cas  parti  - 
culier  où  la  circonférence  du  grand  cercle  de  là  sphère  est  multiple 
de  celle  de  l'intersection  des  deux  surÊioes  des  centres  :  daq^  tout 
autre  cas,  il  peut  se  trouver  plusieurs  sommets  semblables;  et 
même  le  nombre  de  ces  sommets  devient  infini,  lorsque  les  deux 
circonférences  sont  incommensurables. 

Comme  ce  sommet  est  le  point  le  plus  remarquable  de  la  surfece, 
nous  le  prendrons  pour  origine  dans  les  développements  que  nous 
allons  exécuter. 

De  la  génération  de  la  surface  par  un  point  susceptible  de  deux 
mouvements  différents. 

GoncevonK  une  droite  tangente  à  l'intersection  des  deux  sur&ces 
des  centres,  et  dont  le  point  de  contact  avec  cette  courbe  soit  le 
sdmmet  même  de  la  surface  engendrée;  puis  supposons  que  la 
droite  roule  sur  cette  courbe  sans  cesser  de  lui  être  tangente.  Gela 
posé,  si  l'on  considère  sur  cette  droite,  comme  point  décrivant, 
celui  qui  d'abord  était  confondu  avec  le  somimet  de  la  surface, 
nous  avons  vu  que  ce  point  parcourra  la  ligne  des  courbures 
égales;  et  parce  que  cette  ligne  traverse  obliquement  toutes  les 
lignes  de  l'une  et  de  l'autre  courbure,  il  s'ensuit  qu'il  n'y  a  au- 
cune spirale  génératrice  sur  laquelle  le  point  décrivant  ne  puisse 
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parvenir  9  et  dsqis  le  pl^  âtt  laquelle  la  droite  mobile  ne  se  trouve 
alors.  Dans  cette  position ,  la  droite  touchera  au  même  point,  et  la 
couvbe  sur  laquelle  elle  a  roulé,  et  le  cercle  qui  est  dans  le  plan  de 
la  spirale.  Si  donp  on  conçoit  qu'elle  roule  désormais  sur  la  circon- 
férence de  ce  cercle  sans  cesser  de  lui  être  tangente,  il  n'y  a  aucun 
point  sur  la  spii^e  génératrice  avec  lequel  le  point  décrivant  ne 
puigse  se  confondre  :  donc  il  n'y  a  aucun  point  de  la  surface  en- 
gendrée sur  lequel  le  point  décrivant  ne  puisse  se  transporter  en 
vertu  de  ses  deux  mouvements  ;  donc  ce  point  est  générateur  de 
la  surface. 

De  t  équation  de  la  surface  en  quantités  finies . 

D'après  la  génération  que  nous  venons  d'exposer,  si  l'on  consi- 
dèrç  une  normale  quelconque  et  le  plan  de  la  spirale  qui  la  con- 
tient,  il  est  évident  qu'en  nommant  L  l'arc  de  l'intersection  des 
deux  surÊices  des  centres,  étendu  depuis  le  sommet  de  la  surÊice 
engendrée  jusqu'à  son  contact  avec  le  plan  de  la  spirale;  M  l'arc  du 
grand  cercle  de  la  sphère,  étendu  depuis  son  contact  avec  la  courbe 
précédente  jusqu'à  son  contact  avec  la  normale  ;  et  N  la  partie  de  la 
normale  comprise  entre  la  surface  engendrée  et  son  point  de  con- 
tact avec  la  sphère,  on  aura 

L  =  M4-N. 

Il  ne  s'agit  donc,  pour  avoir  l'équation  de  la  surface,  que  de 
trouver  les  expressions  de  ces  trois  quantités. 

Or  la  partie  de  la  normale  que  nous  représentons  par  N  forme, 
avec  le  rayon  vecteur  et  le  rayon  de  la  sphère,  un  triangle  rec- 
tangle ;  donc,  si  ce  rayon  est  exprimé  par  a,  on  aura 
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Pour  trouver  la  quantité  L,  soit 

•  •  • 

AX  -\-X(p(t  -h  Z  =  O 

r équation  du  plan  de  la  spirale,  dans  laquelle  a  çst  la  quantité  qui 
détermine  la  position  du  plan,  et  où  la  fonction  cp,  qui  dépend  de 
la  nature  de  la  surface  conique,  est,  par  conséquent,  arbitraire  ;  si 
on  la  différentie  en  regardant  a  comme  seule  variable,  l'équation 

a;+j(p'  =  o, 

que  l'on  obtiendra,  appartiendra  à  la  droite  de  contact  dû  plan  de 
la  spirale  avec  la  surface  conique  ;  et  l'équation  de  cette  surface 
sera  le  résultat  de  l'élimination  de  a  entre  le»  deux  équations  pré- 
cédentes. L'équation  de  la  sphère  étant 

il  s'ensuit  que  ces  trois  équations,  après  l'élimination  de  a,  expri- 
meront l'intersection  des  deux  surfaces  des  centres  de  courbure. 

C'est  donc  dans  ces  équations  qu'il  faut  prendre  ïes  valeurs  de 
dx,  dfy  dz^  pour  les  substituer  dans  la  quantité 


L=f^da:'-hdy'-^dz\ 

Or,  si  de  ces  trois  équations  on  tire  les  valeurs  de  .r,  j,  z,  en 
faisant,  pour  abréger. 


on  trouve 


Gx  =  a(p , 
Gx=—a, 

Gz  =  a  ((p  —  Aç')' 
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DifFérentiant  et  faisant  encore,  pour  abréger, 

1  -h  et-  +  (p^  =  /i% 
on  a 

G'^dx:  =  a(pVût[/?^— ct(fle-h(p(p')], 

G^(fy=^  afdd  \lt^  <p'  —  (p  (fit H-  (p(p')] , 

GVz=a(pVa[—  {a  +  (p(p')]. 

Carrant  et  ajoutant,  on  trouve,  réduction  faite, 
Donc,  en  substituant  dans  la  valeur  de  L,  on  aura 


Quant  à  la  troisième  quantité  M,  il  est  évident  qu  elle  est  égale  à 
Tare  du  grand  cercle  de  la  sphère  compris  entre  les  droites  menées 
du  centre  aux  deux  points  de  contact  de  la  normale  avec  les  deux 
surfaces  de  la  sphère  et  du  cône. 

Soient  x\y\  z'  les  coordonnées  du  point  de  contact  de  la  nor- 
male avec  la  sphère,  et  ^'^  j'^,  z'^  celles  du  point  de  contact  de  la 
même  droite  avec  la  surface  conique  ;  ces  deux  points  de  contact  et 
le  centre  étant  les  sommets  des  trois  angles  d'un  triangle  rectangle, 
il  est  clair  que  l'on  aura 

M  =  a .  arc   cos  ==  ; 

valeur  dans  laquelle  il  faut  substituer  celles  de  a?'',  y\  z'^  Or,  entre 
ces  trois  coordonnées,  on  a  les  trois  équations  suivantes  : 

Ax'^  -^^  (p  y"  -\-' z"  =  O, 


X  X  -+-yy  -\-  z  z  =  a  j 


33 
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dont  les  deux  premières  expriment  que  le  point  est  sur  la  droite  de 
contact  du  plan  de  la  spirale  avec  la  surface  conique,  et  dont  la 
troisième  énonce  qu'il  est  sur  le  plan  tangent  à  la  sphère  dans  le 
point  dont  les  coordonnées  sont  x\  y\z\ 

Donc,  tirant  de  ces  équations  les  valeurs  de  x'\  y" ^  z'\  ce  qui, 
en  faisant,  pour  abréger, 


x'(p' — j'-+-2;'((p —  ct(p')  =û)', 


donne 


on  aura 

et  il  ne  restera  plus  qu'à  trouver  les  valeurs  de  x\  y\z\  pour  les 
substituer  dans  a>'. 

Mais  pour  le  point  de  contact  de  la  normale  avec  la  surface  de  la 
sphère,  on  a  les  trois  équations  suivantes  : 

^/2+/^  +  2'^  =  a% 
(tx' -\-  (pj'+  z   =  o, 
xx^  -hyy^-hzz^  =  a% 

qui  expriment,  la  première,  que  ce  point  est  sur  la  surface  de  la 
sphère;  la  seconde,  qu'il  est  dans  le  -plan  de  la  spirale;  et  la  troi- 
sième,  qu'il  est  dans  le  plan  tangent  à  la  sphère  mené  par  le  point 
de  la  surface  engendrée.  Tirant  les  valeurs  de  x\  y\  z',  faisant, 
pour  abréger, 

I  -h  e*^  -t-  (p'  =A% 
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et  observant  que  le  point  de  la  surface  étant  sur  le  plan  de  la 
spirale,  on  doit  avoir 

rtOT-h  (PJ  -f-Z  =  O, 

on  trouve 


hu^y  =  hxi^y  —  a  [x   —  az)  \u^ — a^, 

hu^z  =}ta'^z  -h  a  [<px  —  (ty)^(i^ — d^  ; 

mettant  ces  valeurs  de  x\y\  z'  dans  û>',  et  faisant  encore,  pour 
abréger, 

^^' — y  -+-  ^  (?  —  d^')  =  <^> 

on  a 

u^câ'  =  a^eo  -h  ah[x-^y(p^)  \u^ — a\ 

Donc,  en  substituant  cette  valeur  de  eo\  on  aura 


et,  par  conséquent,  la  valeur  de  M  sera 

M  =  a.arccosr^^±^^^l2^Sl. 

Donc  enfin,  mettant  pour  L,  M  et  N  leurs  valeurs  dans  T équation 
L  =  M  +  N,  on  aura 

aï  --^ — ~ — 7 ^  =  a.arccos ^       ^  i  n        \^ua^_a^ 

et  parce  que  le  point  de  la  surface  engendrée  se  trouve  dans  le  plan 
de  la  spirale,  on  a  d'ailleurs  pour  lui. 


ax-\-y(p^  z  =  o; 
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il  s'ensuit  que  T équation  de  la  surface  engendrée  est  le  résultat  de 
l'élimination  de  et  entre  les  deux  équations  précédentes. 

Lorsque  l'équation  d'une  surface  est  représentée  par  le  système 
de  deux  autres  équations,  entre  lesquelles  il  faut  éliminer  une  indé- 
terminée ût,  aucune  de  ces  deux  équations  n'est  nécessaire  indivi- 
duellement ;  et  il  existe  une  infinité  d'autres  systèmes  d'équations, 
qui,  par  l'élimination  d'autres  indéterminées,  produisent  la  même 
équation  de  la  surface.  Les  deux  équations  que  nous  venons  de 
trouver,  et  auxquelles  nous  avons  été  conduits  directement  par  la 
propriété  énoncée  dans  la  définition  de  la  surface,  ne  sont  ni  aussi 
simples  ni  aussi  fécondes  que  celles  que  nous  allons  obtenir  par 
une  autre  considération. 

D'une  autre  manière  de  trouver  l'équation  en  quantités  finies , 

Nous  avons  vu  que  la  surface  est  engendrée  par  le  mouvement 
de  la  spirale  dont  le  centre  est  au  sommet  d'un  cône,  et  dont  le 
plan  roule  sur  la  surface  de  ce  cône.  Cherchons  d'abord  l'équation 
de  la  spirale  considérée  dans  son  plan  et  rapportée,  par  des  coor- 
données ^r  et  j,  à  deux  axes  rectangulaires  menés  par  le  centre  du 
cercle. 

Si,  par  un  point  quelconque  de  la  courbe,  on  conçoit  une  nor- 
male, elle  touchera  la  circonférence  du  cercle  dont  la  spirale  est  la 
développante  en  un  point;  et  si  l'on  représente  par  a?',  j' les  coor- 
données de  ce  point  de  contact,  l'équation  de  la  normale,  en  tant 
qu'elle  est  tangente  au  cercle  en  ce  point,  sera 

et  parce  que  le  point  de  la  courbe  est  un  de  ceux  de  la  normale, 
cette  équation  aura  aussi  lieu  pour  lui. 

Mais  les  quantités  x'  et  y'  sont  les  sinus  et  cosinus  de  l'arc  de 
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cercle  dont  le  développement  est  égal  au  rayon  de  courbure  de  la 
spirale  ;  et  ce  rayon  de  courbure  étant  le  côté  d'un  triangle  rec- 
tangle dont  le  rayon  vecteur  est  l'hypoténuse,  et  dont  le  rayon  du 

cercle  est  l'autre  coté,  son  expression  sera  yo?^  +  j^  —  a^ . 

On  aura  donc 

x''=  sin  [—Ah-  yj x^ -\- y' —  a''\ 
y  =1  cos[ —  A  +  \Jx^-^-y  —  a'^y 

équations  dans  lesquelles  A  est  une  constante  arbitraire,  au  moyen 
de  laquelle  l'origine  du  développement  du  cercle,  ou  le  sommet  de 
la  spirale,  peut  être  porté  partout  où  Ton  veut. 

Si  l'on  fait,  pour  abréger,  y/^^  -HJT^  —  a^  =  m,  l'équation  de 
la  spirale,  considérée  dans  son  plan,  sera 

X  sin  {u  —  A)  -h  j  cos  {u  —  A)  =  a^ 

Gela  posé,  concevons  que  la  spirale,  dans  son  mouvement,  en- 
traîne avec  elle  la  droite  sur  laquelle  nous  venons  de  compter  les  x  ; 
cette  droite  engendrera  une  autre  surface  conique  dont  le  sommet 
sera  au  centre  de  la  sphère,  et  dont  la  nature  dépendra  de  la  pre- 
mière surface  conique  que  nous  avons  considérée  jusqu'ici,  puis- 
qu'elle en  sera  une  développante  :  en  sorte  que  si  l'équation  de  la 
première  surface  conique  était  donnée,  celle  de  la  seconde  ne  pour- 
rait s'obtenir  que  par  intégration.  Mais  dans  le  cas  général  que  nous 
traitons,  la  première  surface  conique  était  arbitraire;  donc,  si  la  se- 
conde est  désormais  la  seule  que  nous  considérions,  nous  pouvons 
aussi  la  regarder  comme  arbitraire  et  primitive. 

Soit  donc  ^=  $  (  -  j  l'équation  de  la  nouvelle  surface  conique, 

dans  laquelle  la  fonction  arbitraire  $  n'est  pas  la  même  que  celle 
que  nous  avons  précédemment  exprimée  par  (p,  et  qui  en  est  une 
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dérivée;  si  Ton  fait  x  =  ctz,  cette  équation  sera  le  résultat  de  l'éli- 
mination de  A  entre  les  deux  suivantes  : 

Actuellement,  si,  d'un  point  quelconque  de  la  surface  engendrée, 
on  abaisse  une  perpendiculaire  sur  la  surface  conique,  cette  per- 
pendiculaire sera  la  quantité  que,  dans  l'équation  de  la  spirale, 
nous  avons  appelée  j,  et  nous  l'exprimerons  désormais  par  Y;  la 
droite  menée  du  sommet  du  cône  au  pied  de  cette  perpendiculaire 
sera  ce  que  nous  avons  appelé  a?,  et  nous  la  représenterons 
désormais  par  X.   De   plus,  le    rayon  de  courbure  qui,    dans 

l'équation  de  la  spirale,  était  \[x^  -+- J^  —  ^%  ^t  évidemment  ici 

^x^  -h  j^  -+-  z^  —  a^\  donc,  si  l'on  fait,  pour  abréger, 

x^-^y^^z^  —  a^  =  \]% 
l'équation  de  la  surface  engendrée  sera 

X  sin (U  —  A)  +  Y  cos(U  -  A)  =  aS 

dans  laquelle  il  ne  s'agit  plus  que  de  trouver  les  valeurs  de  X  et  Y. 
Pour  cela,  soient  x\  y\  z'  les  coordonnées  du  pied  de  la  per- 
pendiculaire ;  comme  ce  point  est  sur  la  surface  du  cône,  on  aura 

x'  =  ûfcz',    y  =  (bz\ 
et  l'on  aura  évidemment 

X^  =  x''  +  /^  -4-  z''  =  z'^  (1  -h  e»^  -h  (D^), 
Y^  =  {x-x'Y  +  {y-yy+[z-z')\ 

=  i^x-ciz'y^{y-<s^z'y-\^{z-z'y. 

Mais  la  perpendiculaire  Y  étant  un  minimum^  sa  grandeur  ne 
doit  pas  varier  lorsque  son  pied  varie,  soit  en  vertu  de  la  variation 
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seule  de  z',  soit  en  vertu  de  celle  de  a.  Donc,  les  différentielles  de 
Y  prises  successivement,  en  regardant  z'  et  et  comme  seules  va- 
riables, doivent  être  nulles.  On  aura  donc  les  deux  équations 

{X  —  fltz')  A-+-{f  —  Oz')  $  -h  (z  —  z')  =  O, 

{x  —  ctz')  4-  (j  —  4)z')  o'  =  o, 
qui,  en  faisant,  pour  abréger, 

cto?  H-$j  -h  z   =  M, 

deviennent 

z7i^  =  M, 

et 

z'  (a  +  4)$')  =  j$'  H-  a:. 

Ces  deux  équations,  par  l'élimination  dez',  donnent  d'abord  une 
première  équation 

(A)  h'  {x  +  j$')  =  M  (fit  +  W) 

à  laquelle  nous  reviendrons. 

Substituant  pour  z'  sa  valeur  dans  celles  de  x'  et  j',  on  aura 

/hr-  =  a)M, 
z'h'  =  M, 

qui,  étant  carrées  pour  former  la  quantité  x'^  +  j'^  -+-  z'^  =  X% 
donneront 

X'A^=M^     ou     XA  =  M; 
puis  formant  les  quantités  x  —  x^y  — j^  z  —  z',  dont  la  somme 
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des  carrés  doit  être  égale  à  Y%  on  trouvera 

Ainsi,  substituant  pour  X  et  Y  leurs  valeurs  dans  l'équation  de  la 
surface,  on  aura 

M  sin  (U  —  A)  +  v^A^(U*  +  a^)  — ]VP  cos  (U  —  A)  =  a'h, 

dans  laquelle,  indépendamment  des  coordonnées  a;,  j,  jz  de  la  sur- 
face, entre  encore  l'indéterminée  a  :  mais  nous  avons  vu  que  nous 
avions  d'ailleurs  l'équation 

(A)  h'  {x  +  j$')  =  M  (*  +  $$'); 

donc  l'équation  de  la  surface  sera  le  résultat  de  l'élimination  de  a 
entre  les  deux  dernières  équations. 

IjCS  deux  équations  que  nous  venons  de  trouver,  pourraient 
rester  dans  l'état  où  elles  sont;  mais  si  l'on  carre  la  première 
d'entre  elles  pour  faire  disparaître  le  radical,  il  est  facile  de  la  ra- 
mener à  la  forme  suivante  : 

a  sin  (U  —  A)  +  U  cos  (U  —  A)  =  ^  ? 

dont  la  différentielle,  prise  en  regardant  comme  seule  variable  la 
quantité  a  qui  n'entre  que  dans  le  second  membre,  n'est  autre 
chose  que  l'équation  (A)  :  donc,  si,  pour  abréger,  on  fait 

a  sin  (U  —  A)  +  U  cos  (U  —  A)  —  ^^  =  N, 

l'équation  de  la  surface  sera  le  résultat  de  l'élimination  de  l'indé- 
terminée a  entre  les  deux  équations 

N  =  o, 
(A)  (f)=«- 
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Avant  de  quitter  cet  objet,  il  convient  d'examiner  les  deux 
équations  que  nous  venons  de  trouver,  et  qui  vont  nous  conduire 
à  une  nouvelle  génération  de  la  surface. 

De  ces  deux  équations,  l'une  étant  la  différentielle  de  l'autre, 
prise  en  regardant  un  certain  paramètre  et  comme  seule  variable,  il 
suit  que  la  surface  engendrée  est  l'enveloppe  ou  la  limite  de  l'es- 
pace que  parcourt  une  autre  surface  en  vertu  de  la  variation  de  ce 
paramètre. 

La  première  de  ces  équations  N  =  o,  c'est-à-dire  celle  de  la 
surface  mobile,  en  regardant  a  comme  constant,  appartient  àime 
surface  de  révolution  autour  de  l'axe,  dont  les  équations  sont 
X  =  ctz,f  =  (pz;  car  on  sait  que  l'équation  de  cette  surface  de  ré- 
volution est 

^$^>  4  (^' +/■  +  »■). 

yi-i-«*-h9* 

ou,  en  conservant  les  abréviations  ci-dessus, 

et  il  est  évident  que  l'équation  N  =  o  est  de  cette  forme.  De  plus, 
nous  n'avons  trouvé  cette  équation  qu'en  transportant  dans  le  plan 
du  méridien  de  la  surface  de  révolution,  la  spirale  génératrice. 
Ainsi,  la  surface  mobile  résulte  de  la  révolution  de  la  spirale  autour 
de  l'axe,  dont  les  équations  sont  x^^  az^  f  =  <pz. 

La  seconde  équation,  c'est-à-dire  l'équation  (A),  ainsi  qu'il  est 
facile  de  le  vérifier,  est  celle  d'un  plan  normal  à  la  surface  conique, 
dont  l'équation  résulte  de  l'élimination  de  a  entre  les  deux  sui- 
vantes X  =  oLZ,  X  =  (pz,  ce  plan  normal  devant  d'ailleurs  passer 
par  le  sommet  qui  est  à  l'origine  :  elle  est  donc  celle  du  méridien 
dans  lequel  se  coupent  deux  surfaces  de  révolution  consécutives, 
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lorsque  Taxe  se  meut  de  manière  à  parcourir  la  surface  conique. 
De  là  suit  une  nouvelle  génération  de  la  surface. 

Si,  après  avoir  mené  dans  le  plan  d'une  spirale  développante 
d'un  cercle,  et  par  le  centre  du  cercle,  une  droite  quelconque,  on 
fait  tourner  la  spirale  autour  de  cette  droite  pour  engendrer  une 
surface  de  révolution,  et  si  ensuite  on  fait  mouvoir  cette  surface  de 
manière  que  son  axe,  sans  cesser  de  passer  par  le  même  centre, 
parcoure  une  surface  conique  quelconque,  dont  le  sommet  sera, 
par  conséquent,  au  centre  du  cercle,  l'enveloppe  de  l'espace  que 
parcourra  la  surface  mobile  sera  la  surface  générale,  dont  toutes 
les  normales  seront  tangentes  à  la  sphère  engendrée  par  la  rota- 
tion du  cercle  dont  la  spirale  est  la  développante. 

Des  équations  en  quantités  finies  des  deux  arêtes  de  rebroussement. 

Nous  avons  vu  que  la  surface  engendrée  a  deux  arêtes  de  re- 
broussement, dont  l'une  est  sur  la  surface  de  la  sphère,  et  dont 
l'autre  est  sur  la  surface  conique  perpétuellement  touchée  par  le 
plan  de  la  spirale. 

Pour  la  première  de  ces  courbes,  l'équation  de  la  sphère  doit 
avoir  lieu,  c'est-à-dire  que  l'on  doit  avoir  U  ==  o.  Or,  si  l'on  intro- 
duit cette  équation  dans  N  =  o,  c'est-à-dire  dans 

asin  (U  — A)  -+-  U  cos(U  — A)  =  ^, 

tout  le  premier  membre  se  réduit  à  une  constante  arbitraire,  que 
nous  représenterons  par  B,  et  l'équation  devient 

Bh  =  aM. 

Donc,  des  deux  équations  de  cette  arête  de  rebroussement,  l'une 
est 
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et  Vautre  est  le  résultat  de  rélimination  de  a  entre  réquation 

B \/i  H-et*  +  (p^  =  {(tx  +  (pj  +  z)  a, 

et  sa  différentielle,  prise  en  regardant  a  comme  seule  variable. 

Quant  à  la  seconde  arête  de  rebroussement ,  nous  avons  vu 
qu'elle  est  perpétuellement  touchée  par  la  spirale,  lorsque  celle-ci 
se  meut  pour  engendrer  la  surface  :  donc  le  point  de  la  spirale 
dont  les  coordonnées  a?,  j,  zne  changent  pas,  lorsqu'elle  change 
de  position,  est  un  point  de  l'arête.  Or  les  deux  équations  de  la 
spirale,  considérées  dans  une  position  quelconque,  sont 

N  =  o, 


( 


Donc,  si  Ton  différentie  ces  deux  équations,  en  regardant  a  comme 
seule  variable,  ce  qui  ne  produit  qu'une  nouvelle  équation 

et  si  l'on  suppose  que  ces  trois  équations  aient  lieu  à  la  fois,  les 
quantités  x,  j,  z  qu'elles  renferment,  appartiendront  à  l'arête  de 
rebroussement  :  donc  les  deux  équations  de  cette  courbe  sont  le 
résultat  de  l'élimination  de  a  entre  les  trois  équations 

N  =  o, 
/rfN\ 


De  l  équation  de  la  surface  en  différences  partielles . 

Puisque  les  normales  de  la  surface  sont  toutes  tangentes  à  une 
même  sphère  dont  le  rayon  est  a,  et  dont  le  centre  est  à  l'origine, 
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il  s'ensuit  que  la  perpendiculaire,  abaissée  de  l'origine  sur  une 

normale  quelconque,  est  constante  et  égale  a. 

Si,  les  coordonnées  du  point  de  la  surface  étant  a;,  j,  z,  celles 

de  la  normale  sont  x'  j  y',  z\  les  deux  équations  de  cette  droite 

sont 

x' = — pz''\'X'^pz^ 

Or,  si  les  équations  d'une  droite  sont 

a;'  =  A2'-hB, 
/  =  Cz'  -H  D, 

le  carré  de  la  distance  de  l'origine  à  cette  droite  est 

B'-j-D'^-lAD— BC)« 

i-f-A*-f-C' 

De  plus,  dans  le  cas  présent,  on  a 

A=— /?, 
G  =—q, 
B  =  x-+-pz^ 
D  =  jr-hqz. 

Donc,  mettant  ces  valeurs  dans  l'expression  du  carré  de  la  distance, 
et  l'égalant  au  carré  du  rayon,  on  aura  pour  équation  de  la  surface 

{x  ^pzy  -t-  (j  -t-  qzy  -h  {qx  —  py)'  =  a'  (i  -h p'  -+-  q'), 

équation  qui,  développée,  peut  être  mise  sous  la  forme  suivante  : 

{x'  +  j^  -hz'  —  a')   (i  -hp'  +  q^)  =  {z  —px  —  qj)'; 

équation  aux  différences  partielles,  qu'on  aurait  pu  obtenir  par  la 
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différentiation  des  équations  intégrales 

N  =  o, 


(S)  =  - 


Actuellement,  nous  allons  traiter  cette  équation  comme  si  nous 
Tavions  obtenue  par  d'autres  recherches,  c'est-à-dire  que  nous 
allons  l'intégrer  et  étudier  la  surface  à  laquelle  elle  appartient. 

De  la  cartzctéristique  de  la  surface  a  laquelle  appartient  l'équation 
aux  différences  partielles. 

Lorsqu'une  équation  aux  différences  ordinaires  à  trois  variables 
appartient  à  une  surface  courbe,  à  cause  de  la  constante  arbitraire 
comportée  par  son  intégrale,  le  lieu  de  cette  équation  est  indiffé- 
remment l'une  quelconque  d'une  suite  infime  de  surfaces  courbes, 
qui  toutes  ont  la  même  nature,  et  qui  ne  diffèrent  entre  elles  que 
par  un  paramètre,  constant  pour  chacime  d'elles,  et  variable  de 
l'une  à  l'autre.  Par  exemple,  le  lieu  de  l'équation 

xdx  -h  ydy  H-  zdz  =  o, 
dont  l'intégrale  est 

est  l'une  quelconque  des  surfaces  sphériques  dont  le  centre  est  à 
l'origine;  et  toutes  ces  surfaces  ne  diffèrent  entre  elles  que  par  le 
rayon  a,  qui  est  constant  pour  chacime  d'elles. 

Les  équations  aux  différences  partielles  sont  d'une  plus  grande 
générahté  :  leur  propriété  est  d'exprimer  les  générations  des  sur- 
faces courbes,  indépendamment  des  courbes  qui  conduisent  les  gé- 
nératrices ;  en  sorte  que  le  lieu  géométrique  d'une  de  ces  équations 
est  indifféremment  l'une  quelconque  d'une  suite  infinie  de  surfaces 


Digitized  by 


Google 


—  270  — 

toutes  engendrées  par  le  même  procédé,  mais  qui  différent  par  les 
courbes  qui  servent  à  la  génération.  Par  exemple,  l'équation 

py  —  q^  =  o, 

dont  l'intégrale  est 

appartient  non-seulement,  comme  la  précédente,  aux  surfaces  de 
toutes  les  sphères  dont  le  centre  est  à  l'origine,  quel  que  soit  le 
rayon  ;  non-seulement  à  toutes  celles  dont  le  centre  est  dans  l'axe 
des  z,  quel  que  soit  encore  le  rayon  ;  niais  même  à  toutes  les  surfaces 
de  révolution  autour  de  cet  axe  des  z,  quelle  que  soit  la  courbe 
génératrice. 

Les  surfaces  auxquelles  appartient  une  même  équation  aux  diffé- 
rences partielles  différent  donc  entre  elles  par  quelque  chose  de 
plus  considérable  que  ce  par  quoi  différent  les  lieux  d'une  même 
équation  aux  différences  ordinaires.  Néanmoins  elles  ont  cela  de 
commim,  qu'elles  peuvent  être  toutes  regardées  comme  le  lieu  de 
séries  infinies  de  lignes  courbes,  qui  ont  toutes  la  même  équa- 
tion aux  différences  ordinaires,  et  qui,  par  conséquent,  ne  différent 
entre  elles  que  par  des  paramètres;  et  ces  surfaces  ont  de  parti- 
culier, que  pour  chacune  d'elles  la  série  de  ces  mêmes  courbes  est 
différente.  Par  exemple,  toutes  les  surfaces  de  révolution  autour 
de  l'axe  des  z  sont  les  lieux  de  séries  de  circonférences  de  cercles 
dont  les  centres  sont  dans  l'axe,  dont  les  plans  sont  perpendicu- 
laires à  cet  axe,  et  qui  ne  différent  entre  elles  que  par  le  rayon;  et  ce 
que  chacune  de  ces  surfaces  a  de  particulier,  c'est  que,  pour  elle, 
cette  série  diffère  de  celle  de  toutes  les  autres. 

C'est  à  cette  courbe,  dont  toutes  les  surfaces  soumises  à  la  même 
génération  sont  pour  ainsi  dire  composées,  qu'on  aurait  dû  consa- 
crer le  nom  de  génératrice;  mais  ce  mot  est  déjà  employé  dans  un 
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sens  qui  n'est  pas  toujours  le  même  que  celui-ci  :  j'ai  donc  cru  né- 
cessaire de  me  servir  d'un  nouveau  mot,  et  j'ai  nommé  cette  courbe 
caractéristique . 

Pour  les  équations  aux  différences  partielles  d'ordres  supérieurs, 
il  peut  y  avoir  plusieurs  caractéristiques;  en  général,  il  y  en  a  au- 
tant qu'il  y  a  de  quantités  différentes  dont  sont  composées  les  fonc- 
tions arbitraires.  Mais  je  me  propose  de  revenir  sur  cette  matière 
dans  un  Mémoire  dont  elle  sera  l'unique  objet,  lorsque  cela  sera 
devenu  plus  facile  par  l'exposition  d'un  plus  grand  nombre  de  gé- 
nérations de  surfaces. 

J'ai  fait  voir  qu'ayant  une  équation  quelconque  aux  différences 
partielles  du  premier  ordre,  eno?,  j,  z,/?,  gr,  si  on  la  différentie  aux 
différences  ordinaires,  ce  qui  donne  un  résultat  de  cette  forme 

Xdx  -h  Ydf  -h  Zdz  ■+-  Pdp  +  Q^^  =  o, 

les  équations  suivantes 

Pdj  —  Qdx  =  o, 

{X+pZ)dq-[Y-^qZ)dp  =  o, 

appartenaient  toutes  deux  à  la  caractéristique  de  la  surface  expri- 
mée par  la  proposée.  Or,  si  l'on  différentie  l'équation  de  la  surface 
que  nous  considérons,  on  trouve 

X  =  a?(i  -^ p^ ■+■  q"")  -^^ p {z—px  —  qy), 
Y=j(i  -h p""  -^  q"")  -^  q  {z—px  —  qjr), 
7.=z{ï  -hp^'hq^)—{z—px  —  qy), 
P  =p{po^^x^-hz^  —  û^')  -hx{z—px  —  qjr)y 
Q  =  q(x'-hx^-hz^  —a')  -^f  {z—px  —  qjr). 

Donc,  si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  les  deux  équations  générales 
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de  la  caractéristique,  elles  deviendront 

—  {y-^qz)dx-i'  {x -i- pz)  dy  -+-  {qoc — py)  dz  =0, 
—  (j-h  qz)  dp -h  {oc  -\-pz)  dq  =  o. 

Actuellement,  faisons,  pour  abréger, 

— —  a, 


ce  qui  donne 


qx  —  py        ^' 


Ar  +  Pj  +  2  =  o, 


et  introduisons  ces  abréviations  dans  les  équations  de  la  caractéris- 
tique; elles  deviennent 

fltd!x-h|3rf^-t-rfjz;  =  o,  cuip'\-^dq  =  o. 

Or  ces  deux  équations  sont  les  différentielles  des  deux  précé- 
dentes, prises  en  regardant  et  et  |3  comme  constantes;  elles  ne  peu- 
vent donc  subsister  en  même  temps  que  les  précédentes,  à  moins 
que  les  différentielles  de  ces  deux-ci,  prises  en  regardant  a  et  ^ 
comme  seules  variables,  n'aient  lieu;  on  aura  donc  aussi 

xdet  -hyd^  =  o,         pdct  4-  qd^  =  o, 

équations  qui  ne  donnent  d'autre  résultat  différentiel  que 

û&t=o,  d^  =  o. 

Donc,  dans  la  surface  que  nous  considérons,  pour  la  même  carac- 
téristique les  deux  quantités  a  et  ^  sont  toutes  deux  constantes, 
et  l'on  aura  p  =  (pa. 
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Il  suit  de  là  que  F  équation  de  la  caractéristique 

adx  ~h  ^dy  -i-  dz=o 

est  celle  d'un  plan  dont  l'intégrale,  à  cause  des  abréviations,  ne 
peut  être  autre  que 

aa?-h|3j-+-  z  =0; 

donc  la  caractéristique  est  une  courbe  plane  dont  le  plan  passe 
toujours  par  l'origine. 

Si  l'on  compare  l'équation  du  plan  de  la  caractéristique 

adoo  -+-  pdjr  -+-dz  =  o 
avec 

pda!-+-qdfy  —  dz  =  o^ 

qui  est  celle  de  l'élément  de  la  surface  courbe  considéré  comme 
plan,  on  voit  qu'en  vertu  de  l'équation 

oLp'+'  ^q  —  I  =0, 

ces  deux  plans  sont  toujours  rectangulaires;  donc  le  plan  de  la  ca- 
ractéristique est  partout  normal  à  la  surface  courbe.  On  doit  con- 
clure de  là  :  i*"  que  la  surface  courbe  est  engendrée  par  une  courbe 
plane  constante  de  forme,  dont  le  plan,  passant  toujours  par  l'ori- 
gine, roule,  par  conséquent,  sur  une  surface  conique  dont  l'origine 
est  le  sommet;  2*^  que,  le  plan  de  la  caractéristique  contenant  toutes 
les  normales  à  la  surface  engendrée  qui  passent  par  les  différents 
points  de  cette  courbe,  elle  est  ime  des  lignes  de  courbure  de  la 
surface. 

Cette  dernière  conclusion  peut  être  fournie  immédiatement  par 
l'analyse  :  car,  pour  une  même  caractéristique,  on  a 

auip  H-  ^dq  =  o; 
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mais,  puisqu'on  a  en  même  temps  da  =  o  et  d^  =  o^  on  aura  aussi 

ctd(i  —  j3c/fl6  =  o; 

éliminant  ae  et  (3  entre  ces  deux  équations,  on  aura 

dftdp  H-  di^dq  =  o, 

dans  laquelle,  substituant  pour  et  et  ^  leurs  valeurs  obtenue^  par  la 
difFérentiation,  on  aura 

dpd{y  -h  qz)  =  dqd[x  -^-pz) , 

équation  générale  des  lignes  de  courbure  :  donc  une  des  deux 
lignes  de  courbure  de  la  surface  est  toujours  plane,  et  son  plan 
passe  toujours  par  l'origine. 

Jusqu'ici  nous  n'avons  considéré  de  la  caractéristique  que  l'équa- 
tion du  plan  qui  la  contient.  Cette  équation  ne  la  détermine  pas,  et 
il  faut  y  joindre  celle  de  la  surface  engendrée  sur  laquelle  elle  se 
trouve,  pour  que  cette  courbe  soit  déterminée,  et  encore  ne  le 
serait-elle  pas  d'une  manière  abstraite,  puisqu'on  la  considérerait 
alors  comme  étant  un  individu  de  la  série  dont  la  surface  engendrée 
est  le  lieu  géométrique.  Mais  si  l'on  pose  les  trois  équations  sui- 
vantes : 

—  {jr^qz)dx-i'{ûC-\-pz)df-\-{qx—py)dz=  o, 
dz  =pdx  -+-  qdfj 

dont  la  première  est  l'équation  de  la  surface  aux  différences  par- 
tielles, dont  la  seconde  est  celle  du  plan  de  la  caractéristique,  et 
dont  la  troisième  contient  la  définition  des  quantités/?  et  y,  et  si 
entre  ces  trois  équations  on  élimine  p  et  q,  l'équation  aux  diffé- 
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rences  ordinaires 


{xdx  -^- ydy  -h  zdzY  =  ct^  {doo'^  -+-  dy^  -+-  dz^)^ 

qu'on  obtiendra ,  sera  celle  de  la  caractéristique  considérée  d'une 
manière  abstraite  et  indépendamment  de  la  relation  qui  doit  exister 
entre  cette  courbe  et  celles  qui  sont  infiniment  voisines,  pour 
former  la  série  qui  doit  constituer,  pour  ainsi  dire,  la  surface 
engendrée. 

Si  l'équation  aux  différences  partielles  avait  été  linéaire  en/?  et  ^, 
par  le  même  procédé,  nous  aurions  trouvé  pour  la  caractéristique 
deux  équations  aux  différences  ordinaires,  desquelles  on  aurait  pu 
tirer  celles  de  ses  projections  sur  les  trois  plans  des  a?,  j,  z. 
Lorsque  l'équation  aux  différences  partielles  est  élevée,  la  caracté- 
ristique n'a  qu'une  seule  équation  aux  différences  ordinaires,  qui 
n'appartient  pas  à  une  surface.  Mais,  quoique  cette  équation  soit 
unique,  elle  ne  détermine  pas  moins  la  nature  de  la  caractéristique 
d'une  manière  abstraite,  en  exprimant  dans  ce  cas-ci,  par  exemple, 
qu'elle  est  la  courbe  dont  tous  les  plans  normaux  passent  à  la  même 
distance  a  de  l'origine. 

En  effet,  soient  j?,  j,  z  les  coordonnées  des  points  d'une  courbe 
quelconque  considérée  dans  l'espace,  et^',  j',z'  les  coordonnées 
du  plan  normal  à  la  .courbe  en  ce  point  ;  on  aura  l'équation  de  ce 
plan  normal  en  différentiant  l'équation 

{œ  —  x'y  ■+-  (  j  —y'y  -H  (2;  —  z'y  =  constante, 

sans  faire  varier  x\  y\  z',  ce  qui  donne,  pour  ce  plan, 

[x  —  x^)dx-+-  (j — y)dy  -+-  {z  —  z')dz  =  o, 


ou 


x'dx  H-  ydy  -f-  z'dz  =  xdx  '+-J'djr  -4-  zdz. 
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Or  on  sait  que  si  T équation  d'un  plan  est 

le  carré  de  la  distance  de  ce  plan  à  l'origine  est 

p' 

A«4-B*H-C*' 

De  plus,  on  a,  dans  le  cas  présent, 
A=:  dx^ 

C  =  dz, 

D  =  xdx  -{-ydy  ■+-  zdz. 

Donc  le  carré  de  la  distance  du  plan  normal  à  l'origine  sera 

[xdx  -\-ydj  -h  zdzY  ^ 
dx^  -h  dy--hdz^     ' 

donc  l'équation  de  la  courbe  pour  laquelle  cette  distance  est  con- 
stante, et  =  a,  est 

{xdx  -\-ydy  +  zdzy  =  a^  {dx^  -+-  dy^  +  dz^), 

équation  qui  est  la  même  que  celle  que  nous  avons  trouvée  pour  la 
caractéristique  considérée  d'une  manière  abstraite. 

De  t équation  aux  différences  ordinaires  de  l'arête  de  rebrousse- 
ment  produite  par  la  génération. 

Nous  venons  de  voir  que  la  surface  à  laquelle  appartient  l'équa- 
tion aux  différences  partielles  est  engendrée  par  le  mouvement 
d'une  courbe  plane,  dont  le  plan  roule  autour  d'un  cône  qui  a  son 
sommet  à  l'origine  :  ainsi,  deux  caractéristiques  consécutives  sur 
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la  même  surface  se  coupent  en  un  point ,  et  le  lieu  de  toutes  ces 
intersections  pour  la  série  des  caractéristiques  d'une  même  surface 
est  une  courbe,  qui  estFarête  de  rebroussement  de  la  surface.  Cette 
courbe,  qui  est  touchée  par  toutes  les  caractéristiques  de  la  surface, 
n'a  aucun  élément  qui  ne  se  confonde  avec  un  élément  d'une  des 
caractéristiques,  et  pour  lequel  le  plan  normal  ne  se  confonde  avec 
celui  de  la  caractéristique  qui  la  touche  en  ce  point.  La  propriété 
de  cette  courbe  est  donc  aussi,  que  tous  les  plans  normaux  sont  à 
la  distance  a  de  l'origine  :  son  équation  est  donc  encore 

{xdx  -h  fd/y -^  zdzy  =  a^  {dx^-hdf^  -}-  dz^). 

Si  toutes  les  caractéristiques  auxquelles  appartient  cette  équa- 
tion étaient  sur  une  même  surface  individuelle,  l'arête  de  rebrous- 
sement qui  les  touche  toutes,  et  à  laquelle  appartient  encore  la 
même  équation  aux  différences  ordinaires,  serait  l'intégrale  particu- 
lière de  cette  équation,  et  elle  serait  unique  ;  mais  toutes  les  carac- 
téristiques qui  sont  sur  une  même  surface  individuelle  ne  com- 
posent qu'une  série  prise  parmi  toutes  les  courbes  de  ce  genre 
qui  existent  dans  l'espace  :  il  peut  y  avoir  autant  de  ces  séries 
différentes  entre  elles,  qu'il  y  a  de  surfaces  coniques  ayant  leurs 
sommets  à  l'origine,  et  autour  desquelles  le  plan  générateur  peut 
rouler  ;  et  chacune  de  ces  séries  aura  son  arête  de  rebroussement 
particulière  à  laquelle  appartiendra  la  même  équation.  Le  nombre 
des  arêtes  de  rebroussement  exprimées  par  cette  équation  est  donc 
infini.  Il  est  même  facile  de  voir  que,  dans  le  cas  que  nous  traitons 
(et  cela  est  vrai  en  général),  la  caractéristique  pour  laquelle  l'arête 
de  rebroussement  ne  semblait  être  d'abord  que  le  lieu  d'une  inté- 
grale particulière  n'est  elle-même  qu'un  cas  particulier  de  l'arête 
de  rebroussement  considérée  en  général  ;  car  elle  n'est  autre  chose 
que  ce  que  devient  cette  arête  lorsque  la  surface  conique  se  réduit 
à  un  plan  mené  par  l'origine. 


Digitized  by 


Google 


—  278  — 

L'équation 

{œdx  -\-ydy  +  zdzY  =  a^  {dx'  -+-  dy^  H-  dz^) 

(et  il  en  est  de  même  de  toutes  les  équations  aux  différences  ordi- 
naires qui  n'appartiennent  pas  à  des  surfaces)  est  donc  susceptible 
de  deux  intégrations  différentes.  Si  Ton  se  propose  seulement  d'a- 
voir les  caractéristiques,  les  deux  équations  intégrales  seront  com- 
plétées par  trois  constantes  arbitraires  indépendantes  ;  mais  si  l'ob- 
jet est  d'avoir  les  arêtes  de  rebroussement,  ces  arbitraires  ne  sont 
plus  des  constantes  :  deux  d'entre  elles  sont  fonctions  arbitraires 
de  la  troisième,  et  ces  deux  fonctions  sont  dérivées  Tune  de 
l'autre  ;  l'on  voit  donc  que  la  première  de  ces  intégrales  n'est 
qu'un  cas  particulier  de  la  seconde.  Mais  je  reviendrai  sur  cette 
matière  en  général,  dans  le  Mémoire  que  j'ai  annoncé. 

Intégration  de  l'équation  aux  différences  ordinaires 

{xdx  -hfdy  +  zdzy  =  a^  {dx^  -h  dy^  -+-  dz^)^ 

considérée  comme  appartenant  à  la  caractéristique,  prise  d'une 
manière  abstraite. 

Nous  savons  que  la  caractéristique  est  dans  un  plan  mené  par 
l'origine,  et  dont  l'équation  peut  être  exprimée  par 

AX-j-  ^y-+-  z^=o, 

dans  laquelle  ae  et  |3  sont  des  constantes  pour  chaque  courbe  indi- 
viduelle. Soit  fait  de  plus,  pour  abréger, 

il  est  évident  que  si,  de  ces  deux  équations,  on  tire  les  valeurs  de 
X,  j,  ctr,  dy,  pour  les  substituer  dans  la  proposée,  on  aura  une 
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équation  aux  différences  ordinaires  entre  les  deux    seules  va- 
riables M,  z. 

Différentiant  donc,  et  tirant  les  valeurs  de  dx  et  dy^  on  trouve 

dx  {^x  —  ay)  =  ^udu  -f-  [y  —  j3z)  rfz, 
dy  [Ç^x  —  (ty)  = —  ctudu  -h  (a:  —  ûtz)  dz  ; 

ce  qui,  en  faisant,  pour  abréger, 
donne 

On  tire  aussi  des  mêmes  équations 

{^x  —  ayy  =  w'  {a^  -h  f)  —  h^z\ 
Ainsi,  on  aura 

eu:  ^ay  -h  az  —au    -h  ^,^^,_^^,j_^,^,, 

substituant  dans  la  proposée,  elle  deviendra 

{u  -a)du   _-^_^,^^__^, 
qui,  en  faisant  -  =  ^,  devient 

du\]u* — a* y  du 


équation  dans  laquelle  les  variables  sont  séparées,  et  dont  l'inté- 
grale est 

a  h 


^u'^  —  a^  z=a  Jarc  cos  -arc cos 


t/>/a»-f-|3» 
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y  étant  la  constante  arbitraire  introduite  par  intégration.  Ainsi,  en 
remettant  pour  w  et  i^  leurs  valeurs,  les  deux  équations  en  quantités 
finies  de  la  caractéristique  considérée  d'une  manière  abstraite  sont 


arc  cos 


yjx'^y'   •    -^      -' 


z*  —  a'  =  a^ 


hz 

arc  cos  ■ 


équations  qui  sont  complétées  par  les  trois  constantes  arbitraires 

fit,  |3,  7. 

La  première  de  ces  équations  est  compliquée  et  ne  montre  pas 
d'une  manière  facile  la  nature  de  la  courbe.  Pour  l'étudier,  consi- 
dérons-la dans  son  propre  plan.  Soit  abaissée  d'un  point  quel- 
conque de  la  courbe,  une  perpendiculaire  sur  l'intersection  de  son 
plan  avec  celui  des  x^  jr;  nommons  Y  cette  perpendiculaire,  et  X 
la  distance  de  son  pied  à  l'origine.  Cela  posé,  il  est  facile  de  voir 
que  l'on  aura 

z  =  v5Ï±2!Y; 
h 

on  a  d'ailleurs  évidemment 

Substituant  donc  ces  valeurs  dans  l'équation  intégrale,  elle  de- 
viendra 

y/X=  +  Y^  — a^  =  ajarccos       ""         .0...^.       ^ 


arc  cos 


Or  cette  équation  est  celle  de  la  développante  d'un  cercle  dont 
le  rayon  égale  a,  et  dont  le  centre  est  à  l'origine,  et  pour  laquelle 
la  constante  y  fixe  l'origine  du  développement  :  de  plus,  les  chan- 
gements qu'on  pourrait  apporter  à  la  valeur  de  7,  en  transportant 


Digitized  by 


Google 


—     28l     — 

ailleurs  l'origine  du  développement,  ne  feraient  que  faire  tourner 
la  courbe  dans  son  plan  et  autour  de  son  centre,  sans  altérer  'sa 
forme;  donc  la  caractéristique  est  la  développante  d'un  cercle 
dont  le  rayon  égale  a,  et  dont  le  centre  est  à  l'origine,  quelle  que 
soit  d'ailleurs  la  position  de  son  plan  déterminé  par  les  deux  arbi- 
traires 6t  et  7,  et  quelle  que  soit  la  position  qu'elle  prenne  dans  son 
plan,  en  tournant  autour  du  centre,  position  qui  est  déterminée 
par  la  troisième  arbitraire  7. 

En  regardant  les  trois  constantes  a,  (3,  7  comme  susceptibles, 
chacune  en  particulier,  de  toutes  les  valeurs  possibles,  on  aiJra 
toutes  les  courbes  qui,  prises  par  séries,  auront  pour  lieu  géomé- 
trique une  des  surfaces  dont  nous  nous  occupons  dans  ce  para- 
graphe. Pour  former  une  de  ces  séries,  il  faut  établir  entre  les  trois 
constantes  a,  p,  7,  deux  conditions,  ce  qui  les  réduira  à  une  seule 
d'entre  elles;  et  le  résultat  de  l'élimination  de  cette  dernière  entre 
les  deux  équations  intégrales  sera,  en  a?,  y,  z,  Téquation  de  la  sur- 
face, qui  sera  le  lieu  de  cette  série  individuelle. 

Si  l'on  voulait  former  cette  série  de  la  manière  la  plus  arbitraire, 
il  faudrait  poser  |3  =  (pa,  7  =  4*?  ^*  P^^  l'élimination  de  a  entre 
les  deux  équations, 


arc  cos 


Vjr'-hJ*-!-  z- 


v/^'-f-j^H- z'— a' =  a\  • l-+-4ct, 

-  arc  cos  ^    

dX  -h  J(pfle  -h  z  =  O, 

on  aurait  en  a?,  j,  z,  l'équation  de  la  surface  engendrée  par  le 
mouvement  de  la  développante  du  cercle  dont  le  rayon  égale  a,  et 
dont  le  centre  est  à  l'origine,  le  plan  de  la  courbe  étant  d'ailleurs 
mobile  d'une  manière  quelconque  autour  de  l'origine,  et  la  courbe 
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elle-même,  constante  de  forme,  étant  mobile  d'mie  manière  quel- 
conque dans  son  plan  autour  de  l'origine. 

Mais  cette  surface,  dont  l'équation  comprend  les  deux  fonctions 
arbitraires  (p  et  4?  est  plus  générale  que  celle  dont  nous  nous  occu- 
pons, et  pour  laquelle,  des  deux  relations  à  établir  entre  les  con- 
stantes a,  (3,  7,  il  n'y  en  a  qu'une  seule  de  disponible,  l'autre  de- 
vant être  déduite  de  la  nature  de  la  question.  En  effet,  nous  avons 
vu  que  le  plan  de  la  caractéristique  doit  être  partout  normal  à  la 
surface  ;  les  points  de  cette  courbe,  considérée  comme  génératrice, 
doivent  donc  se  mouvoir  de  manière  que  leurs  directions  soient 
toutes  perpendiculaires  à  son  plan  :  donc  la  spirale  doit  être  fixée 
dans  son  propre  plan;  donc  deux  de  ces  spirales  consécutives 
doivent  se  couper  dans  chacune  de  leurs  branches  ;  donc  enfin  la 
forme  de  la  fonction  4  n'est  pas  arbitraire,  et  doit  être  déterminée 
de  manière  que  cette  condition  soit  remplie. 

Intégration  de  la  même  équation  aux  différences  ordinaires 
[xdx  -hfdf  -+-  zdzf  =  a^  {dx^  -h  dy^  -h  dz^) 
considérée  comme  appartenant  aux  arêtes  de  rehroussement. 

L'arête  de  rebroussemènt  est  la  courbe  touchée  par  toutes  les 
caractéristiques  d'une  même  série  :  cette  série  doit  donc  être 
formée  de  manière  que  deux  caractéristiques  consécutives  se  cou- 
pent; par  conséquent,  la  fonction  4  ne  doit  pas  être  arbitraire,  et 
il  s'agit  de  déterminer  sa  forme.  Or,  en  conservant  les  abrévia- 
tions, les  équations  de  la  caractéristique,  considérée  comme  faisant 
partie  d'une  série,  sont 

kIu'  —  a^  =  a{arccos--f-arc  cos  —  ~ — (  h-  4^^, 
6tXH-j(pH-z  =  o; 
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et  le  point  de  contact  de  cette  courbe  avec  l'arête  de  rebrousse- 
ment  est  celui  par  lequel  les  j?, y,  z  ne  varient  pas  dans  ces  deux 
équations  quand  avarie  :  donc,  si  Ton  difïërentie  ces  deux  équa- 
tions, en  regardant  a  comme  seule  variable,  ce  qui  donne 


g  (g  H-  yyO 


^H-r^'  =  o, 


H-  .4'=0' 


on  aura  quatre  équations,  dans  lesquelles  les  j?,  j,  z  sont  les  coor- 
données du  point  de  l'arête  de  rebroussement.  Donc,  si,  entre  ces 
quatre  équations,  on  élimine  .r,  j,  z,  l'équation  résultante  en  4?  4' 
et  d  sera  celle  qui  servira  à  déterminer  la  forme  de  la  fonction  4? 
de  manière  que  deux  caractéristiques  consécutives  se  coupent; 
mais  de  la  seconde  et  de  la  quatrième  on  tire 


ar((p— «(p')  =  z<p', 

y  ((p— «<p')  =— z, 

et,  par  conséquent, 

u'         H-(})"-|-((}>-l-a(p') 

donc,  en  substituant  cette  valeur  dans  la  troisième,  on  aura 


«(?-«?') 


4'  =  o, 


(a'-<-9')  Vi-l-«*  +  ?* 
et,  par  conséquent, 

ce  qui  détermine  la  forme  de  la  fonction  4-  Cette  valeur,  substituée 
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dans  la  première  équation,  tiendra  lieu  d'une  des  quatre,  et  l'arête 
de  rebroussement  sera  exprimée  par  les  trois  équations 

/"~2 2  (  «     .  hz         ]  /*(©  —  ao')  da 

\/u^  —  a^  =  ajarccos-  -h  arc  cos — }  — a  l  M-s — ^-ttï;-' 

^  (  "  |,y'««H_(p«)  J      (cc'—f)h 

a?+jç'  =  o. 

Donc  les  deux  équations  de  F  arête  de  rebroussement  seront  le  ré- 
sultat de  l'élimination  de  l'indéterminée  et  entre  les  trois  équations 
précédentes. 

C'est  ce  résultat  complété  par  la  fonction  arbitraire  (p,  sa  dérivée 
(p\  et  par  une  constante  absolue  A  comprise  sous  le  signe  d'inté- 
gration J,  qui  est  l'intégrale  complète  de  l'équation  aux  différences 
ordinaires 

{xdoo-hxdy-^-zdzy  =  a^  {doo^  -+-  dy^  -hdz^); 

et  l'intégrale  que  nous  avions  d'abord  trouvée  en  la  considérant 
comme  appartenant  aux  caractéristiques,  quoiqu'elle  fût  complétée 
par  les  trois  constantes  arbitraires  *,  p,  'y,  n'en  était  qu'une  solu- 
tion particulière. 

Intégration  de  l'équation  aux  différences  partielles 

{x'  +r^  -hz'  —  a')  (i  -+-P'  -+-  q')  =  {z  —px—qyy. 

Nous  avons  vu  que  la  surface  à  laquelle  appartient  l'équation 
aux  différences  partielles  est  le  lieu  de  la  série  de  caractéristiques 
formée  de  manière  que  deux  de  ces  courbes  consécutives  se  cou- 
pent :  or  nous  avons  trouvé,  dans  l'article  précédent,  la  forme  que 
doit  avoir  la  fonction  4  pour  que  cette  condition  soit  remplie  ;  les 
deux  équations  d'une  caractéristique,  considérée  dans  une  quel- 
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conque  de  ces  séries,  seront  donc 

/"~2 2  (  û  hz         )  rio — a^p'lrfa 

\/u^  —  a''  =  a  |arc  cos  -  4-  arc  cos  — ; \  —  al  -7  .  ,  \\  j-  » 

tfa:-f- j(pH-  z  =  o, 

dans  lesquelles  la  fonction  arbitraire  ç  détermine  la  nature  de  la 
série,  et  «t,  qui  est  constante  pour  chaque  caractéristique,  déter- 
mine chacune  de  ces  courbes  dans  la  série.  Donc  l'intégrale  de  l'é- 
quation aux  différences  partielles  (ou  l'équation  du  lieu  de  la  série) 
doit  être  le  résultat  de  l'élimination  de  et  entre  les  deux  équations 
précédentes.  Cette  intégrale,  conune  on  voit,  est  complétée,  et  par 
la  fonction  arbitraire  (p,  et  par  la  constante  absolue  A  qui  est  com- 
prise sous  le  signe  d'intégration  J. 

Propriétés  de  la  surface  relatives  à  la  quadrature  de  son  aire,  et  à 
la  cubature  de  l'espace  quelle  termine. 

Si  l'on  considère  une  zone  de  la  surface  comprise  entre  deux 
positions  consécutives  de  la  génératrice,  il  est  évident  que  l'aire 
de  cette  zone  sera  égale  à  la  somme  des  éléments  de  l'arc  généra- 
teur, multipliés  chacun  par  l'espace  parcouru;  et  parce  que  la  di- 
rection du  mouvement  de  chaque  point  est  perpendiculaire  aux 
deux  plans  consécutifs,  cette  aire  sera  égale  au  moment  de  l'arc  gé- 
nérateur par  rapport  au  plan  suivant,  ou  au  produit  de  cet  arc  par 
l'espace  que  parcourt  son  centre  de  gravité.  La  même  chose  devant 
avoir  lied  pour  toutes  les  zones  consécutives,  il  s'ensuit  que  l'es- 
pace parcouru  par  un  arc  quelconque  de  la  génératrice,  et  compris 
entre  deux  positions  quelconques  du  plan  générateur,  est  égal  au 
produit  de  cet  arc  multiplié  par  l'arc  qu'aura  parcouru  son  centre 
de  gravité. 

11  est  facile  de  voir  qu'il  en  est  de  même  par  rapport  à  la  cu- 
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bature  de  l'espace  qu'aura  parcouru  un  segment  quelconque  de  la 
génératrice. 

Cette  surface,  ainsi  que  toutes  celles  de  révolution,  ne  jouissent 
de  cette  propriété  que  parce  qu'elles  sont  des  cas  particuliers  de  la 
surface  plus  générale  engendrée  par  le  mouvement  d'une  courbe 
plane  quelconque,  dont  le  plan  roule  autour  d'une  surface  déve- 
loppable  quelconque,  surface  dont  nous  nous  occuperons  dans  un 
autre  paragraphe. 


§  XXIV. 

DE  LA  SURFACE  COURBE  DONT  TOUTES  LES  NORMALES  SONT  TANGENTES 
A  UNE  MÊME  SURFACE  CONIQUE  A  BASE  ARBITRAIRE. 


Génération  de  la  surface. 

Concevons  la  surface  conique,  à  base  arbitraire,  qui  doit  être 
touchée  par  toutes  les  normales  de  la  surface  proposée,  et  un  plan 
quelconque  tangent  à  cette  surface  conique,  et  qui  la  touchera,  par 
conséquent,  dans  une  droite  menée  par  le  sommet  :  cela  posé,  si 
l'on  considère  la  série  des  normales  à  la  proposée  qui  touchent  la 
surface  conique  dans  les  différents  points  de  cette  droite,  il  est  évi- 
dent que  toutes  ces  normales  seront  dans  le  plan  tangent  au  cône  ; 
d'où  il  suit,  i*"  que  ce  plan  sera  normal  à  la  surface  proposée  dans 
tous  les  points  de  son  intersection  avec  elle  ;  2®  que  cette  intersec- 
tion elle-même  sera  une  des  lignes  de  courbure  de  la  surface,  puisque 
les  normales  à  la  surface,  pour  les  différents  points  de  cette  courbe, 
se  coupent  consécutivement.  Donc,  si  l'on  conçoit  que  ce  plan 
normal  à  la  surface  proposée  tourne  infiniment  peu  autour  de  sa 
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droite  de  contact  avec  le  cône,  considérée  comme  axe  (mouve- 
ment pendant  lequel  il  ne  cessera  pas  d'être  tangent  au  cône),  et 
qu'il  entraîne  avec  lui  la  courbe  suivant  laquelle  il  coupait  d'abord 
la  surface  ;  conune  tous  les  points  de  la  courbe  se  mouvront  per- 
pendiculairement au  plan,  il  est  clair  que  cette  courbe  ne  sortira 
pas  de  la  surface,  et  que  dans  la  seconde  position  elle  sera  encore 
l'intersection  de  la  même  surface  avec  le  plan  qui  la  contient  alors. 
Donc  la  zone  comprise  entre  les  deux  plans  consécutifs  peut  être 
regardée  comme  engendrée  par  le  mouvement  d'une  courbe  plane 
et  constante  de  forme  autour  d'un  des  côtés  de  la  surface  conique 
considérée  comme  axe. 

Mais  ce  qu'on  vient  de  dire  pour  une  des  zones  peut  être  dit 
consécutivement  pour  toutes  les  autres,  en  observant  qu'à  mesure 
que  le  plan  mobile  change  de  position  sans  cesser  d'être  tangent  à 
la  surface  conique,  sa  rotation,  dans  chaque  instant,  se  fait  autour 
de  la  droite  de  son  contact  actuel  avec  la  surface  conique. 

Donc  la  surface  proposée  peut-être  regardée  comme  engendrée 
par  le  mouvement  d'une  courbe  quelconque  plane  et  constante  de 
forme,  dont  le  plan  roule  autour  d'une  surface  conique  à  base 
quelconque. 

Dans  cette  génération,  la  route  de  chaque  point  de  la  génératrice 
est  constamment  normale  au  plan  mobile,  et,  par  conséquent,  per- 
pendiculaire à  la  génératrice,  quelle  que  soit  la  position  de  cette 
dernière.  Or  nous  avons  vu  que  la  génératrice  est  la  ligne  d'une 
des  courbures  de  la  surface  engendrée  ;  donc  les  courbes  parcou- 
rues par  tous  les  points  de  la  génératrice  sont  les  lignes  de  l'autre 
courbure.  Mais  pendant  tout  le  mouvement  du  plan,  chaque  point 
de  la  génératrice  ne  change  pas  de  distance  au  sommet  du  cône  ;  la 
courbe  qu'il  décrit  est  donc  sur  la  surface  d'une  sphère  dont  le 
centre  est  à  ce  sommet  :  donc  la  surface  que  nous  considérons  est 
telle,  que  toutes  les  lignes  d'une  de  ses  courbures  sont  dans  des 
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plans  tangents  à  la  surface  conique,  et  que  toutes  celles  de  l'autre 
sont  sur  des  surfaces  de  sphères  concentriques,  et  dont  le  centre 
commun  est  au  sommet  du  cône. 

La  génératrice  n'ayant  aucun  mouvement  dans  son  plan ,  lorsque 
ce  plan  tourne  autour  d'un  des  côtés  du  cône  pour  passer  à  la  po- 
sition infiniment  voisine,  le  point  dans  lequel  la  génératrice  coupe 
le  côté  du  cône  ou  touche  sa  surface  n'a  aucun  mouvement,  et  se 
trouve  encore  sur  cette  courbe  quand  elle  est  parvenue  dans  la 
position  suivante;  deux  génératrices  consécutives  se  coupent  donc 
en  un  point  de  la  surface  du  cône,  et  le  lieu  de  tous  ces  points  d'in- 
tersections consécutives,  qui  est  une  courbe  tracée  sur  la  surface 
du  cône,  est  une  arête  de  rebroussement  de  la  surface  engendrée, 
dont  toutes  les  nappes  viennent  rencontrer  la  surface  convexe  du 
cône  dans  l'arête  de  rebroussement,  et  se  réfléchissent  ensuite,  sans 
qu'aucune  d'elles  entre  dans  l'espace  vers  lequel  la  surface  du  cône 
présente  sa  concavité. 

La  surface  conique  est  évidemment  le  lieu  des  centres  de  la  cour- 
bure dont  les  lignes  sont  sphériques.  1/ arête  de  rebroussement  se 
trouvant  en  même  temps  et  sur  la  surface  conique  et  sur  la  surface 
engendrée,  il  s'ensuit  que,  pour  tous  les  points  de  cette  courbe,  un 
des  deux  rayons  de  courbure  de  la  surface  est  nul  ;  et  ce  rayon  est 
celui  de  la  courbure  dont  les  lignes  sont  sphériques. 

La  génération  que  nous  venons^de  trouver  est  peut-être  la  plus 
facile  à  concevoir;  néanmoins  son  expression  analytique  ne  con- 
duit pas  directement  à  un  résultat  aussi  simple  que  celle  de  la  géné- 
ration suivante,  que  nous  emploierons. 

Concevons  que  dans  le  plan  mobile,  et  par  le  sommet  du  cône 
qui  est  toujours  dans  ce  plan,  on  mène  une  droite  qui  ne  change 
pas  de  position  par  rapport  à  la  génératrice,  et  à  laquelle  cette 
courbe,  pendant  tout  son  mouvement,  puisse  être  rapportée  comme 
à  une  directrice  mobile  ;  il  est  évident  que,  dans  toutes  les  positions 
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du  plan  générateur,  les  distances  d'un  même  point  de  la  généra- 
trice à  la  directrice  et  au  sommet  du  cône  ne  changeront  pas.  La 
directrice,  par  son  mouvement,  engendrera  une  autre  surface  co- 
nique qui  aura  même  sommet  que  la  première,  et  à  laquelle  le  plan 
mobile  sera  constamment  normal.  Cette  seconde  surface  conique 
dépendra  de  la  première,  qui  en  est  une  développée;  en  sorte  que 
si  r équation  de  la  première  était  déterminée,  celle  de  la  seconde  en 
serait  dérivée  par  intégration.  Mais  si  la  première  surface  conique 
est  considérée  comme  arbitraire,  la  seconde,  qui  est,  par  consé- 
quent, aussi  arbitraire,  peut,  à  son  tour,  être  considérée  comme 
indépendante,  et  comme  la  seule  qui  serve  à  la  génération.  Donc 
la  surface  proposée  peut  aussi  être  regardée  comme  engendrée  par 
le  mouvement  d'une  courbe  plane  quelconque,  dont  la  directrice 
parcourt  la  surface  d'un  cône  à  base  quelconque,  et  dont  le  plan 
est  constamment  normal  à  la  surface  conique,  la  courbe  n'ayant 
d'ailleurs  aucun  mouvement  dans  son  plan. 

11  suit  de  là  que  la  surface  dont  il  s'agit  est  celle  d'une  moulure 
quelconque  poussée  sur  une  surface  conique  à  base  quelconque, 
et  dont  le  profil  arbitraire,  mais  constant,  est  toujours  dans  un 
plan  normal  à  la  surface  conique,  et  à  la  même  distance  du 
sommet. 

Équation  de  la  surface  en  quantités  finies. 

En  employant  la  seconde  génération,  nous  avons  vu  que  pour 
tous  les  points  d'une  même  ligne  de  la  seconde  courbure,  c'est  à- 
dire  de  la  courbe  engendrée  par  un  même  point  de  la  génératrice, 
la  distance  à  la  surface  conique  et  la  distance  au  sommet  du  cône 
sont  toutes  deux  constantes;  et  il  est  évident  qu'en  passant  d'une 
des  lignes  de  cette  courbure  à  une  autre  de  la  même  espèce,  ces 
deux  distances  varient.  Ces  deux  grandeurs  qui  ^  pour  les  diflfé- 

3? 


Digitized  by 


Google 


—    290    — 

rents  points  de  la  surface  engendrée ,  sont  constantes  ensemble  et 
variables  ensemble,  sont  donc  fonctions  Tune  de  l'autre. 

Or,  en  supposant  que  le  sommet  du  cône  soit  à  l'origine,  et 
représentant  par  a:,  j,  z  les  coordonnées  du  point  de  la  surface 
engendrée,  et  par  x\  y\  z'  celles  du  pied  de  la  perpendiculaire 
abaissée  de  ce  point  sur  la  surface  conique,  le  carré  de  la  distance 
du  point  au  sommet  du  cône  sera  ^^  -+-  j^  H-  z^ ,  et  celui  de  sa  dis- 
tance à  la  surface  conique  sera  [x  —  ^')^  -h  (  j  —  y' Y  +  (z  —  z'y\ 
on  aura  donc  pour  équation  de  la  surface 

dans  laquelle  la  fonction  4  est  arbitraire,  et  où  il  ne  s'agit  plus  que 
de  trouver  les  valeurs  de  x\  y  et  j^^ 

On  sait  que  l'équation  générale  de  la  surface  conique  dont  le 
sommet  est  à  l'origine,  est  —  =  (p  (  -  |,  la  fonction  <p  étant  arbi- 
traire ;  ou  qu'en  représentant  par  a,  la  quantité  qui  est  sous  la 
fonction,  elle  est  le  résultat  de  l'élimination  de  et  entre  les  deux 

équations 

X  =  zflt,     y  =  z<p(i. 

Le  pied  de  la  perpendiculaire  étant  sur  la  surface  conique,  on 
aura  donc  entre  ses  trois  coordonnées  les  deux  équations  suivantes  : 

x'  =  z'flt,       j'  =:  zVî 

et  le  carré  de  la  perpendiculaire  deviendra 

{x  -  z'dY  +  (r  -  z'<py  ^{z-  zy. 

Mais  cette  perpendiculaire  étant  un  minimum,  sa  grandeur  ne 
doit  point  varier,  soit  qu'on  fasse  varier  z'  seule,  soit  qu'on  fasse 
varier  a  seule:  donc  ses  différentielles,  prises  en  regardant  succes- 
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sivement  z'  et  d  comme  seules  variables,  doivent  être  nulles;  ce  qui 
donne  les  deux  équations 

[x  —  z'a)  a-f-  (  j  —  z'<p)  (p  H-  z  —  z'  =  o, 
{x  —  z'ei)  -+■  {y  —  z'(p)  (p'  =  o. 

On  aura  donc,  entre  les  trois  coordonnées  x\y\z\  quatre  équa- 
tions. Tirant  des  trois  premières  les  valeurs  de  ces  coordonnées,  et 
faisant,  pour  abréger, 

flta?-|-/(p-|-z  =  M, 

on  aura 

x'h^  =  Ua,    /A^  =  M(p,     z'A^  =  M; 

substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  de  la  surface,  et  dévelop- 
pant, on  aura 

•r'  4- j'  +  z*  -  ^  =  4^  {x^  +  j^  -h  z»); 

et  parce  que  la  fonction  4?  qui  est  arbitraire,  absorbe  la  quantité 
j?^  H- j^  -h  z^,  qui  est  dans  le  premier  membre,  cette  équation 
deviendra 

M  =  A4(a;^-t-7^H-z^), 
ou 

(tx^f(p  +  z=^  y/i  -hflt^  +  <p^4(^'^+J^  +  ^^)- 

Mais,  des  quatre  équations  que  nous  avions  entre  les  trois  coordon- 
nées x\  /',  z',  nous  n'en  avons  encore  employé  que  trois.  Si  donc 
on  substitue  pour  z'  sa  valeur  dans  la  quatrième,  on  aura 

/         M  (a -h  99') 
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ou,  à  cause  de  l'équation  précédente, 

équation  qui  doit  aussi  avoir  lieu,  et  qui  servira  à  éliminer  tt  de 
l'équation  de  la  surface. 

Donc  l'équation  de  la  surface  engendrée  est  le  résultat  de  l'éli- 
mination de  fit  entre  les  suivantes  : 


OLX 


J(p  -h  ^  =  V 1  +  a'  -f-  (PS (x'  h-  j'  +  z'), 

I («-hyy^)^(3:'H-j'-l-^') 


a;+j(p  = 


V^i-|-a*-h?* 


De  ces  deux  équations,  il  est  facile  de  voir  que  la  seconde  est  la 
différentielle  de  la  première  prise  en  ne  faisant  varier  que  «;  ainsi, 
en  représentant  la  première  par  N  ==  o,  l'équation  de  la  surface  est 
le  résultat  de  l'élimination  de  et  enti'e  les  deux  suivantes  : 

N=o, 

Il  suit  de  là  que  la  surface  engendrée  peut  être  considérée  comme 
l'enveloppe  de  l'espace  parcouru  par  la  surface  dont  l'équation  se- 
rait la  première  des  deux  précédentes,  et  qui  se  mouvrait  en  vertu 
de  la  variation  du  paramètre  a.  Mais,  en  regardant  d  et  (pa  comme 
deux  constantes  indépendantes,  ce  qui  arrête  le  mouvement  de  la 
surface  mobile,  la  première  de  ces  équations  N  =  o,  ou 


dx 


-f-j(p-hJ2  =  y/i  -f-rt'  +(p'4(^'-Hr'  4-^'), 


est  celle  d'une  surface  de  révolution,  dont  l'axe,  déterminé  d'ailleurs 
de  position  par  les  deux  constantes  et  et  (p a,  passe  par  l'origine,  et 
dont  la  distance  à  l'origine  est  indépendante  de  la  quantité  et.  De 
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plus,  si,  comme  nous  le  supposons  ici,  les  quantités  a  et  (pet  sont 
des  variables  dépendantes  Tune  de  l'autre,  lorsque  la  quantité  et 
varie,  l'axe  dont  les  équations  sont  a?  •=  az  et  j  =  z(pet,  parcourt 
une  surface  conique  quelconque,  dont  le  sommet  est  à  l'origine; 
donc  la  surface  peut  être  engendrée  d'une  troisième  manière,  ainsi 
qu'il  suit  : 

Si  une  surface  quelconque  de  révolution  se  meut  de  manière, 
i**  que  son  axe,  passant  toujours  par  l'origine,  parcoure  une  sur- 
face conique  quelconque;  2°  qu'un  même  point  de  la  surface  mo- 
bile ne  change  pas  de  distance  au  sommet  du  cône,  l'enveloppe  de 
l'espace  qu'elle  parcourra  sera  la  surface  que  nous  considérons. 

Cette  troisième  génération,  qu'on  aurait  pu  démontrer  à  priori, 
fournit  une  vérification  des  équations  que  nous  avons  trouvées. 

Équations  des  deux  lignes  de  courbure  en  quantités  finies . 

Si,  dans  les  deux  équations  N==o,  (^|  =  o,  on  regarde  la 

quantité  a  comme  une  constante  arbitraire  qui  doive  subsister,  ces 
deux  équations  sont  celles  de  la  génératrice  considérée  dans  la  posi- 
tion déterminée  par  la  valeur  de  a,  qui  est  constante  pour  elle;  par 
conséquent,  elles  sont  celles  de  la  ligne  plane  de  courbure,  et  il  est 
facile  de  voir  qu'elles  appartiennent  à  une  courbe  plane,  puisque, 
par  l'élimination  de  la  fonction  4j  on  obtient  l'équation  d'un  plan. 
Mais,  si  la  quantité  et  est  regardée  comme  une  variable  indéter- 
minée qui  doive  disparaîti^e  par  l'élimination,  les  deux  équations 

N  =  o,  (^j  =  o  se  réduisent  à  une  seule,  qui  est  celle  de  la 

surface  engendrée;  et  parce  que  la  ligne  de  la  seconde  courbure 
est  sur  la  surface  d'une  sphère  dont  le  centre  est  à  l'origine,  et 
dont  le  rayon,  variable  en  général,  est  constant  pour  chaque  ligne 
individuelle,  il  s'ensuit  que,  des^équations  de  la  ligne  sphérique  de 
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courbure,  la  première  sera 


•2^'  +j'  +  2"  =  y\ 


et  la  seconde  sera  le  résultat  de  l'élimination  de  l'indéterminée  « 
entre  les  deux  équations 

N  =  o, 


dans  lesquelles  y  est  la  constante  arbitraire  qui  détermine  la  ligne 
de  courbure  individuelle. 

Équations  de  l'arête  de  rebroussement  en  quantités  finies . 

Nous  venons  de  voir  que  les  équations  de  la  génératrice  sont 
N  =  o,  (^-j  =  o,  dans  lesquelles  a  est  la  constante  qui  déter- 
mine la  position  de  cette  courbe.  Donc,  si  Ton  diflférentie  ces  équa- 
tions, en  regardant  a  comme  seule  variable,  les  a?,  j*,  £,  qui  se  trou- 
veront dans  les  différentielles ,  appartiendront  au  point  d'intersection 
de  deux  génératrices  consécutives,  et,  par  conséquent,  au  point 
de  l'arête  de  rebroussement;  mais,  par  la  différentiation,  on  n'ob- 
tient qu'une  équation  nouvelle,  savoir  (  -j-^  j  =  o:  ainsi,  entre  les 

trois  coordonnées  x^  j,  z,  du  point  de  l'arête  de  rebroussement,  on 
aura  les  trois  équations 

N  =  o, 

au  moyen  desquelles  ces  trois  coordonnées  pourront  être  détermi- 
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nées  d'après  une  valeur  de  la  constante  arbitraire  et.  Donc  les  équa- 
tions de  la  courbe  qui  est  le  lieu  de  tous  les  points  semblablement 
déterminés,  c'est-à-dire  les  équations  de  l'arête  de  rebroussement, 
sont  le  résultat  de  l'élimination  de  tt  entre  les  trois  équations  pré- 
cédentes. 

Des  deux  équations  de  la  surface  aux  différences  partielles  du 

premier  ordre. 

Si,  par  un  point  quelconque  de  la  surface  courbe,  on  conçoit  un 
plan  tangent,  la  distance  de  l'origine  à  ce  plan,  et  celle  de  la  même 
origine  au  point  de  contact,  seront  toutes  deux  variables  en  général. 
Mais,  si  le  point  de  la  surface  se  meut  sans  sortir  de  la  même  ligne 
sphérique  de  courbure,  et  entraîne  avec  lui  le  plan  qui  ne  cesse  pas 
d'être  tangent,  il  est  évident  que  ces  deux  distances  seront  con- 
stantes: donc,  pour  la  surface  que  nous  considérons,  ces  deux 
grandeurs  sont  constantes  ensemble  et  variables  ensemble,  et,  par 
conséquent,  fonctions  l'une  de  l'autre,  la  nature  de  la  fonction 
étant,  d'ailleurs,  déterminée  par  celle  de  la  génératrice. 

Or  le  carré  de  la  distance  de  l'origine  au  point  de  la  surface 
courbe  est  cr*  -h  y^  +  z^  ;  de  plus,  en  représentant  par  x\y\z 
les  coordonnées  du  plan  tangent,  l'équation  de  ce  plan  est  ^ 

z  —px*  —  qf  =  z—px  —  qy\ 

et  l'on  sait  que,  si  l'équation  d'un  plan  est 

Aj?  +  Bj4-Gz  =  D, 

la  grandeur  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  l'origine  sur  ce 
plan  est 


^A»-f-B*-hC» 
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dans  le  cas  présent  on  a 

A—  —  /?, 

î)  =  z—px  —  qjr; 

par  conséquent,  la  distance  de  l'origine  au  plan  tangent  est 

z  —  px  —  qy 

Donc,  en  exprimant  que  cette  quantité  est  une  fonction  arbitraire 
de  la  première,  une  des  équations  aux  différences  partielles  du  pre- 
mier ordre  sera 

z—px  —  qy=\j\  +/?'-+-9'ï^(a;'  +  j'h-^'), 

dans  laquelle  la  fonction  ^  n'est  pas  de  même  forme  que  la  fonc- 
tion 4>  qui  entre  dans  l'équation  intégrale,  quoique  l'une  soit  une 
dérivée  de  l'autre. 

Passons  actuellement  à  l'autre  équation  aux  différences  partielles 
du  premier  ordre. 

Pour  tous  les  points  d'une  même  génératrice,  le  plan  mené  par 
l'origine  et  la  normale  est  invariable,  puisque  ce  plan  est  celui  de  la 
cotirbe  elle-même,  que  l'on  regarde  en  cet  instant  comme  fixe.  Or 
l'équation  du  plan  mené  par  l'origine  et  la  normale  est,  en  a?',  j',  z\ 

—  ^'  (r  H-  q^)  -H  /  (^  +  p^)  H-"  ^'  {qx — py)  =  o; 

donc,  pour  tous  les  points  d'une  même  génératrice,  les  deux  quan- 
tités -^ — ^  et ^  conservent  les  mêmes  valeurs,  et  elles  en 

qx  —  pj      qx  —  py 

changent  dans  le  passage  d'une  génératrice  à  ime  autre.  Ces  deux 
quantités,  qui  sont  constantes  ensemble  et  variables  ensemble  pour 
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les  différents  points  de  la  surface,  sont  donc  fonctions  Tune  de 
l'autre;  donc  la  seconde  équation  de  la  surface  engendrée,  aux  dif- 
férences partielles  du  premier  ordre,  est 


■  pz 


qx  —  py 


\qx—py) 


dans  laquelle  la  fonction  $  n'est  pas  de  même  forme  que  celle  qui  est 
exprimée  par  ^  dans  l'intégrale  finie,  quoiqu'elle  en  soit  dérivée. 

Cette  seconde  équation  aux  différences  partielles  du  premier  ordre 
peut  être  trouvée  par  une  autre  considération,  qui  la  produit  sous 
une  forme  différente,  et  qu'il  est  bon  de  connaître. 

Il  suit  de  tout  ce  qui  précède,  que  la  surface  des  centres  d'une  des 
courbures  de  la  surface  courbe  que  nous  considérons  est  celle  d'un 
cône  à  base  quelconque  dont  le  sommet  est  à  l'origine.  Or,  si  l'on 
représente  par  x\y\  z'  les  coordonnées  du  centre  de  cette  cour- 
bure, en  tant  que  ce  centre  se  trouve  sur  la  normale,  on  aura 
d'abord,  entre  les  quantités  x\  y\  z\  les  deux  équations  de  la 

normale 

x' -{- pz' =  X -^ pZy 

y  -^qz'  =  y  -\-  qz. 

De  plus,  si  l'équation  de  la  surface  conique  est  —  =  (p  (  —  ) ,  ou,  ce 

qui  revient  au  même,  si  elle  est  le  résultat  de  l'élimination  de  a 
entre  les  deux  équations  x  =  za,  y  =  zcpi,  on  aura  encore,  entre 
les  mêmes  coordonnées,  les  deux  équations 

x'  =  z'ûfc,     j'  =  z'cprt. 

Enfin  le  point  de  la  surface  doit  être  sur  le  plan  qui  touche  la 
surface  conique  dans  le  centre  de  courbure,  et  l'équation  de  ce  plan 

est 

—  x<p'  -^ y  ^  z{(p  —  (i<p')  =o; 

38 
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donc,  si  des  quatre  premières  on  élimine  les  trois  quantités  x\y\z\ 
il  restera,  en  a?,  j,  s,  les  deux  suivantes  : 

(a;  H-/?z)  (p  —  (j  +  (/z)  flU-  ^.r  —  py  =  o, 
—  àr(p'  -H  J  -h  z  ((p  —  ût^')  =  o; 

ou  bien,  éliminant  (p  de  la  seconde,  au  moyen  de  la  première, 

[x  ^pz)  (p  —{y-^-qz)ct^qx  ~ py  =  o, 
{x  -j-pz)  (p'  —  (j  -f-  qz)  =  o; 

et  la  seconde  équation  aux  différences  du  premier  ordre  sera  le 
résultat  de  l'élimination  de  a  entre  les  deux  équations  précédentes, 
dans  lesquelles  la  fonction  arbitraire  (p  diffère  de  celles  que  nous 
avons  ci-devant  représentées  par  (p  et  $. 

La  seconde  de  ces  équations  étant  la  différentielle  de  la  première, 
prise  en  regardant  a  comme  seule  variable,  la  surface  peut  donc  être 
regardée  comme  l'enveloppe  de  l'espace  parcouru  par  la  surface  à 
laquelle  appartient  la  première  de  ces  équations,  et  qui  change  de 
forme  et  de  position  en  vertu  du  paramètre  et.  Cette  surface  mobile 
est  la  surface  développable  engendrée  par  la  tangente  de  la  généra- 
trice; elle  est  circonscrite  à  une  sphère  dont  le  centre  est  à  l'origine, 
et  dont  le  rayon,  constant  pour  la  surface  engendrée  par  la  même 
tangente,  change  pour  celle  qui  est  engendrée  par  une  autre,  et 
deux  de  ces  surfaces  consécutives  se  coupent  dans  une  des  lignes 
sphériques  de  courbure  de  la  surface  principale.  Mais  en  voilà  assez 
sur  cet  objet,  que  nous  terminerons  par  l'observation  suivante. 

Des  deux  équations  que  nous  venons  de  trouver  en  dernier  lieu, 
l'une  est  destinée  à  éliminer  a  de  l'autre:  or  il  est  clair  que  si 
cette  élimination  était  exécutée,  ce  qui  ne  peut  se  faire  tant  que  la 
forme  de  la  fonction  <p  n'est  pas  déterminée,  il  ne  resterait  dans  la 

résultante  d'autres  quantités  que ^-  et  — — ^  :  donc  ces  deux 

-1  n       qx  —  py      qx  —  py' 
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quantités  sont  fonctions  arbitraires  Tune  de  l'autre,  ce  qui  coïncide 
avec  r équation  unique  que  nous  avions  d'abord  trouvée. 

Équations  de  la  surface  aux  différences  partielles  du  second 

ordre. 

De  même  qu'une  équation  aux  différences  partielles  du  premier 
ordre  n'est  que  l'expression  de  la  propriété  du  plan  tangent  ou  de 
la  normale  de  la  surface  à  laquelle  elle  appartient ,  de  même  une 
équation  aux  différences  partielles  du  second  ordre  n'est  que  l'ex- 
pression de  la  propriété  des  rayons  ou  des  lignes  de  courbure.  Or, 
dans  la  surface  que  nous  traitons,  nous  connaissons  les  propriétés 
de  ses  deux  lignes  de  courbure;  donc  nous  pourrons  obtenir  son 
équation  aux  différences  secondes,  de  deux  manières  différentes;  et 
d'abord,  en  considérant  sa  ligne  sphérique  de  courbure. 

L'équation  générale  des  lignes  de  courbure  est 

dy^'[{i-^q')s-pqt]-^dj^dy[{i-^q')r-{i^p^)t\ 
—  dx^\{i  -\-p^)s  — pqr]  =  o. 

Pour  la  ligne  sphérique  de  courbure,  on  a 

xdx  +  jdf  -f-  zdz  =  o, 
ou 

{x-+-pz)  dx  H-  (  J  4-  qz)  dy  =  o. 

Ces  deux  équations  appartenant  à  la  même  courbe,  la  propriété  de 
la  surface  est  donc  que  les  valeurs  de  h^,  qu'elles  donnent,  soient 
égales  entre  elles.  Donc  l'équation  aux  différences  secondes  est  le 
résultat  de  l'élimination  de  -^  entre  ces  deux  équations. 
Si  l'on  fait,  pour  abréger, 


y  -^  qz    x-h  pz 

qx  —  pjr~        ^'  qx  —  pjr 
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ce  qui  donne  les  deux  équations 

a;r  H-  |3j  -h  z  =  o,        ap  -^  ^q  —  i  =  o, 

le  résultat  de  l'élimination  de  ^,  et,  par  conséquent,  F  équation  aux 
différences  secondes  sera 

[rtr  -h  p^]  ( j3  +  ^)  =  (a  -f-  p)  [as  +  ^i\. 

Si  nous  employons  la  considération  de  la  ligne  plane  de  cour- 
bure ,  nous  savons  que  cette  courbe  est  dans  le  plan  mené  par  la 
normale  et  rorigiiie,  plan  dont  l'équation  en  x\y\  z'  est 

—  ^'  (r  +  q^)  +  j'  (^ +p^)  +  ^'  {q^ —px)  =  ^' 

et  dont  l'équation  différentielle  est 

—  dx'  (j  +  qz)  +  dy'  {x -+-  pz)  -t-  dz^  {qx  — py)  =  o. 

Mais,  si  sur  ce  plan  on  ne  considère  que  la  ligne  de  courbure,  les 
coordonnées  x'  ^  j',  z'  deviennent  respectivement  égales  aux  x^y^z 
de  la  surface  ;  on  aura  donc,  pour  toute  ligne  de  courbure  plane, 

—  dx{y  -^  qz)  -^  dy{x  -hpz)  -f-  dz{qx  — py)  =  o; 

ou,  mettant  pour  dz  sa  valeur  pdx  -h  qdy^  et  employant  les  mêmes 
abréviations  que  ci-dessus, 

{ct-^p)dx  ■+-  {^-hq)dy  =  o: 

donc,  en  substituant  pour  -p  cette  valeur  dans  l'équation  générale 
des  lignes  de  courbure,  on  aura  l'équation  de  la  surface,  qui  se 
trouve,  comme  précédemment, 

(ar  -h  ^s)  (|3  4-  g)  =  {et  -+-/?)  {cis  +  ^t). 

Actuellement  nous  allons  traiter  cette  équation  aux  différences 
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secondes  comme  si  elle  était  le  résultat  des  recherches  d'autre  na- 
ture, nous  allons  trouver  ses  intégrales  des  différents  ordres,  et 
nous  en  déduirons,  parla  seule  analyse,  les  principales  propriétés 
de  la  surface  à  laquelle  elle  appartient. 

Des  caractéristiques  de  la  surface  à  laquelle  appartient  l'équation 
aux  diéffrences  secondes. 

J'ai  fait  voir  que ,  si  la  différentielle  d'une  équation  aux  diffé- 
rences partielles  du  second  ordre,  prise  en  ne  faisant  varier  que 
les  seules  quantités  r,  j,  ^,  est 

R^  -f-Sû^-hTrf^  =  o, 

l'équation  générale  de  ses  caractéristiques  est 

Kdy^  —  Sdxdy  +  Tdœ^  =  o: 

or,  dans  le  cas  présent,  on  a 

R  =  a(p4-9), 

S  =|3(|3  +  g)  —  ci{a-hp), 

T  =  -|3(a+/;); 

dope  l'équation  des  caractéristiques  sera 

a{^-i-q)dx''  —  [^{^-hq)  —  ct{ct-hp)]dxdx  —  ^{ci'hp)d}o'=o, 
qui,  pouvant  être  mise  sous  la  forme 

(ddy  —  ^dx)  [{^-hq)dy^  H-  {et^p)dœ]  =  o, 
est  composée  de  deux  facteurs,  et  donne  les  deux  équations 

ady  —  ^dœ  =  o, 

{^ -h  q)  df  -h  {a'\-p)dx  =  o; 
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donc  la  surface  a  deux  caractéristiques  indépendantes,  et  les  quan- 
tités dont  seront  composées  les  deux  fonctions  arbitraires  qui  com- 
pléteront son  intégrale  finie  seront  différentes  entre  elles. 
I/équation  de  la  première  caractéristique  est 

ddy  —  ^dx  =  o, 
ou,  remettant  pour  a  et  ,6  leurs  valeurs, 

(.r  H- pz)  dx  -\-  ( j  -h  qz)  dy  =  o, 

ou  enfin 

xdx  H-  ydy  H-  zdz  =  o, 

dont  l'intégrale 

^^  +7'  +  z^  =  >" 

appartient  à  la  surface  d'une  sphère  dont  le  centre  est  à  l'origine,  et 
dont  le  rayon  7,  constant  pour  chaque  coiu^be  individuelle,  est 
variable  de  l'une  à  l'autre.  Donc  la  première  caractéristique  est 
l'intersection  de  la  surface  par  celle  d'une  sphère  dont  le  centre 
est  à  l'origine,  et  dont  le  rayon  y  est  arbitraire. 

Il  suit  de  là  que  cette  caractéristique  ne  peut  pas  produire  d'arête 
de  rebroussement  sur  la  surface;  car,  chaque  courbe  individuelle 
étant  contenue  sur  la  surface  d'une  sphère  particulière,  et  les  sur- 
faces de  sphères  concentriques  n'ayant  aucun  point  commim,  deux 
caractéristiques  individuelles  consécutives  ne  peuvent  pas  se  (*ou- 
per,  et,  par  leur  intersection,  donner  lieu  à  une  arête. 

Reprenons  l'équation  de  la  première  caractéristique 

etdy  —  pda'  =  o. 
Les  abréviations  donnent,  comme  nous  l'avons  vu, 

dp  -^  pq  =  1. 
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Si  de  ces  deux  équations  on  tire  les  valeurs  de  a  et  |3,  on  trouve 

oidz  =  dXy        ^dz  =  dy  ; 

ces  valeurs,  substituées  dans  T équation  aux  différences  secondes, 
donnent 

{rdœ  -h  sdy)  {dj  -h  qdz)  =  [dx  +  pdz)  {sdœ  H-  tdy) , 


ou 


dp  {djr  H-  qdz)  =  {djc  -+-  pdz)  dq^ 

équation  générale  des  lignes  de  courbure. 

Donc  la  première  caractéristique  de  la  surface  est  la  ligne  d'une 
de  ses  courbures.  Ainsi  la  surface  est  telle,  que  les  lignes  d'une  de 
ses  courbures  sont  les  intersections  de  la  surface  par  une  série  de 
sphères  concentriques,  et  dont  le  centre  commun  est  à  T origine. 

Passons  actuellement  à  la  seconde  caractéristique,  dont  nous 
avons  vu  que  l'équation  est 


ou 


{et  -^ p)  dx  -\-  {^  -{-  q)  dy  =  o, 
ddx  +  ^dy  -h  dz  =  o. 


Cette  équation  serait  celle  d'un  plan ,  si  les  deux  quantités  a,  |5  étaient 
constantes.  Or,  pour  tous  les  points  de  cette  même  caractéristique, 
ces  deux  quantités  sont,  en  effet,  constantes;  car,  si  l'on  différentie 
les  deux  équations 

fltj:  H-  P/  +  z  =  o,        ctp  -h  ^q  —  I  =  o, 

que  fournissent  les  abréviations,  on  aura 

xdd  -hyd^  +  ddx  4-  ^dy  -h  rfz  =  o, 
pda  H-  qd^  -h  cidp  H-  ^dq  =  o, 
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qui,  pour  la  seconde  caractéristique,  dans  laquelle  on  a 

eidx  -}-  ^dy  -^  dz  =  Oj 
deviennent 

xdct  -h  fd^  =  o,       pdoL  H-  qd^  +  cbdp  -+-  ^dq  =  o  ; 

tirant  de  ces  deux  équations  les  valeurs  de  da  et  rf^,  on  a 

dA{qx—py)  =  y{adp  +  ^dq), 
d^  {qx  —  py)  =  —  X  {tidp  -h  ^dq)  : 

donc  les  différentielles  da^d^  seront  toutes  deux  nulles,  et  les  quan- 
tités ût  et  j3  seront  toutes  deux  constantes  lorsque  l'on  aura 

ddp  H-  ^dq  =  O. 

Or,  pour  tous  les  points  de  la  seconde  caractéristique,  cette  der- 
nière équation  a  lieu;  car  T équation  de  cette  courbe  est 

ddx  -h  ^dy  H-  dz  =  o, 

et ,  à  cause  des  abréviations ,  on  a 

Ax  -h  ^y  -h  z  =  Oy 

ce  qui  donne  pour  a  et  p  les  deux  valeurs  suivantes  : 

a  {ydx  —  xdy)  =^ydz  —  zdx, 
p  {yda:  —  xdy)  =  xdz  —  zdjL-, 

qui,  substituées  dans  l'équation  aux  difFérences  partielles  du  second 
ordre,  donnent 

—  dp{y-h  qz)  =  dq  {x  -+- pz)  =  o, 
ou 

adp  H-  [idq  =  o. 
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Donc,  pour  toute  retendue  de  la  même  seconde  caractéristique,  les 
quantités  a  et  |3  sont  toutes  deux  constantes;  donc  T équation  de 
cette  courbe 

adv  H-  ^dy  -^  dz  =  o 

est  celle  d'un  plan.  Ainsi  la  seconde  caractéristique  est  une  courbe 
plane. 

L'intégrale  de  cette  équation  est,  en  général, 

(ta?  +  Pj  -f-  2  =  constante  ; 

mais  les  abréviations  donnent 

fitcT  -i-  pj  -h  z  =  o  : 

donc  la  constante  introduite  par  intégration  est  nulle,  et  le  plan  de 
la  courbe  passe  par  l'origine. 

Ainsi  la  seconde  caractéristique  est  une  courbe  plane  dont  le  plan 
passe  toujours  par  l'origine. 

Reprenons  l'équation  de  la  seconde  caractéristique 

(tdx  -f-  ^dy  -h  dz  =  o'y 

les  abréviations  donnent 

ctp-{-  ^q  -{-  i  =  o. 

Ces  deux  équations  donnent  pour  a  et  ^  les  valeurs  suivantes: 

a  [qdx  —  pdy)  =  —  dy  —  qdz^ 
/3  {qdx  —  pdy)  =  dir  -f-  pdz^ 

qui,  substituées  dans  l' équation  aux  différences  partielles  du  second 
ordre,  donnent 

dp  [dy  -t-  qdz)  =  {dx  -H  pdz)  dq^ 
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équation  générale  des  lignes  de  courbure  :  donc  la  seconde  carac- 
téristique est  la  ligne  de  l'autre  courbure  de  la  surface,  qui  est  par 
conséquent  plane,  et  dont  le  plan  passe  constamment  par  l'origine. 
En  résumant  cet  article,  on  voit  que  la  surface  à  laquelle  appar- 
tient l'équation  aux  différences  secondes 

{(tr  ^  ^s)  (/3  -h  çr)  =  (a  -\- p)  [as  +  ^t) 

a  deux  caractéristiques  différentes;  que  ces  caractéristiques  ne  sont 
autre  chose  que  les  lignes  de  ses  deux  courbures;  et  que  de  ces 
deux  lignes,  l'une  est  une  courbe  plane  dont  le  plan  passe  par  l'ori- 
gine, et  l'autre  est  sur  la  surface  d'une  sphère  dont  le  centre  est  à 
l'origine.  De  cela  seul  il  serait  facile  de  déduire  les  générations  que 
nous  avons  exposées  précédemment. 

Des  deux  intégrales  premières  de  l'équation  aux  différences 
partielles  du  second  ordre. 

Chacune  des  caractéristiques  devant  fournir  une  intégration, 
nous  allons  d'abord  employer  la  première,  dont  l'équation  est 

oLdy  —  ^dx  =  o, 
ou 

xdx:  -{- ydy  -h  zdz  =  o. 


ou  enfin,  en  intégrant, 


^'  H-j'  -H  z'  =  >'. 


Si,  dans  la  proposée 

[ar  -H  /S^]  (|3  +  ç)  =  (et  -h  p)  [as  H-  {it\ , 

on  substitue  pour  r  et  ^  leurs  valeurs  tirées  de  cjp  =  rdx  -h  sdy^ 
dq  =  sdx  -h  tdy^  en  vertu  de  l'équation  de  la  caractéristique,  elle 
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devient 

dp{[i^-^q)  =  {ct-+-p)dq; 

mais  en  faisant,  pour  abréger, 

z—px  —  qy=  V, 

si  l'on  substitue  pour  a  et  /3  leurs  valeurs  dans  la  dernière  équation, 
elle  devient 


ou 


dp  [A^  0?  -h  /?i^  ]  -h  dq [Â:\7  H-   gt;  ]  =  o, 
k^  [xdp  -hfdq]  "h   V  [pdp  -+-  qdq]  =  o, 


ou  enfin 

—  k^dif  -h  vkdk  =  o, 

dont  l'intégrale  est  t  =  ^y  (Tétant  la  constante  arbitraire.  La  carac- 
téristique sphérique  a  donc  les  équations  intégrales 

z  —  px  —  qj_^ 

Sfi-t-p^-hq^ 

dans  lesquelles  les  quantités  7,  ^,  qui  sont  généralement  variables, 
sont  néanmoins  toutes  deux  constantes  pour  toute  l'étendue  d'une 
même  caractéristique  individuelle  :  donc  ces  deux  quantités  sont 
fonctions  arbitraires  l'une  de  l'autre;  donc  une  des  intégrales  pre- 
mières de  la  proposée  est 

z—px  —  qy=  yji  4-/?'-H5r-q^(j:'^  -hj'  +-  z''), 

cpii  coincide  avec  celle  que  nous  avons  trouvée  par  les  considéra- 
tions géométriques. 
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Pour  trouver  Tautre  intégrale  première,  il  faut  employer  la  se- 
conde caractéristique,  dont  l'équation  est 

{^^q)df-{^{ct-hp)dx  =o, 
ou 

eidx  -+-  ^dy  -^  dz  =  o. 

Nous  avons  vu  que  les  quantités  et  et  |3 ,  qui  sont  généralement 
variables,  sont  toutes  deux  constantes  pour  tous  les  points  de  cette 
courbe;  ces  deux  quantités  sont  donc  fonctions  Time  de  l'autre,  et 
Ton  aura,  pour  la  seconde  des  deux  intégrales  premières, 

ou 

qx  —  pY  qx  —  pj 

qui  coïncide  avec  une  de  celles  que  nous  avons  trouvées  directe- 
ment. 

Si  l'on  introduit  ^  =  Oa  dans  les  équations  produites  par  les 
abréviations,  elles  deviendront 

ÛLX  -h  jOfit  -+-  Z  =  O, 

ap  -h  q<b(i —  I  =  o, 

qui  auront  lieu  en  même  temps  pour,  la  caractéristique  plane  et 
dans  lesquelles  a  est  la  constante  qui  détermine  la  position  de  la 
courbe  individuelle  :  donc  le  résultat  de  l'élimination  de  a  entre 
ces  deux  équations  appartiendra  encore  à  la  surface,  et  sera  la 
même  intégrale  que  la  précédente,  présentée  sous  une  autre  forme. 
Cette  intégrale  exprime  que  si  l'on  pose  la  première  des  deux  équa- 
tions AX  H- j$rt  -H  z  =  o,  c'est-à-dire  que  si  l'on  coupe  la  sur- 
face par  im  plan  tangent  à  la  surface  d'un  cône  à  base  quelconque 
dont  le  sommet  est  à  l'origine,  on  doit  aussi  avoir  la  seconde  équa- 
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lion  (tp'{-q<bûL —  I  =o;  c'est-à-dire  que  ce  plan  sera  partout 
perpendiculaire  à  la  surface.  D'où  il  est  facile  de  conclure  que  la 
surface  est  engendrée  par  une  courbe  plane  quelconque  et  con- 
stante de  forme,  dont  le  plan  roule  autour  d'un  cône  à  base  quel- 
conque, dont  le  sommet  est  à  l'origine. 

Intégration  de  V  intégrale  première 


z—px—  qy=  \Ji  -hp'  H-  q^  m  {x^  -h  j'  +  z"). 

On  sait  que  si  la  différentielle  de  la  proposée  prise  en  regardant 
pelq  comme  seules  variables  est  Vdp  h-  Ç^dq  =  o,  l'équation  de  la 
caractéristique  est  Vdy  —  Qdx  =  o.  Or,  en  faisant,  pour  abréger, 
I  -h/?^  -h  ç*  =  ^^>  on  a,  dans  le  cas  présent. 

L'équation  de  la  caractéristique  est  donc 

[kx  -+-  pm^  dy  —  [ky  -+-  q^\  dx  =  o; 
ou,  chassant  W  au  moyen  de  la  proposée, 

—  {y  ■+■  qz)  dx  -h  (x  -hpz)dy  -h  {qx  —  py)  dz  =  o, 

éauation  qui  sera  celle  d'un  plan  si  les  quantités  ^ — 2f.  et  ^ — — 

sont  toutes  deux  constantes  pour  tous  les  points  de  cette  courbe. 

Or  cela  a  lieu,  en  effet;  car,  après  avoir  représenté  ces  deux 
quantités,  la  première  par  —  et,  la  seconde  par  |3,  ce  qui  donne 

ûta?  -h  |3j  H-  z  =  o, 
<tp  -h  ^q  —  I  =  o 
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on  trouve,  par  la  difFérentiation,  que  les  différentielles  da^  rfjS  sont 
toutes  deux  multiples  de  ctdp -\-  ^dq^  et  sont,  par  conséquent, 
toutes  deux  nulles,  quand  on  a  ttdp  -\-  ^dq  =  o.  De  plus,  cette 
dernière  équation  a  lieu  pour  toutes  les  caractéristiques;  car,  si  Ton 
différentie  la  proposée  en  regardant  successivement  xety  comme 
seules  variables,  on  a 

Pr  +  Q^  +  2Â-  ( 0?  -h  ^z)  ^'  =  o, 
P^  +  Q«  -+■  ^k  {y  H-  qz)  ^'  =  o, 

qui,  par  l'élimination  de  MP^',  donnent 

a(Pr  +  Q^)H-  p  (P^4-Q^)  =  o, 
ou 

P(ar  H-  |3j)  +  Q  {<ts  H-  |3<)  =  o, 

équation  qui  appartient  à  toute  la  surface.  Mais  F  équation  de  la  car 

ractéristique  est 

l?dy  —  Qdx=z  o; 

P 
donc,  éliminant  ^  des  deux  dernières  équations,  on  aura,  pour 

toute  rétendue  de  la  caractéristique, 

(fltr  H-  p^)  tir  -h  {as  -+-  |3«)  c^  =  o, 

ou  enfin 

adp  -+-  ^dq  =  o. 

Les  quantités  ot  et  |3  sont  donc  toutes  deux  constantes  pour  une 
même  caractéristique.  L'équation  de  la  caractéristique 

rtûîr  H-  ^dy  -^  dz  =  o 

est  celle  d'un  plan;  et  parce  qu'à  cause  des  abréviations,  cette  inté- 
grale ne  peut  être  que 

rtj:  H-  jSj  -h  z  =  o, 
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il  s'ensuit  que  la  caractéristique  est  une  courbe  plane,  dont  le  plan 
passe  constamment  par  l'origine. 

Pour  avoir  l'expression  de  cette  courbe,  indépendamment  de  la 
surface  sur  laquelle  on  la  considère,  il  faut,  au  moyen  de  son  équa- 
tion et  de  dz  =pdx  ■+-  qdy^  éliminer  de  la  proposée  les  deux  quan- 
tités/? et  ^.  Le  résultat  de  cette  élimination,  qui,  en  faisant,  pour 
abréger, 

est  l'équation  unique  aux  différences  ordinaires, 

dx'  -h  dy'  -^dz^  =  ïTvIlV'V)  ' 

exprime  donc  la  caractéristique  considérée  d'une  manière  absti^aite. 
La  propriété  qu'énonce  cette  équation  est  que  l'arc  de  la  courbe  est 
une  certaine  fonction  du  rayon  vecteur,  ou  que  la  distance  de  l'ori- 
gine au  plan  normal  est  aussi  fonction  du  même  rayon  vecteur. 

La  caractéristique  étant  exprimée  par  une  seule  équation  aux  dif- 
férences ordinaires,  qui  appartient  aussi  à  toutes  les  courbes  tou- 
chées par  les  différentes  séries  de  caractéristiques,  il  s'ensuit  que  la 
surface  a  une  arête  de  rebroussement  qui  résulte  de  la  génération 
elle-même,  et  qui  a  lieu,  quelle  que  soit  la  génératrice. 

Intégrons  d'abord  l'équation  aux  différences  ordinaires  consi- 
dérée comme  appartenant  aux  caractéristiques.  Pour  cela,  si,  des 
deux  équations 

*  AX  ^  ^y  +  z  =  o,     .r^  H- J^  -f-z'  =  w% 

et  de  leurs  différentielles 

Adx  H-  pdfj  H-  rfz  =  o,      xdx  -+- ydy  -h  zdz  =  udu^ 

on  tire  les  valeurs  de  x,  y^  dxj  dy,  pour  les  substituer  dans  la  pro- 
posée, on  les  réduira  à  une  équation  aux  différences  ordinaires  entre 
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les  deux  seules  variables  uetz.  Dans  ces  équations,  et  et  /3  sont  des 
constantes  arbitraires.  De  ces  quatre  équations,  les  deux  dernières 
donnent  pour  dx  et  dy  les  valeurs  suivantes  : 

dx{^x  —  otj)  =  ^udu  -+-  dz{y  —  ^z)^ 
dy  {^x  —  ay)  =  etudu  -+-  dz{x  —  otz), 

qui,  en  faisant,  pour  abréger,  i  +  a^  ■+- 13^  =  A%  donnent 

{dx'  +  dy'  +  dz')  {^x  —  ctyy 
=  h'  {udz  —  zduy  H-  du'  [u'  {a'  +  |3')  —  h'z']. 

Mais  des  deux  premières  on  tire 

{^x  —  ctyy  =  u'  {a'  H-  ^')  —  h'z'; 
donc  on  aura 

dx'  H-  dr'  ^  dz'  —  du'  -h    h' (udz -zduy 
CUV  ^ay   -h-az   —au    +  ^.(«._^.^.)_A«^«• 
Substituant  cette  valeur  de  dx'  -+•  dy'  -h  dz'  dans  Téquation  aux 
différences  ordinaires,  elle  deviendra 

du .  Ytt*  h  (udz  —  zdu) 

dans  laquelle  on  séparera  les  variables  en  faisant  -  =^  v:  ce  qui 
donne 

du.V  hds^  _ 

qui  s'intègre  par  les  quadratures,  et  dont  l'intégrale  est 

r  vdu  h 

I  — r—         H-  arc  cos  — ; ■—  =  y. 
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ou,  mettant  pour  c  sa  valeur  -j 


f. 


Hfdu  hz 

— ,  H-  arc  cos  — ,  =  -y, 


y  étant  la  constante  arbitraire  introduite  par  cette  intégration.  Mais 
on  a  aussi,  pour  la  caractéristique, 

ax  ■+■  ^y  -\-  z=^  o. 

Donc  ces  deux  équations,  qui  sont  complétées  par  les  trois  con- 
stantes arbitraires  et,  (3,  7,  appartiennent  à  la  caractéristique  con- 
sidérée d'une  manière  abstraite  ;  en  sorte  que ,  si  Ton  regarde  a, 
(3,  y  comme  susceptibles,  chacune  en  particulier,  de  toutes. les  va- 
leurs possibles,  ces  deux  équations  expriment  toutes  les  caractéris- 
tiques planes  qui  se  trouvent  sur  toutes  les  surfaces  susceptibles  de 
la  génération  exprimée  par  l'équation  aux  différences  partielles. 

Si  l'on  voulait  prendre  une  série  de  ces  courbes  telle,  que  le  lieu 
de  toute  la  série  fût  une  surface  courbe ,  il  faudrait  établir  entre 
A,  p,  7  deux  relations,  ce  qui  se  réduirait  à  faire  |3  =  çct,  y  =  7r(t\ 
les  deux  équations,  qui  deviendraient  alors 


h 


,  -h  arc  COS        ,  ^  =  ttAj 


etX  -\-X<P  -\-  Z  =  O 


appartiendraient  seulement  aux  caractéristiques  qui  se  trouveraient 
sur  la  surface.  La  nature  de  cette  surface  dépendrait  de  la  forme 
des  fonctions  ^  et  tt,  et  chacune  des  courbes  serait  déterminée  sur 
cette  surface  par  la  valeur  particulière  de  la  constante  a ,  la  seule 
qui  subsisterait  alors;  par  conséquent,  en  éliminant  et  entre  ces 
deux  équations,  on  aurait  celle  de  la  surface  qui  serait  le  lieu  de  la 
série. 
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.  Mais,  pour  la  sui'face  que  nous  considérons,  la  série  ne  doit  pas 
être  formée  d'une  manière  entièrement  arbitraire.  Dans  chaque 
série,  deux  courbes  consécutives  quelconques  doivent  se  couper, 
et  la  suite  de  ces  intersections  doit  donner  lieu  à  T arête  de  rebrous- 
sement.  Il  s'agit  donc  de  trouver  la  relation  qui  doit  exister  entre 
06,  (pot,  TTût,  pour  que  cette  condition  soit  remplie. 

Or  le  point  de  la  caractéristique  qui  appartient  aussi  à  l'arête  de 
rebroussement  est  celui  dont  les  coordonnées  a:,  j,  z  ne  changent 
pas  dans  les  deux  équations  précédentes  quand  tt  varie.  Donc,  si 
l'on  difFérentie  ces  deux  équations  en  regardant  a  comme  seule 
variable,  les  deux  nouvelles  équations 


M«*+?')v/i^(«*-+-?')-A* 


et 

.r-f-j(p'  =  o, 

qu'on  obtiendra,  appartiendront,  ainsi  que  les  deux  précédentes, 
au  point  de  l'arête  de  rebroussement.  Donc,  si,  entre  ces  quatre 
équations,  on  élimine  les  trois  coordonnées  x^  j,  jz,  l'équation  ré- 
sultante en  06,  (pût,  9ro6  détermine  la  forme  que  doit  avoir  la  fonc- 
tion TT,  pour  que  toutes  les  caractéristiques  d'une  même  série  se 
coupent  consécutivement. 

De  ces  quatre  équations,  la  première  et  la  quatrième  donnent 

X  (cp  —  flt^')  =  zcp',       y  (cp  —  aç')  =  —  z, 

et,  par  conséquent, 

M^ i-hy^*-t-(y  — gy^)' 

Cette  valeur,  substituée  dans  la  troisième,  opère  l'élimination  dont 
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_i 1 —  jf 


(a'+?')v^i-4-a'-f-?' 

doit  déterminer  la  forme  de  la  fonction  tt,  que  Ton  trouve  en  in- 


tégrant 

^_  Ç       (y— «yOrf« 


') 


La  valeur  de  tt,  substituée  dans  les  quatre  équations,  tient  lieu  d'une 
d'entre  elles;  elles  se  trouvent  par  là  réduites  aux  trois  suivantes  : 

C     '¥du  zh  C        (^  —  ao')doL 

AX  -\-X<P-\-    Z    =  O, 

qui,  pour  une  valeur  de  et,  déterminent  celles  des  trois  coordonnées 
j:,  j,  z  du  point  de  l'arête  de  rebroussement.  Donc  les  deux  équa- 
tions qui  résultent  de  l'élimination  de  et  entre  les  trois  équations 
précédentes,  sont  l'intégrale  complète  de  l'équation  aux  différences 
ordinaires.  Ce  résultat  comprend,  comme  cas  particulier,  l'intégrale 
qui  n'était  complétée  que  parles  trois  constantes  arbitraires  a,  fi,  7. 
De  ces  trois  équations  intégrales,  les  deux  premières  sont  celles  de 
la  caractéristique  regardée  comme  faisant  partie  d'une  série  dont  le 
lieu  est  une  des  surfaces  que  nous  considérons;  et  la  constante 
arbitraire  a,  par  sa  valeur,  détermine  dans  cette  série  la  courbe 
individuelle.  Donc  le  résultat  de  l'élimination  de  et  entre  ces  deux 
premières  équations  sera  l'équation  de  la  surface,  et,  par  consé- 
quent, l'intégrale  complète  de  l'équation  aux  différences  partielles. 
Lorsque  la  fonction  W  est  arbitraire,  ce  qui  a  lieu  si  l'on  consi- 
dère la  proposée  comme  l'intégrale  de  l'équation  aux  différences 

partielles  du  second  ordre,  la  quantité   1 —=^^=.  est 
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fonction  arbitraire  que  Ton  peut  représenter  par  un  signe  particu- 
lier ir.  Donc  rintégrale  finie  de  Véquation  aux  différences  partielles 
du  second  ordre  est  le  résultat  de  l'élimination  de  a  entre  les  deux 
équations  : 

'^(-^  +7  +g  )H-arccos  .      \      ^  /4=^=  /7T"^n=^^=T=«' 

otO?  H- JCp  H-  Z  =  O. 

Intégration  de  Vautre  intégrale  première 

Si  Ton  représente  par  a  la  quantité  qui  est  sous  le  signe  de  la 
fonction  $,  on  aura  les  deux  équations 

y-^qz  =—  ce  {qx—py), 
x-hpz=  <p(t  {qx — py). 

Ces  deux  équations  peuvent  être  remplacées  par  les  deux  suivantes: 

ax  -h  j4>  -h  z  =  o, 
ap  -\-  q^  —  1=0, 

dont  la  première  est  destinée  à  éliminer  l'indéterminée  a  de  la  se- 
conde, et  dans  lesquelles  les  différences  partielles  sont  linéaires. 

Or  il  est  évident  que,  quelle  que  soit  la  forme  de  la  fonction  *, 
la  valeur  de  et,  prise  dans  la  première  et  substituée  dans  la  seconde, 
n'y  introduira  que  les  quantités  ^,  J,  z:  donc,  si  l'on  différentie 
la  seconde  en  regardant  petq  comme  seules  variables,  on  aura 
P  =  ût,  Q  =  $  ;  par  conséquent,  l'équation  de  la  caractéristique 
sera  ctdy  —  <Pdx  =^  o,  ou,  remettant  pour  p  et  4>  leurs  valeurs, 

(j-h  qz)dy'+-  {X'i-pz)dx  =  o, 
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ou  enfin 

xdx  H-  ydy  h-  zdz  =■  o, 

dont  r  intégrale  est 

x'^y'^z'-y\ 

y  étant  la  constante  arbitraire - 

Ainsi  la  caractéristique  est  sur  la  surface  d'une  sphère  dont  le 
centre  est  à  l'origine,  et  dont  le  rayon  y  a  une  valeur  particulière 
pour  chaque  caractéristique  individuelle;  c'est-à-dire  que,  si  l'on 
conçoit  la  surface  coupée  par  une  série  de  surfaces  sphériques  dont 
les  centres  soient  à  l'origine,  les  intersections  seront  la  série  des  ca- 
ractéristiques. Or  les  surfaces  de  sphères  concentriques  ne  se  cou- 
pent en  aucun  point  :  donc  deux  de  ces  caractéristiques  consécu- 
tives ne  peuvent  se  couper  ;  donc  leur  série  ne  peut  donner  lieu  à 
une  arête  de  rebroussement  ;  donc  enfin  la  surface,  en  vertu  de  sa 
génération,  n'aura  d'autre  arête  de  rebroussement  que  celle  qui  est 
touchée  par  toutes  les  caractéristiques  planes,  et  dont  nous  avons 
parlé  dans  l'article  précédent.  On  pourrait  encore  conclure  que  la 
caractéristique  sera  exprimée  aux  différences  ordinaires  par  deux 
équations  distinctes,  et  cette  conséquence,  ainsi  que  les  précé- 
dentes, résulterait  de  ce  que  les  différences  partielles  sont  linéaires 
dans  la  proposée.  Mais,  pour  éviter  de  trop  grandes  généralités, 
nous  nous  contenterons  ici  de  prouver  cette  dernière  proposition 
à  posteriori. 

Si,  dans  la  proposée  qui  résulte  de  l'élimination  de  a  entre  les 

deux  équations 

ax  +  j<&  H-  z  =  o, 

dp  "h  q<!>  —  I  =  o, 

on  substitue  pour  q  sa  valeur  tirée  de  dz  =pda)  -+-  qdy^  la  seconde 

devient 

p  {ady  —  <bdx)  z=  dy  —  <bdz^ 
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et  appartient  encore  à  la  surface  entière;  mais,  si  l'on  considère 
seulement  la  caractéristique  pour  laquelle  on  a  ctdy  —  $eir  =.o,  le 
premier  membre  devient  nul.  Le  second  Test  donc  aussi  pour  elle , 

et  Ton  a 

dy  =  $rfz, 

et,  par  conséquent  encore, 

dx  =  %dz. 

Éliminant  a  entre  ces  deux  équations,  on  aura  aussi  pour  la  carac- 
téristique r équation  aux  différences  ordinaires 

dz  \^^  ) 

qu'on  peut  réduire  aux  deux  seules  variables  x^  j,  en  chassant  z 
et  dz  au, moyen  de  la  première  équation  de  cette  courbe.  Ainsi  la 
caractéristique  a  donc  les  deux  équations  aux  différences  ordinaires 

distinctes 

xdx  +  ydy  +  zdz  =  o, 

xdx -^  ydy  \       xdx -\- ydy       /' 

dans  la  dernière  desquelles  y  est  une  constante. 

De  ces  deux  équations,  l'une  est  déjà  intégrée,  et  son  intégrale 
est  complétée  par  la  constante  arbitraire  y.  Lorsque  nous  aurons 
intégré  l'autre,  dont  l'intégrale  sera  complétée  par  une  autre  con- 
stante arbitraire  ^,  si  l'on  regarde  les  deux  constantes  y,  ^  comme 
susceptibles  de  toutes  les  valeurs  possibles,  les  deux  équations  inté- 
grales appartiendront  à  la  caractéristique  sphérique  considérée 
d'une  manière  abstraite ,  c'est-à-dire  à  toutes  les  caractéristiques 
individuelles  qui  se  trouvent  sur  toutes  les  surfaces  soumises  à  la 
génération  dont  il  s'agit  ;  le  lieu  de  toutes  ces  caractéristiques  sphé- 
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riques  sera  l'espace  entier.  Mais  si  Ton  veut  former  une  série  de  ces 
courbes  dont  le  lieu  soit  sur  une  surface  courbe,  il  faut  établir  entre 
7  et  ^  une  relation;  ce  qui  se  réduit  à  faire  S=^^y:  alors  les  deux 
intégrales  ne  renfermeront  plus  que  la  seule  constante  arbitraire  7, 
dont  la  valeur  déterminera  sur  la  surface  la  caractéristique  indivi- 
duelle; et,  par  conséquent,  Félimination  de  y  entre  ces  deux  inté- 
grales produira  en  x^  j,  z  l'équation  de  la  surface  qui  sera  le  lieu 
de  la  série.  Cette  surface  sera  la  plus  générale  qu'il  sera  possible, 
et  son  équation  sera  l'intégrale  complète  de  l'équation  aux  différ 
rences  partielles,  si  la  fonction  W  est  arbitraire.  Tout  se  réduit 
donc  actuellement  à  intégrer  la  seconde  équation  aux  différences 
ordinaires 

xdx-hjrdy  \      xdx -h  jdjr       ) 

Pour  cela,  soit  représentée  par  eo  la  quantité  qui  est  sous  le  signe  de 
la  fonction,  on  aura 

dx  ^y^  —  x'^  —  y^  =■  {^^  •+■  y^y)  ^? 


dy  ^y^  —  x^  — y^  =  {xdx  +  ydy)  *«, 
desquelles  on  tire  les  deux  suivantes,  qui  en  tiendront  lieu, 
cody  —  <bdx=  o, 

ùùx  —  j*  =  ^y^  —  ^^  — j^ 

Si  (o  était  constante,  l'intégrale  de  la  première  serait 

ûoy  —  x<b  ^=  constante  ; 

mais,  eo  étant  variable,  la  constante  doit  être  une  fonction  de  &>,  que 
nous  représenterons  par/iy,  et  qui  doit  d'abord  être  telle,  que  la 
différentielle  de  l'intégrale,  prise  en  ne  faisant  varier  que  û>,  ait 
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lieu.  A  la  place  des  deux  équations  précédentes,  on  aura  donc  les 
trois  suivantes  : 

(a)  a>f  —  x<S>  =/co, 

[c)  cùX  — y<b  =  \jy'^  —  x^  — j% 

qui,  par  l'élimination  des  deux  variables  a?,  j,  donneront  en  û>,  $ 
et  y  une  équation  aux  différences  ordinaires  qui  servira  à  déter- 
miner la  forme  de  la  fonction/! 

Or,  en  faisant,  pour  abréger,    .    ^       =  p,  le  résultat  de  cette 

V  w*  4-  9* 

élimination  est 

dv        (<ï>  —  o«)4>')£/ci) 


équation  dans  laquelle  les  variables  sont  séparées,  et  dont  l'intégrale 
complétée  par  la  constante  arbitraire  ^  est 

Remettant  pour  v  sa  valeur,  et  faisant,  comme  nous  l'avons  dit, 
cT  =  V-y,  on  aura,  pour  la  valeur  de/. 

Cette  valeur,  substituée  dans  les  trois  équations  (a),  (è),  (c),  tiendra 
lieu  de  l'une  d'elles,  de  la  troisième  par  exemple;  et  parce  que  la 
seconde  est  la  différentielle  de  la  première,  prise  en  regardant  co 
comme  seule  variable,  il  s'ensuit  que,  si  l'on  représente  par  M  la 
quantité  suivante  : 

r— .  r  r    d((f  —  (ù(f')d(»>     1 


Digitized  by 


Google 


—     321     — 

dans  laquelle  on  a 

l'intégrale  complète  de  l'intégrale  aux  différences  partielles  sera  le 
résultat  de  T  élimination  de  où  entre  les  deux  équations 

M  =  o, 

La  zone  de  la  surface  comprise  entre  deux  caractéristiques  planes 
consécutives  peut  être  regardée  comme  le  fuseau  infiniment  étroit 
d'une  surface  de  révolution  autour  de  l'intersection  des  deux  plans, 
considérée  comme  axe  ;  l'aire  de  cette  zone  est  donc  égale  à  l'arc 
de  la  génératrice  multiplié  par  l'espace  que  parcourt  le  centre  de 
gravité  de  l'arc  pendant  la  génération  de  la  zone.  Donc  l'aire  finie, 
parcourue  par  un  arc  quelconque  de  la  génératrice ,  est  égale  au 
produit  de  cet  arc  multiplié  par  l'arc  que  parcourt  le  centre  de  gra- 
vité de  l'arc  générateur.  Il  est  facile  de  voir  aussi  que  la  cubature 
de  l'espace  parcouru  par  un  segment  ou  un  secteur  de  la  génératrice 
est  égale  au  produit  de  l'aire  de  ce  segment  ou  de  ce  secteur,  mul- 
tiplié par  l'arc  que  parcourt  le  centre  de  gravité  du  segment  ou  du 
secteur.  Cette  surface,  quoique  son  équation  contienne  deux  fonc- 
tions arbitraires,  n'est  encore  qu'un  cas  particulier  de  celle  qui 
jouit  de  la  même  propriété,  et  dont  nous  nous  occuperons  dans  un 
autre  paragraphe. 
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§  XXV. 

DE  LA  SURFACE  COURBE  DONT  TOUTES  LES  NORMALES  SONT  TANGENTES 
A  UNE  MÊME  SURFACE  DÉVELOPPABLE  QUELCONQUE. 


PRELIMINAIRES. 
I. 

On  sait  que  toutes  les  normales  d'une  surface  courbe  sont  en 
même  temps  tangentes  à  deux  autres  surfaces,  dont  la  première 
est  le  lieu  des  centres  d'une  des  courbures  de  la  surface  primitive, 
et  dont  la  seconde  est  le  lieu  des  centres  de  Tautre  courbure.  En 
général,  les  deux  surfaces  des  centres  de  courbure  sont  les  nappes 
distinctes  d'une  même  surface  courbe;  elles  sont  exprimées  par  une 
même  équation  d'un  degré  pair,  et  dont  les  radicaux  ont  des  signes 
différents  pour  l'une  et  pour  l'autre.  Cependant,  pour  certains  cas 
particuliers  dont  le  nombre  est  encore  infiniment  grand,  les  équa- 
tions des  deux  nappes  de  la  surface  des  centres  de  courbure  sont 
séparées;  elles  ne  sont  pas  de  nature  à  s'échanger  l'une  en  l'autre 
dans  aucune  hypothèse,  et  l'une  de  ces  surfaces  peut  être  entière- 
ment construite  sans  qu'on  ait  déterminé  un  seul  point  de  l'autre  : 
mais,  même  alors,  il  existe  entre  ces  deux  surfaces  une  relation 
dont  nous  allons  nous  occuper. 

Par  exemple,  pour  une  surface  quelconque  de  révolution,  le 
lieu  des  centres  de  la  courbure,  dans  le  sens  des  parallèles,  se  ré- 
duit à  une  ligne  droite  qui  est  l'axe  de  révolution.  Les  équations 
de  cette  droite  sont  absolues,  et  n'ont  aucun  rapport  avec  l'équa- 
tion-du  lieu  des  centres  de  la  courbure  dans  le  sens  des  méridiens  : 
mais,  par  cela  seul  que  cette  première  nappe  est  une  ligne  droite, 
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la  seconde  est  assujettie  à  certaines  conditions  ;  elle  est  elle-même 
une  autre  surface  de  révolution  autour  du  même  axe,  et  l'on  voit 
aisément  que  le  méridien  de  cette  nouvelle  surface  de  révolution 
est  la  développée  du  méridien  de  la  première. 

Ainsi  deux  surfaces  ne  peuvent  pas  être  prises  arbitrairement 
pour  être  les  deux  nappes  du  lieu  des  centres  de  courbure  d'une 
troisième  surface.  De  ces  deux  nappes  une  seule  peut  être  prise 
arbitrairement;  et  celle-ci  étant  donnée,  l'autre  s'ensuit  nécessai- 
rement :  ce  qui  donne  lieu  au  problème  suivant,  que  nous  allons 
d'abord  résoudre. 

IL 

(Ine  surface  courbe  quelconque  donnée  étant  regardée  comme  le 
lieu  des  centres  d'une  des  courbures  d'une  autre  surface  y  troui^er 
V équation  du  lieu  des  centres  de  l'autre  courbure. 

La  normale  devant  toucher  les  deux  surfaces  des  centres  de 
courbure,  soient  x\  y\  z  les  coordonnées  de  son  point  de  con- 
tact avec  la  première,  et  a:'^  y" ^  z"  celles  de  son  point  de  contact 
avec  la  seconde.  De  plus,  soient 

dz'  =  p'dœ'  +  q'dy 

l'équation  différentielle  de  la  première  surface  des  centres,  et 

d:z"=p"dx"  +q"dy' 

celle  de  la  seconde  surface;  il  est  clair  que  p\q'  seront  des  fonc- 
tions de  x'  et/',  et  que  p" ^  q"  seront  des  fonctions  de  x'\  y'\ 

Gela  posé,  si  par  le  point  de  contact  de  la  normale  avec  la  pre- 
mière surface  des  centres,  et  dont  les  coordonnées  sont  x\  y\  z\ 
on  mène  un  plan  tangent  à  cette  surface,  l'équation  de  ce  plan  en 

4i. 
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Xy  y  y  z  sera 

z  —  z'  =p'{x  —  x')-h  q'ix—y)' 

Mais  ce  plan  contient  la  normale,  et  passe  par  conséquent  par  le 
point  de  contact  de  cette  droite  avec  l'autre  surface  des  centres, 
point  dont  les  coordonnées  sont  x'\y" ^  z"  \  donc  l'équation  de 
ce  plan  aura  lieu  entre  les  trois  coordonnées  du  second  point  de 
contact,  et  l'on  aura 

De  même,  si,  par  le  point  de  contact  de  la  normale  avec  la  seconde 
surface  des  centres,  et  dont  les  coordonnées  sont  x" ^  y" ^  z'\  on 
mène  un  plan  tangent  à  cette  surface,  l'équation  de  ce  plan  en 
x^  /,  z  sera 

z-z"=p'{x-x')-^q%y-yy, 

et,  parce  que  ce  second  plan  contient  encore  la  normale,  et  passe, 
par  conséquent,  par  le  point  de  contact  de  la  normale  avec  la  pre- 
mière surface  des  centres,  point  dont  les  coordonnées  sont  x\ 
j',  z',  il  s'ensuit  que  l'équation  du  plan  doit  avoir  lieu  entre  ces 
trois  dernières  coordonnées  :  donc  on  aura 

z"-z'=p"{x"-x')  +  q"{y"-y'). 

De  plus,  par  la  propriété  des  courbures  des  surfaces  courbes,  les 
deux  plans  tangents  que  nous  venons  de  considérer,  et  qui  passent 
par  la  même  normale,  sont  rectangulaires  entre  eux  ;  donc  les  coef- 
ficients de  leurs  équations  auront  entre  eux  la  relation  suivante  : 

On  aura  donc ,  entre  les  coordonnées  des  deux  surfaces  des  cen- 
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très  de  courbure,  les  trois  équations  que  nous  réunissons  ici  : 

p'p"  4-  q'q"  -f-  1  =  o. 

Actuellement,  si  Tune  des  surfaces  des  centres  est  donnée,  celle, 
par  exemple,  dont  les  coordonnées  sont  x\y\  z',  on  aura  entre 
ces  trois  coordonnées  une  équation  que  nous  pourrons  repré- 
senter par 

F(a;',/,z')  =  o, 

et  de  laquelle  on  tirera,  par  la  diflférentiation,  les  valeurs  de/?'  et 
q'  en  x' y  y' yz' .  Ces  valeurs  étant  substituées,  si  des  quatre  équa- 
tions on  élimine  les  trois  quantités  x\y' ^  z',  on  aura,  en  x" ^y" ^  z" ^ 
p" ^  q" ^  une  équation  aux  différences  partielles  du  premier  ordre, 
qui  sera  celle  de  la  seconde  surface  des  centres  demandée. 
Appliquons  ce  résultat  à  un  cas  particulier  simple  et  connu. 

III. 

Supposons  que  la  première  surface  des  centres  de  courbure  se 
réduise  à  une  ligne  droite  qui  se  confonde  avec  Taxe  des  z,  ce  qui 
est,  comme  on  sait,  le  cas  d'une  surface  quelconque  de  révolution 
autour  de  cet  axe,  et  qu'il  faille  trouver  l'équation  de  l'autre  surface 
des  centres;  on  aura,  pour  la  première  surface,  les  deux  équations 

^'=o,    r'  =  o, 
ce  qui  donne 

/?    =  00  ,     y    ==  00  . 

Substituant  dans  les  trois  équations  ci-dessus,  elles  se  réduiront 
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aux  deux  suivantes  : 

px    -hq  y   =o,     pp    -\-qq   =o, 

entre  lesquelles  éliminant/?',  q\  seules  quantités  qui  contiennent 
encore  a;\  y\  on  aura 

p  y    —  q  X    =o, 

équation  aux  dififérences  partielles  du  premier  ordre  qui  appartient 
à  une  surface  quelconque  de  révolution  autour  de  Taxe  des.z,  et 
qui  d'ailleurs  ne  statue  rien  sur  la  nature  du  méridien  de  cette  sur- 
face, qui  est  par  conséquent  arbitraire. 

Donc,  lorsqu'une  des  surfaces  des  centres  se  réduit  à  une  droite, 
l'autre  surface  des  centres  est  de  révolution  autour  de  cette  droite 
considérée  comme  axe. 

IV. 

Passons  maintenant  à  im  autre  cas  particulier  relatif  à  l'objet  du 
paragraphe  suivant,  et  supposons  que  la  première  surface  des  cen- 
tres soit  une  surface  développable  quelconque;  l'équation  de  cette 
surface  sera,  comme  on  sait,  le  résultat  de  l'élimination  de  l'indé- 
terminée a.  entre  les  deux  équations  suivantes  : 

z  =  x'<^(x  H- j'Va  -ha,      o  =  .r'4>'a  -h  j'v'a  -h  i , 

dont  la  seconde  est  la  différentielle  de  la  première,  prise  en  regar- 
dant a  comme  seule  variable,  et  dans  lesquelles  les  fonctions  ^  etW 
sont  arbitraires. 

En  différentiant,  on  aura 

p'  =  qfu,     q'  =  Va; 

et  substituant  pour  z\  p\  q'  leurs  valeurs  dans  les  équations  ci- 
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dessus,  on  trouvera 

En  sorte  que  l'équation  de  la  seconde  surface  des  centres  est  le 
résultat  de  Télimination  de  ce  entre  les  deux  équations  précédentes, 
élimination  qui  ne  peut  s'effectuer  que  lorsque  les  fonctions  $  et  ^ 
sont  déterminées.  Cette  équation  se  présente  sous  la  forme  d'ime 
différentielle  partielle  du  premier  ordre,  et  Test,  en  effet,  quand  les 
formes  des  deux  fonctions  sont  déterminées  ;  mais  si  ces  fonctions 
sont  regardées  comme  arbitraires,  ce  qui  a  lieu  lorsque  la  première 
surface  des  centres  est  considérée  comme  une  surface  développable 
quelconque,  Téquation  de  la  seconde  surface  des  centres,  pour  ne 
plus  rien  contenir  d'arbitraire,  et  être  délivrée  de  toutes  les  fonc- 
tions, doit  être  portée  aux  différences  partielles  du  troisième  ordre. 
Nous  aurons  bientôt  occasion  de  voir  que  cette  surface  n'est  autre 
chose  que  celle  qui  va  faire  l'objet  de  ce  paragraphe. 

Ces  préliminaires  étant  posés,  nous  allons  nous  occuper  de  la 
surface  dont  toutes  les  normales  sont  tangentes  à  une  même  surface 
développable  quelconque. 


Générations  de  la  surface. 

Première  génération.  —  Une  surface  courbe  étant  telle,  que 
toutes  ses  normales  soient  tangentes  à  ime  même  surface  dévelop- 
pable, concevons  un  premier  plan  quelconque  tangent  à  la  surface 
développable,  et  qui  la  touchera,  par  conséquent,  en  une  droite;  ce 
plan  coupera  la  surface  proposée  dans  une  courbe,  pour  chaque 
point  de  laquelle  la  normale  à  la  surface  sera  dans  le  plan  :  il  sera 
donc  lui-même  normal  à  la  surface  dans  chacun  des  points  de  son 
intersection  avec  elle,  de  la  même  manière  que  le  plan  d'un  méri- 
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dien  quelconque  d'une  surface  de  révolution  est  normal  à  cette 
surface  dans  chacun  des  points  de  la  courbe  du  méridien.  Conce- 
vons ensuite  un  second  plan  tangent  à  la  surface  développable,  in- 
finiment voisin  du  premier,  et  qui  coupera  le  premier  dans  la  droite 
de  son  contact  avec  la  surface  développable  ;  ce  second  plan  tan- 
gent coupera  la  surface  proposée  dans  une  nouvelle  courbe,  et  sera 
lui-même  normal  à  la  surface  dans  tous  les  points  de  cette  intersec- 
tion. L'élément  de  la  surface  proposée  compris  entre  ces  deux 
intersections  consécutives,  et  qui  sera  partout  perpendiculaire  en 
même  temps  aux  plans  qui  les  produisent,  pourra  donc  être  regardé 
comme  le  fuseau  indéfini  d'une  surface  de  révolution  compris  entre 
ces  deux  plans  considérés  comme  méridiens  consécutifs ,  et  dont 
l'axe  de  rotation  sera  la  droite  d'intersection  de  ces  deux  plans. 
Cet  élément  pourra  donc  être  regardé  comme  engendré  par  le 
commencement  de  rotation  de  l'intersection  de  la  surface  par  le 
premier  plan  autour  de  la  droite  de  son  intersection  avec  le  se- 
cond; et,  par  conséquent,  la  courbe  génératrice  viendra  s'appli- 
quer sur  l'intersection  de  la  surface  du  second  plan,  et  se  confondre 
avec  elle. 

Concevons  encore  un  troisième  plan  tangent  à  la  surface  déve- 
loppable, et  infiniment  voisin  du  second  ;  il  coupera  le  second  plan 
dans  une  autre  droite  infiniment  voisine  de  la  première,  et  qui, 
comme  elle,  sera  sur  la  surface  développable.  Ce  troisième  plan 
sera  aussi  normal  à  la  surface  dans  tous  les  points  de  son  intersec- 
tion avec  elle;  l'élément  de  la  surface  compris  entre  cette  troisième 
intersection  et  la  seconde  pourra  aussi  être  regardé  comme  engen- 
dré par  le  commencement  de  la  rotation  de  la  seconde  autour  de  la 
seconde  droite;  et,  dans  ce  mouvement,  la  seconde  interjection 
vieijt  s'appliquer  sur  la  troisième  et  se  confondre  avec  elle. 

En  continuant  de  considérer  ainsi  la  suite  des  plans  consécutive- 
ment tangents  à  la  surface  développable,  et  qui  touchent  cette  sur- 
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face  dans  les  droites  consécutives  dont  elle  est  le  lieu  général,  on 
voit  que  chacun  de  ces  plans  produit  une  section  sur  la  surface  pro- 
posée, et  que  ces  sections  sont  telles,  que  si  la  première  se  meut 
d'abord  en  tournant  autour  de  la  droite  de  son  plan  avec  la  surface 
développable ,  et  qu'elle  continue  à  se  mouvoir  en  tournant  tou- 
jours autour  de  la  droite  variable  du  contact  de  son  plan  actuel, 
elle  viendra  successivement  s'appliquer  sur  toutes  les  autres,  et  se 
confondre  entièrement  avec  chacune  d'elles. 

Il  suit  de  là  que  la  surface  proposée  peut  être  regardée  comme 
engendrée  par  le  mouvement  d'une  courbe  plane  arbitraire,  con- 
stante de  forme  et  de  grandeur,  et  dont  le  plan  roule  sans  glisser 
sur  une  surface  développable  quelconque. 

VI. 

Quelle  que  soit  la  nature  de  la  surface  développable  sur  laquelle 
roule  le  plan  de  la  génératrice,  et  quelle  que  soit  la  nature  de  la 
génératrice  elle-même  considérée  dans  son  plan,  la  surface  engen- 
drée a  plusieurs  propriétés  générales  indépendantes  de  ces  particu- 
larités. L'énoncé  de  chacune  de  ces  propriétés  générales  peut  être 
regardé  comme  une  définition  complète  et  suffisante  de  la  surface; 
et  toutes  ces  propriétés  sont  exprimées  dans  une  seule  équation, 
ou  peuvent  en  être  déduites  par  les  règles  de  l'analyse.  Nous  allons 
d'abord  nous  occuper  de  celles  de  ces  propriétés  générales  qui  se 
déduisent  le  plus  facilement  de  la  génération  que  nous  venons  de 
trouver. 

VIL 

Par  chacun  des  points  d'une  surface  courbe  quelconque  passent 
toujours  deux  lignes  de  courbure  qui  se  coupent  à  angles  droits  sur 
la  surface;  et  chacune  de  ces  deux  lignes  est  telle,  que  si  par  tous 
les  points  on  mène  des  normales  à  la  surface,  ces  normales  se  ren- 
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contrent  consécutivement  deux  à  deux,  c'est-à-dire  sont  toutes  tan- 
gentes à  une  même  courbe,  qui,  en  général,  est  à  double  courbure, 
et  réciproquement.  Or,  si,  considérant  la  génératrice  de  la  pro- 
posée dans  une  position  quelconque,  on  mène  partons  ses  points 
des  normales  à  la  surface,  ces  droites,  qui  seront  aussi  normales  à 
la  génératrice,  seront  toutes  dans  le  plan  générateur;  elles  se  ren- 
contreront donc  consécutivement  deux  à  deux,  et  elles  seront 
toutes  tangentes  à  une  même  courbe ,  qui ,  dans  ce  cas ,  sera  la 
développée  plane  de  la  génératrice. 

Il  suit  de  là,  i°  que  la  génératrice,  dans  toutes  ses  positions,  est 
la  ligne  d'une  des  courbures  de  la  surface  engendrée;  2°  que  cette 
ligne  de  courbure  est  toujours  plane.  Mais  un  plan  ne  peut  être 
susceptible  d'une  seule  série  de  positions,  et  être  mobile  d'une 
manière  plus  générale  que  de  rouler  sur  une  surface  développable 
quelconque  :  donc  il  n'y  a  point  d'autre  surface  qui  jouisse  de  la 
même  propriété  ;  donc  la  surface  engendrée  est  définie  d'une  ma- 
nière complète  lorsque  l'on  énonce  qu'une  de  ses  lignes  de  cour- 
bure est  constamment  plane. 

La  courbe  parcourue  par  chacun  des  points  de  la  génératrice 
est  perpétuellement  normale  au  plan  générateur;  elle  est  donc 
aussi  perpétuellement  normale  à  la  génératrice,  et,  par  conséquent, 
aux  lignes  d'une  des  courbures  :  donc  elle  est  une  des  lignes  de 
l'autre  courbure. 

VIII. 

Il  est  bien  évident  que  la  surface  développable  touchée  par 
toutes  les  normales,  ou  sur  laquelle  roule  le  plan  générateur,  est 
la  surface  des  centres  d'une  des  courbures;  mais  nous  venons  de 
voir  qu'en  considérant  le  plan  générateur  dans  une  position  quel- 
conque, toutes  les  normales  à  la  surface  qu'il  contient  sont  tan- 
gentes à  la  développée  plane  de  la  génératrice  :  cette  développée 
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est  donc  sur  la  surface  des  centres  de  l'autre  courbure,  surface  qui 
est  le  lieu  de  toutes  les  développées  qui  conviennent  aux  positions 
différentes  et  successives  du  plan  générateur.  Or,  la  génératrice  est 
constante  de  forme  et  de  position  dans  son  plan  mobile;  sa  déve- 
loppée est,  par  conséquent,  aussi  constante  de  forme  et  de  position 
dans  le  même  plan  :  donc,  en  même  temps  que  la  génératrice  en- 
gendre la  surface  proposée,  sa  développée  constante  engendre  la 
surface  des  centres  de  la  seconde  courbure. 

La  surface  proposée  est  donc  définie  d'une  manière  complète 
lorsque  l'on  dit  que  la  surface  des  centres  de  l'une  de  ses  courbures 
est  engendrée  par  le  mouvement  d'une  courbe  plane  constante  de 
forme,  dont  le  plan,  sans  glisser,  roule  sur  une  surface  dévelop- 
pable  quelconque,  ou  lorsque  l'on  dit  que  la  surface  des  centres 
d'une  de  ses  courbures  a  toutes  ses  normales  tangentes  à  la  même 
surface  développable. 

IX. 

La  surface  proposée  peut  avoir  des  lignes  singulières  ou  des 
points  singuliers  qui  dépendent  et  de  la  surface  développable  sur 
laquelle  roule  le  plan  générateur,  et  de  la  nature  même  de  la  géné- 
trice;  mais,  indépendamment  de  ces  particularités,  elle  a  une  arête 
de  rebroussement  nécessaire,  qui  est  une  suite  de  sa  génération.  En 
effet,  concevons  que  le  plan  générateur  roule  sur  la  surface  jusqu'à 
ce  que  la  génératrice  se  soit  entièrement  appliquée  sur  elle,  et  que 
les  points  dans  lesquels  se  fait  cette  application  laissent  leurs  traces 
sur  la  surface  développable;  on  aura  sur  cette  surface  une  courbe  à 
double  courbure,  qui  sera  en  même  temps  sur  la  surface  engen- 
drée. Gela  posé,  considérons  un  point  quelconque  de  la  généra- 
trice; ce  point  décrit  une  courbe  qui  d'abord  s'approche  de  plus 
en  plus  de  la  surface  développable,  à  laquelle  elle  devient  perpen- 
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diculaire  au  moment  où  le  point  décrivant  s'applique  sur  cette  sur- 
face. Le  point  décrivant,  ne  pouvant  pas  pénétrer  au  delà  de  la 
surface  développable,  se  réfléchit;  la  nouvelle  branche  de  la  courbe 
qu'il  parcourt  commence  par  être  encore  normale  à  la  surface  dé- 
veloppable,  dont  elle  s'éloigne  ensuite  de  plus  en  plus.  La  ligne  de 
seconde  courbure  qu'il  parcourt  a  donc  un  point  de  rebroussement 
placé  sur  la  surface  développable  en  un  des  points  de  la  trace  de  la 
génératrice.  La  même  chose  ayant  lieu  pour  toutes  les  autres  lignes 
de  seconde  courbure,  il  s'ensuit  que  la  surface  engendrée  a  une 
arête  de  rebroussement  ;  que  cette  arête  est  la  trace  même  de  la  gé- 
nératrice sur  la  surface  développable  ;  qu'elle  est  perpétuellement 
touchée  par  la  génératrice,  et  qu'elle  est,  par  conséquent,  le  lieu  de 
l'intégrale  particulière  de  toutes  les  lignes  de  courbure  planes. 

X. 

Si  l'on  suppose  que  le  plan  générateur  continue  de  rouler  sur  la 
surface  développable  jusqu'à  ce  que  la  développée  de  la  généra- 
trice s'y  soit  aussi  entièrement  appliquée,  et  que  cette  développée 
y  ait  aussi  laissé  sa  trace,  on  aura  sur  la  surface  développable  une 
nouvelle  courbe  à  double  courbure ,  qui  sera  évidemment  une 
arête  de  rebroussement  pour  la  surface  des  centres  de  la  seconde 
courbure.  Cette  arête  se  trouvant  en  même  temps  sur  les  deux  sur- 
faces des  centres,  chacun  de  ses  points  sera  un  centre  commun.au x 
deux  courbures.  Donc,  si  l'on  conçoit  toutes  les  tangentes  pos- 
sibles à  cette  arête,  chacune  de  ces  droites  sera  normale  à  la  surface 
engendrée,  et  la  coupera  en  un  point  pour  lequel  les  deux  c^our- 
bures  de  la  surface  seront  égales  entre  elles  et  dans  le  même  sens. 
Donc  la  courbe  qui  passera  par  tous  ces  points  sera  sur  la  surface 
une  ligne  singulière;  ce  sera  celle  de  ses  courbées  sphériques. 
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XL 


La  surface  engendrée  jouit  généralement  de  la  propriété  expri- 
mée par  la  règle-  de  Guldin;  car,  si  Ton  suppose  qu'un  arc  fini  et 
constant  de  la  génératrice  soit  entraîné  par  le  plan  générateur  et 
parcoure  une  zone  finie  sur  la  surface,  cette  zone  finie  pourra  être 
considérée  comme  divisée,  par  les  positions  consécutives  de  la  gé- 
nératrice, en  fuseaux  infiniment  étroits  de  surface  de  révolution: 
Taire  de  chacun  de  ces  fuseaux  sera  égale  à  l'arc  multiplié  par  le 
chemin  que  parcourt  le  centre  de  gravité  de  cet  arc;  donc  l'aire 
de  la  zone  entière  sera  égale  à  cet  arc,  facteur  commun,  multiplié 
par  la  somme  des  espaces  parcourus  par  le  centre  de  gravité. 

On  reconnaît  de  même  que  si  l'on  circonscrit  sur  le  plan  géné- 
rateur un  espace  par  une  courbe  quelconque  continue  ou  discon- 
tinue, mais  rentrante  en  elle-même,  la  solidité  du  volume  parcouru 
par  cet  espace  est  égale  au  produit  de  l'aire  de  l'espace  multiplié 
par  l'arc  que  parcourt  le  centre  de  gravité  de  l'aire. 

XIL 

Si  la  génératrice  est  une  droite  fixe  dans  le  plan  et  mobile  ave(' 
lui,  la  surface  engendrée  sera  une  nouvelle  surface  développable, 
dont  l'arête  de  rebroussement ,  perpétuellement  touchée  par  la 
droite  génératrice,  est  entièrement  sur  la  première  surface  déve- 
loppable. Cette  nouvelle  surface  développable  est  perpétuellement 
normale  au  plan  générateur,  tandis  que  la  première  est  perpétuel- 
lement touchée  par  lui.  Enfin,  ces  deux  surfaces  développables 
ont  entre  elles  cette  relation ,  que  la  première  est  la  développée 
de  la  seconde  :  ainsi  les  surfaces  développables  ne  sont  qu'un  cas 
infiniment  particulier  de  la  surface  que  nous  considérons. 
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XIII. 


Seconde  génération.  —  Une  surface  quelconque  de  révolution, 
constante  de  forme  et  de  grandeur,  étant  supposée  fixe  sur  son 
axe,  mais  mobile  avec  lui,  concevons  que  l'axe  tourne  autour  d'un 
de  ses  propres  points,  et  entraîne  la  surface  de  révolution  dans  une 
seconde  position ,  à  une  distance  quelconque  de  la  première  ;  on 
aura  alors  deux  surfaces  de  révolution  semblables  et  égales  entre 
elles,  et  placées  à  égales  distances  du  point  d'intersection  de  leurs 
axes.  Ces  deux  surfaces  se  couperont  dans  une  courbe  plane,  dont 
le  plan  passera  par  le  point  commun  aux  deux  axes,  sera  perpen- 
diculaire au  plan  des  deux  axes,  et  partagera  en  deux  parties  égales 
l'angle  que  les  deux  axes  forment  entre  eux. 

Gela  posé,  concevons  que  l'axe  de  la  surface  de  révolution  roule 
sur  une  courbe  à  double  courbure  quelconque,  c'est-à-dire  se 
meuve  de  manière  à  être  perpétuellement  tangent  à  cette  courbe, 
sans  glisser  sur  elle,  et  qu'il  entraîne  avec  lui  la  surface  de  révo- 
lution ;  il  engendrera  ime  surface  développable  qui  aura  pour  arête 
de  rebroussement  la  courbe  perpétuellement  touchée,  et  la  surface 
de  révolution,  constante  de  forme  et  de  grandeur,  parcourra  un 
espace  dont  l'enveloppe  sera  la  surface  dont  nous  nous  occupons. 

En  effet,  considérons  deux  enveloppées  consécutives  qui  sont 
ici  deux  surfaces  de  révolution  semblables  et  égales  entre  elles, 
dont  les  axes  se  coupent,  puisqu'ils  sont  deux  tangentes  consécu- 
tives d'une  même  courbe,  et  qui  sont  toutes  deux  à  la  même  dis- 
tance de  ce  point  de  rencontre  des  deux  axes.  La  courbe  d'inter- 
section de  ces  deux  enveloppées,  courbe  qui  sera  la  caractéristique 
de  l'enveloppe,  sera  plane,  ne  différera  pas  du  méridien  de  l'enve- 
loppée, et  sera,  par  conséquent,  constante  de  forme  comme  lui.  Le 
plan  de  cette  caractéristique  passera  par  le  point  commun  aux  deux 
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axes,  et  sera  perpendiculaire  au  plan  qui  passe  par  ces  deux  axes; 
il  sera  donc  perpendiculaire  au  plan  tangent  à  la  surface  dévelop- 
pable  parcourue  par  l'axe.  Enfin  ce  plan,  devant  partager  en  deux 
parties  égales  Tangle  infiniment  petit  formé  par  deux  axes  consé- 
cutifs, pourra  être  considéré  comme  passant  par  l'un  d'eux,  et,  par 
conséquent,  comme  tangent  à  la  courbe  touchée  par  l'axe  mobile. 
Donc  le  plan  de  la  caractéristique  sera  perpétuellement  tangent  à  la 
surface  développable  qui  est  la  développée  de  celle  que  parcourt 
l'axe.  Mais  ce  plan  est  normal  à  l'enveloppe  dans  tous  les  points  de 
la  caractéristique  :  donc  il  contiendra  toutes  les  normales  pour  les 
différents  points  de  la  caractéristique;  donc  toutes  ces  normales 
seront  tangentes  à  la  surface  développable,  développée  de  celle 
qu'engendre  l'axe;  donc  l'enveloppe  est  telle,  que  toutes  ses  nor- 
males sont  tangentes  à  une  même  surface  développable. 

XIV. 

Dans  la  génération  que  nous  venons  de  donner,  les  points  qui 
se  correspondent  dans  les  différentes  caractéristiques  sont  tous  à  la 
même  distance  de  leurs  axes  respectifs;  les  courbes  qui  passent  par 
ces  points  homologues  ont  donc  tous  leurs  points  à  la  même  dis- 
tance de  la  surface  développable  parcourue  par  l'axe  de  l'envelop- 
pée :  donc  la  surface  que  nous  considérons  n'est  autre  chose  que 
celle  de  la  moulure  générale  poussée  sur  une  surface  développable 
quelconque,  au  moyen  d'un  profil  arbitraire  continu  ou  discon- 
tinu, mais  qui  doit  être  plan,  et  dont  le  plan  doit  toujours  être 
normal  à  la  surface  développable,  et  être  tangent  à  l'arête  de  re- 
broussement  de  cette  dernière  surface. 

Cette  propriété  comporte  encore  une  définition  complète  et 
exacte  de  la  surface  que  nous  considérons. 
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XV. 


Toute  surface  de  révolution  peut  être  regardée  comme  l'enve- 
loppe de  l'espace  parcouru  par  une  sphère  variable  de  rayon,  et 
dont  le  centre  se  meut  sur  l'axe.  Dans  la  génération  précédente, 
chacune  des  enveloppées  peut  donc  elle-même  être  regardée  comme 
l'enveloppe  de  l'espace  parcouru  par  une  sphère  variable  arbitrai- 
rement de  rayon,  et  dont  le  centre  se  meut  sur  une  des  droites  de 
la  surface  développable  ;  mais  ce  qu'il  y  a  d'arbitraire  dans  la  va- 
riation du  rayon  n'a  lieu  que  pour  une  seule  surface  de  révolution  : 
en  sorte  que,  pour  toutes  les  autres,  les  sphères  dont  les  centres  se 
trouvent  sur  une  même  ligne  de  courbure  de  la  surface  dévelop- 
pable doivent  avoir  le  même  rayon  que  celle  qui  leur  correspond 
dans  la  première  surface  de  révolution. 

D'après  cela,  étant  donnée  ime  surface  développable  quel- 
conque, si  l'on  conçoit  qu'une  sphère  variable  de  rayon  se  meuve 
de  manière  que  son  centre  parcoure  successivement  tous  les  points 
de  cette  surface,  avec  cette  condition  cependant  que  la  sphère  soit 
toujours  de  même  rayon  lorsque  son  centre  est  sur  la  même  Hgne 
de  courbure  de  la  surface  développable,  quelle  que  soit  d'ailleurs 
la  loi  suivant  laquelle  elle  en  change  quand  le  centre  passe  d'une 
des  lignes  de  courbure  à  une  autre,  cette  sphère  parcourra  un  es- 
pace dont  l'enveloppe  générale,  ou  la  double  enveloppe,  sera  la 
surface  que  nous  considérons. 

Il  est  nécessaire  de  donner  une  épithète  à  l'enveloppe  dont  il 
s'agit  ici,  parce  qu'elle  diffère  de  toutes  celles  dont  nous  nous 
sommes  occupés  jusqu'à  présent.  Les  enveloppes  simples  touchent 
l'enveloppée  dans  une  courbe  qui  est  la  caractéristique  et  qui  est 
l'intersection  de  deux  enveloppées  consécutives.  L'enveloppe  que 
nous  considérons  ne  touche  chaque  enveloppée  qu'en  un  seul 
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point,  déterminé  sur  l'enveloppée  par  T intersection  des  deux  ca- 
ractéristiques. Dans  le  cas  présent,  une  quelconque  des  sphères 
est  coupée  dans  la  circonférence  d'un  de  ses  petits  cercles  par  celle 
qui  la  suit  inmiédiatement,  et  dont  le  centre  est  placé  sur  la  même 
droite  de  la  surface  développable  ;  elle  est  coupée  dans  la  circonfé- 
rence d'iui  de  ses  grands  cercles  par  celle  qui  la  suit  immédiate- 
ment, et  dont  le  centre  est  sur  la  même  ligne  de  courbure  de  la 
surface  développable  :  et  c'est  dans  le  point  d'intersection  de  ces 
deux  circonférences  qu'elle  est  touchée  par  la  double  enveloppe. 
La  courbe  qui  touche  la  série  des  petits  cercles  de  mêmes  rayons, 
et  qui  est  leur  intégrale  particulière,  est  ime  des  caractéristiques  de 
la  double  enveloppe  ;  celle  qui  touche  une  série  de  grands  cercles 
de  rayons  différents,  et  qui  est  leur  intégrale  particulière,  est  l'autre 
caractéristique  de  la  double  enveloppe  :  et  c'est  encore  dans  l'inter- 
section de  ces  deux  caractéristiques  que  la  double  enveloppe  touche 
la  sphère  individuelle. 

XVI. 

Dans  la  dernière  génération,  si  l'on  considère  la  suite  des  sphères 
de  même  rayon,  dont  les  centres  sont  placés  sur  la  même  ligne  de 
-courbure  de  la, surface  développable,  l'enveloppe  simple  de  ces 
sphères  sera  la  surface  d'un  tuyau  circulaire  de  rayon  constant,  et 
dont  l'axe  curviligne  sera  la  ligne  de  courbure  elle-même.  Cette 
surface  sera  touchée  par  la  surface  engendrée  dans  une  courbe 
dont  tous  les  points  seront  distants  de  la  ligne  de  courbure,  d'une 
quantité  égale  au  rayon  constant  du  tuyau  ;  et  si  l'on  considère  les 
surfaces  de  deux  de  ces  tuyaux  consécutifs  et  de  rayons  différents, 
elles  se  couperont  dans  la  courbe  de  contact  du  tuyau  avec  la  sur- 
face engendrée. 

Donc,  si  l'on  suppose  que  la  surface  du  tuyau  soit  mobile,  de 
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manière,  i"*  que  son  axe  curviligne  se  confonde  successivement 
avec  les  différentes  lignes  de  courbure  de  la  surface  développable; 
2°  que  son  rayon,  qui  est  constant  pour  toute  l'étendue  du  tuyau,' 
varie  d'une  manière  quelconque,  en  même  temps  que  Taxe  curvi- 
ligne change  de  position ,  elle  parcourra  un  espace  dont  l'enve- 
loppe simple  sera  la  surface  engendrée*  La  surface  du  tuyau  mobile 
est  donc  une  enveloppée  nouvelle,  et  l'intersection  de  deux  de  ces 
enveloppées  consécutives  produit  la  seconde  caractéristique  de 
l'enveloppe,  comme  l'intersection  de  deux  surfaces  de  révolution 
consécutives  produit  la  première. 

Donc  enfin,  en  regardant  la  seconde  caractéristique  comme  une 
génératrice,  la  surface  est  engendrée  par  le  mouvement  d'une 
courbe  variable  de  forme  et  de  grandeur,  qui  se  meut  de  manière 
qu'elle  soit  perpétuellement  une  trajectoire  orthogonale  du  plan 
mobile  qui  contient  la  génératrice  plane. 

XVII. 

Recherche  de  V équation  intégrale  de  la  surface. 

Nous  avons  vu  que  la  surface  dont  toutes  les  normales  sont  tan- 
gentes à  une  même  surface  développable  quelconque  est  suscep- 
tible de  cinq  générations  essentiellement  différentes. 

Elle  peut  être  engendrée  par  une  courbe  mobile  de  deux  ma- 
nières différentes:  ou  par  une  courbe  plane,  constante  de  forme, 
de  grandeur  et  de  position  dans  son  plan,  mais  dont  le  plan  roule 
sans  glisser  sur  la  surface  développable;  ou  par  une  courbe  à 
double  courbure,  variable  de  grandeur,  qui  se  meut  de  manière 
qu'elle  ne  cesse  pas  d'être  ime  trajectoire  orthogonale  au  plan 
mobile  qui  contient  la  génératrice  plane. 

Elle  peut  être  considérée  comme  enveloppe  simple  de  l'espace 
parcouru  par  deux  surfaces  mobiles  essentiellement  différentes:  ou 
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par  une  surface  de  révolution  quelconque  constante  de  forme  et  de 
position  sur  son  axe,  mais  dont  l'axe  se  meut  de  manière  à  être 
'perpétuellement  tangent  à  une  même  courbe  à  double  courbure; 
ou  par  la  surface  d'un  tuyau  à  section  circulaire,  dont  le  rayon  est 
constant  dans  toute  son  étendue,  dont  l'axe  curviligne  se  confond 
perpétuellement  avec  la  ligne  de  courbure  d'une  même  surface 
développable,  et  qui  se  meut  de  manière  qu'elle  change  de  rayon 
suivant  une  loi  quelconque,  lorsque  l'axe  curviligne  change  de 
position  et  passe  d'une  ligne  de  courbure  à  une  autre. 

Enfin,  elle  peut  être  considérée  comme  l'enveloppe  générale  de 
l'espace  parcouru  par  une  sphère  mobile  et  variable  de  rayon,  dont 
le  centre  parcourra  successivement  tous  les  points  d'une  même  sur- 
face développable  quelconque,  et  dont  le  rayon,  constant  lorsque 
le  centre  reste  sur  la  même  ligne  de  courbure  de  la  surface  déve- 
loppable, change  de  grandeur  d'une  manière  quelconque,  lorsque 
le  centre  passe  d'une  des  lignes  de  courbure  à  une  autre. 

Chacune  de  ces  cinq  générations  peut  conduire  directement  à 
toutes  les  équations  de  la  surface,  tant  intégrale  qu'aux  différences 
partielles  de  tous  les  ordres;  mais  elles  ne  le  font  pas  avec  la  même 
facilité.  Pour  l'équation  intégrale,  c'est  la  dernière  génération  qui 
exige  des  considérations  moins  compliquées,  et  c'est  elle  que  nous 
allons  employer  :  ainsi  nous  regarderons  la  surface  comme  enve- 
loppe générale  de  l'espace  parcouru  par  une  sphère  mobile. 

XVIII. 

La  surface  développable  parcourue  par  le  centre  de  la  sphère 
mobile  peut  être  regardée  en  même  temps  et  comme  le  lieu  des  tan- 
gentes de  son  arête  de  rebroussement,  et  comme  le  lieu  des  déve- 
loppements de  cette  arête;  en  sorte  qu'un  point  est  déterminé  sur 
cette  surface,  lorsqu'on  indique  la  tangente  de  l'arête  de  rebrousse- 
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ment  et  la  développante  de  cette  arête,  à  l'intersection  desquelles  il 
doit  se  trouver. 
Gela  pose,  soient 

les  deux  équations  de  Tarête  de  rebroussement  de  la  surface  déve- 
loppable  parcourue  par  le  centre  de  la  sphère  mobile;  puis,  consi- 
dérant la  tangente  de  cette  arête  dans  une  position  quelconque,  soit 
a  la  valeur  de  z  au  point  de  contact  :  les  trois  coordonnées  de  ce 
point  de  contact  seront 

Les  deux  équations  de  la  tangente  en  j:,  j  seront  donc 

X  —  <p  =  (2;  —  a)  <p'a,     y  —  4  =  (^  —  ^)  4'^- 

La  position  de  cette  tangente  sur  la  surface  développable  sera 
déterminée  par  la  valeur  de  a;  et  si  Ton  élimine  a  entre  les  deux 
équations  précédentes,  on  aura  F  équation  du  lieu  des  tangentes, 
c'est-à-dire  de  la  surface  développable  elle-même. 

L'élément  de  l'arc  de  l'arête  de  rebroussement  sera  évidemment 


ou,  en  faisant,  pour  abréger,  i  H-  (p'^  +  4'^=^%  l'expression  de 
cet  élément  sera 

et,  par  conséquent,  la  longueur  de  l'arc  rectifié  de  l'arête  de 

rebroussement  sera 

Jhda. 

Cette  expression  comprend  implicitement  une  constante  arbitraire 

qui  dépend  du  point  de  l'afête  par  lequel  commence  sa  rectification. 

Actuellement,  si,  pour  obtenir  le  point  d'une  développante,  on 
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porte  Tare  rectifié  sur  la  tangente,  à  partir  du  point  de  contact  et 
du  côté  de  Tare  rectifié,  Tamplitude  de  cet  arc,  dans  le  sens  de  cha- 
'cune  des  coordonnées  a?,  j,  z,  sera 


dans  le  sens  des  x^ 

iJhcU, 

dans  le  sens  des  j, 

'^f/uicc; 

dans  le  sens  des  z, 

\jhdu, 

et  les  coordonnées  du  point  de  la  développante  qu'on  aura  ainsi 
déterminé  seront 

X  =  <p  —  ^fhda, 

j=4  — |/Arfa, 

z  =  a  —  jfkda. 

lia  position  de  ce  point  sur  la  tangente  dépendra  de  la  grandeur 
de  la  constante  arbitraire  comportée  par  le  signe  d'intégration; 
mais  si  l'on  suppose  que  cette  constante  conserve  toujours  la  même 
valeur,  les  points  déterminés  pour  les  différentes  valeurs  de  a, 
c'est-à-dire  pour  toutes  les  tangentes  successives,  seront  tous  sur 
la  même  développante  de  l'arête  de  rebroussement  :  en  sorte  que, 
si  l'on  complète  l'intégrale  de  manière  que  sa  valeur  soit  nulle 
lorsque  a  a  une  valeur  déterminée,  par  exemple  lorsque  l'on  a 
a  ==  o,  le  point  sera  sur  la  développante  qui  passe  par  l'intersec- 
tion de  l'arête  de  rebrous^ment  avec  le  plan  des  x^  y.     \ 

Prenant  donc  cette  première  développante  comme  une  origine 
arbitraire  à  laquelle  nous  rapporterons  toutes  les  autres,  et  consi- 
dérant que  chacune  des  autres  développantes  a  tous  ses  points  à 
égales  distances  de  la  première;  si  l'on  suppose  que  pour  l'une 
quelconque  d'entre  elles,  cette  distance  soit  exprimée  par  /3,  les 
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trois  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  cette  nouvelle  déve- 
loppante seront 

Les  valeurs  de  ces  trois  coordonnées  sont  donc  celles  d'un  point 
déterminé  sur  la  surface  développable  par  les  valeurs  des  deux 
quantités  a,  /3,  dont  la  première  indique  la  tangente  de  l'arête  de 
rebroussement,  dont  la  seconde  indique  la  développante  de  cette 
arête,  et  qui,  par  leur  intersection,  déterminent  ce  point  sur  la 
surface. 

XIX. 

Il  n'est  peut-être  pas  inutile  d'observer,  en  passant,  i°  que  les 
trois  dernières  équations  appartenant  au  point  général  d'une  sur- 
face développable,  si  l'on  élimine  entre  elles  les  deux  quantités 
a,  |3,  le  résultat  de  l'élimination  en  a?,  j,  z  n'est  autre  chose  que 
l'équation  de  la  surface  développable  elle-même;  2**  que  si  l'on  éli- 
mine /3  seule,  ce  qui  entraîne  aussi  l'élimination  de  fhdccj  les  deux 
équations  résultantes 

X  —  (p=  {z  —  cc)<p\ 

sont  celles  de  la  tangente  dont  la  positipn  est  déterminée  par  la 
valeur  de  a;  3**  enfin,  que  si  l'on  élimine  a  seule,  ce  qui  ne  peut 
s'effectuer  tant  que  les  fonctions  ç  et  4  sont  regardées  comme  arbi- 
traires, les  deux  équations  résultantes  sont  celles  de  la  dévelop- 
pante de  l'arête  de  rebroussement  déterminée  par  la  valeur  de  /3 
qui  reste  dans  les  équations. 
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XX. 


Considérons  actxiellement  la  sphère  mobile,  et  représentons  par 
.r',  y',  z'  les  coordonnées  de  son  centre  ;  comme  ce  centre  est  un 
point  de  la  surface  développable,  on  aura 

D'ailleurs  le  rayon  de  la  sphère  étant  constant  lorsque  son  centre 
est  sur  une  même  développante  de  F  arête  de  rebroussement,  et  va- 
riable lorsque  le  centre  passe  d'une  développante  à  une  autre,  c*e 
rayon  est  donc  constant  et  variable  en  même  temps  que  p,  et,  par 
conséquent,  fonction  de  |3.  De  plus,  la  forme  de  cette  fonction  dé- 
pend uniquement  de  la  nature  de  la  génératrice  plane,  qui  est  arbi- 
traire :  ainsi  le  rayon  de  la  sphère  mobile  est  une  fonction  arbitraire 
de  p  que  nous  représenterons  par  7r|3.  Donc  Téquation  en  x^  y,  z 
de  la  sphère  mobile  sera 

(^  -  x'Y  -H  {y-y'Y  +  (2  -  z'Y  =  (,r/3)% 
ou,  en  remettant  pour  a:',  y' ,  z'  leurs  valeurs, 

[a;-(p-h^(p-h/M«)]M 

+  [j-4+|'(^H-/A^«)]  1  =  ^)*' 
-h  jz  —  «  H- ^  (P -h /A«?a)r  I 

que,  pour  abréger,  nous  représenterons  par  M  ^  o. 
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Or,  si  Ton  considère  deux  sphères  consécutives  dont  les  centres 
soient  sur  la  même  développante,  la  quantité  jS  aura  la  même  valeur 
pour  toutes  deux;  leurs  équations  ne  différeront  entre  elles  que  par 
la  valeur  de  a  qui  aura  varié  de  l'une  à  l'autre.  Elles  se  couperont 
dans  un  grand  cercle  dont  la  circonférence  passera  par  le  point  de 
contact  de  l'enveloppée  avec  l'enveloppe  générale,  et  la  différen- 
tielle de  M  =  o,  prise  en  regardant  a  comme  seule  variable,  c'est- 
à-dire 

appartiendra  à  la  circonférence  de  ce  grand  cercle. 

De  même,  si  l'on  considère  deux  sphères  consécutives  dont  les 
centres  soient  sur  la  même  tangente  à  l'arête  de  rebroussement,  les 
équations  de  ces  deux  sphères  ne  différeront  entre  elles  que  par  la 
valeur  de  /3  qui  aura  varié  de  l'une  à  l'autre.  Ces  sphères  se  coupe- 
ront dans  un  petit  cercle  dont  la  circonférence  passera  encore  par 
le  point  de  contact  de  l'enveloppée  avec  l'enveloppe  générale;  et 
la  différentielle  de  M  =  o,  prise  en  ne  faisant  varier  que  /3,  c'est- 
à-dire 

/dM\ 

appartiendra  à  la  circonférence  de  ce  petit  cercle. 

Donc  on  aura  pour  le  point  de  contact  de  la  sphère  mobile  avec 
l'enveloppe  générale,  les  trois  équations 


( 


M  =  o, 


mais  le  point  de  contact,  en  vertu  des  valeurs  dont  sont  suscep- 
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tibles  les  deux  indéterminées  a,  ^  peut  être  transporté  successive- 
ment sur  tous  les  points  de  la  surface  engendrée,  qui  n'est  autre 
chose  que  le  lieu  de  tous  les  points  qu'on  peut  obtenir  en  donnant 
successivement  à  a  et  à  |3,  dans  ces  trois  équations,  toutes  les  va- 
leurs possibles;  donc  le  résultat  de  l'élimination  des  deux  indéter- 
minées a  et  |3,  entre  les  trois  équations  précédentes,  est,  en  a?,  j,  z, 
l'équation  intégrale  de  la  surface  engendrée. 

XXL 

Si  des  trois  équations  précédentes  on  ne  considère  que  les  deux 

premières 

M  =  o, 


/dM\ 


dans  lesquelles  la  quantité  /3  ait  une  valeur  déterminée  et  constante, 
il  est  clair  qu'elles  appartiennent  à  la  circonférence  du  grand  cercle 
dans  laquelle  la  sphère  mobile  est  coupée  par  celle  qui  est  de  même 
rayon  et  infiniment  voisine.  Le  plan  de  ce  cercle  est  normal  à  la 
surface  développable ,  et  passe  par  une  tangente  à  l'arête  de  re- 
broussement;  son  centre  est  toujours  sur  une  même  développante 
de  cette  arête  :  la  position  du  centre  sur  la  développante  est  déter- 
minée par  la  valeur  de  a,  et  le  rayon  est  constant.  Le  lieu  de  tous 
les  cercles  qu'on  obtiendrait  en  donnant  à  a,  dans  les  équations, 
toutes  les  valeurs  possibles,  est  la  surface  d'un  tuyau  à  section  cir- 
culaire, de  rayon  constant,  et  dont  l'axe  curviligne  serait  une  des 
développantes  de  l'arête  de  rebroussement  de  la  surface  dévelop- 
pable. 

Donc  le  résultat  de  l'élimination  de  a  entre  les  deux  seules  équa- 
tions est,  en  a?,  j,  z  et  |3,  l'équation  intégrale  de  la  surface  du 
tuyau  à  section  circulaire,  constant  de  rayon,  et  dont  l'axe  curvi- 
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ligne  est  une  des  lignes  de  courbure  de  la  surface  développable, 
équation  dans  laquelle  la  valeur  de  /3  détermine  quelle  est  la  ligne 
de  courbure  qui  sert  d'axe  curviligne. 

La  surface  de  ce  tuyau  est  un  cas  particulier  de  la  surface  engen- 
drée; c'est  celui  où  la  génératrice  plane,  constante  de  forme  et  de 
position  dans  son  plan ,  est  la  circonférence  d'un  cercle  :  et  nous 
avons  déjà  vu  qu'en  le  supposant  mobile  en  vertu  de  la  variation 
de  son  paramètre  /3,  elle  est  une  enveloppée  de  la  surface  engen- 
drée, considérée  comme  une  enveloppe  simple. 

XXII. 

De  même,  si  des  trois  équations  qui  comportent  l'équation  inté- 
grale de  la  surface  engendrée  on  ne  considère  seulement  que  la 
première  et  la  dernière,  c'est-à-dire 

M  =  o, 

dans  lesquelles  a  ait  une  valeiu*  déterminée  et  constante,  il  est  évi- 
dent qu'elles  appartiennent  à  la  circonférence  du  petit  cercle  dans 
lequel  la  sphère  mobile  est  coupée  par  celle  qui  est  infiniment  voi- 
sine, et  dont  le  centre  est  sur  la  même  tangente  à  l'arête  de  rebrous- 
sement  de  la  surface  développable.  Le  plan  de  ce  cercle  est  perpen- 
diculaire à  la  tangente;  son  centre  est  sur  cette  même  tangente,  et 
la  position  du  centre  est  déterminée  par  la  valeur  de  |3.  Le  lieu  des 
circonférences  de  tous  les  cercles  qu'on  obtiendrait  ainsi,  en  don- 
nant dans  ces  deux  équations  toutes  les  valeurs  possibles  à  ^ ,  est 
évidemment  une  surface  de  révolution  autour  de  la  tangente  consi- 
dérée comme  axe.  Donc  le  résultat  de  l'élimination  de  |3,  entre  ces 
deux  équations  seulement,  est,  en  a?,  j,  z  et  a,  l'équation  intégrale 
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d'une  surface  de  révolution  dont  le  méridien  est  arbitraire  et  inva- 
riable, qui  est  fixe  sur  son  axe,  et  dont  l'axé  est  tangent  à  une 
^  courbe  à  double  courbure.  Dans  cette  équation,  la  grandeur  de  « 
détermine  la  position  de  Taxe  de  révolution. 

Cette  surface  de  révolution  est  encore  un  cas  particulier  de  la 
surface  engendrée,  car  elle  n'est  autre  chose  que  ce  que  celle-ci 
devient  lorsque  la  surface  développable ,  autour  de  laquelle  roule 
le  plan  générateur,  est  réduite  à  une  droite;  et  nous  avons  vu  qu'en 
la  supposant  mobile,  en  vertu  de  la  variation  de  son  paramètre  a, 
c'est-à-dire  qu'en  supposant  que  son  axe  roule  sans  glisser  sur 
l'arête  de  rebroussement  de  la  surface  développable,  elle  est  une 
autre  enveloppée  de  la  surface  engendrée  considérée  comme  enve- 
loppe simple. 

XXIII. 

Reprenons  les  trois  équations 

M  =  o, 

et  supposons  que  des  deux  quantités  a,  /3  la  première  ait  une  valeur 
déterminée  et  invariable,  tandis  que  la  seconde  est  encore  suscep- 
tible de  toutes  les  valeurs  possibles.  Le  centre  de  la  sphère  mobile 
ne  pourra  plus  se  transporter  sur  tous  les  points  de  la  surface  dé- 
veloppable ;,  il  ne  pourra  se  mouvoir  que  le  long  de  la  seule  tan- 
gente de  l'arête  de  rebroussement  déterminée  par  la  valeur  de  «. 
Le  point  de  contact  de  fei  sphère  mobile  avec  l'enveloppe  géné- 
rale, point  auquel  appartiennent  les  trois  équations,  ne  pourra  plus 
parcourir  successivement  toote  cette  enveloppe;  quelque  valeur 
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que  Ton  donne  à  |3,  il  se  trouvera  toujours  sur  la  courbe  de  contact 
de  r enveloppe  générale  avec  la  surface  de  révolution  autour  de  la 
tangente  individuelle  déterminée  par  la  valeur  de  a.  Or  cette  courbe 
de  contact,  qui  est  le  lieu  du  point  pour  toutes  les  valeurs  pos- 
sibles de  /3,  est  évidemment  la  première  caractéristique  de  la  sur- 
face engendrée.  Donc,  si  entre  ces  trois  équations  on  élimine  la 
seule  quantité  j3,  les  deux  équations  résultantes  seront,  en  a:,  j, 
z,  a,  et  sous  forme  intégrale,  celles  de  la  première  caractéristique 
de  la  surface  engendrée,  et,  dans  ces  équations,  la  valeur  de  a  dé- 
terminera la  caractéristique  individuelle. 

XXIV. 

Supposons,  au  contraire,  que  dans  les  trois  équations  du  point 
de  contact  de  la  sphère  mobile  avec  l'enveloppe  générale,  ce  soit  .S 
qui  ait  une  valeur  déterminée  et  invariable,  tandis  que  a  est  à  son 
tour  susceptible  de  toutes  les  valeurs  possibles;  le  centre  de  la 
sphère  mobile  ne  pourra  plus  se  mouvoir  que  sur  une  certaine 
développante  individuelle  de  l'arête  de  rebroussement,  dévelop- 
pante qui  sera  déterminée  par  la  valeur  particulière  de  j3.  Quelque 
valeur  que  l'on  donne  à  a,  le  point  de  contact  se  trouvera  sur  la 
courbe  de  contact  de  l'enveloppe  générale  avec  la  surface  du  tuyau 
circulaire  dont  l'axe  curviligne  correspond  à  la  valeur  particulière 
de  /3.  Mais  cette  courbe  de  contact,  lieu  de  ce  point  pour  toutes  les 
valeurs  possibles  de  a,  est  la  seconde  caractéristique  de  l'enveloppe 
générale:  donc  si,  entre  les  trois  équations 

M  =  o, 

/dM\ 
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on  élimine  seulement  la  quantité  a,  les  deux  équations  résultantes 
seront,  en  a?,  j,  z,  j3,  et  sous  forme  intégrale,  celles  de  la  seconde 
caractéristique  de  la  surface  engendrée ,  équations  dans  lesquelles 
la  valeur  de  ^  déterminera  la  caractéristique  individuelle. 

XXV. 

Le  raisonnement  que  nous  venons  de  faire  pour  trouver  les 
équations  intégrales  des  caractéristiques  est  général,  et  peut  être 
employé  pour  toute  surface  dont  l'équation  résulte  de  l'élimination 
de  deux  indéterminées  «,  |S  entre  trois  équations  dont  les  deux  der- 
nières sont  les  différentielles  de  la  première,  prise  en  regardant  a 
(pour  l'une)  et  p  (pour  l'autre)  comme  seules  variables;  c'est-à-dire 
pour  toute  surface  qui ,  dans  son  équation  intégrale ,  est  regardée 
comme  enveloppe  générale. 

Mais,  dans  le  cas  présent,  et  pour  la  première  caractéristique, 

l'opération  devient  beaucoup  plus  simple,  car  l'équation  (-^  j=o 
est  immédiatement 

dans  laquelle  la  quantité  |3  a  naturellement  disparu  ;  en  sorte  que 
l'élimination  de  |3  est  toute  opérée  :  ainsi  cette  équation  appartient 
purement  à  la  première  caractéristique.  Or,  pour  une  même  valeur 
de  a,  c'est-à-dire  pour  une  même  caractéristique  individuelle,  cette 
équation  est  évidemment  celle  d'un  plan;  donc  la  première  carac- 
téristique est  une  courbe  plane.  D'ailleurs  le  plan  passe  par  le 
point  de  l'arête  de  rebroussement  pour  lequel  on  a 

X  —  <p  =  o,     y  —  ^l^rrzo,     z  —  a  =  o. 

De  plus,  il  est  facile  de  reconnaître  qu'il  est  tangent  à  cette  arête, 
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et  normal  au  plan  osculateur  de  cette  courbe;  donc  le  plan  de  la 
première  caractéristique  passe  par  une  tangente  de  l'arête  de  re- 
broussement,  et  est  toujours  normal  à  la  surface  développable,  et, 
par  conséquent,  est  toujours  tangent  à  la  surface  développable, 
développée  de  celle-ci,  etc.  :  propositions  que  nous  avions  trou- 
vées précédemment  par  des  considérations  géométriques,  et  qui 
se  déduisent  analytiquement  de  l'équation  intégrale  obtenue  par 
d'autres  considérations. 

XXVI. 

Recherches  des  équations  aux  différences  partielles  du  premier 

ordre. 

Le  propre  des  équations  aux  différences  partielles  du  premier 
ordre  est  d'exprimer  les  propriétés  des  surfaces  par  rapport  à 
leurs  plans  tangents  ou  à  leurs  normales;  il  s'agit  donc  d'exprimer 
que  toutes  les  normales  sont  tangentes  à  une  même  surface  déve- 
loppable, ou  que  chacune  d'elles  est  dans,  un  plan  tangent  à  une 
même  surface  développable. 

En  représentant  par  j:,  j,  s  les  coordonnées  du  point  de  la 
surface,  et  si  l'on  représente  par  x\  y',  z'  celles  de  la  normale  en 
ce  point,  les  équations  de  la  normale  sont 

.r'  —  X  -\-  p  [z  —  2)  =  o, 

/— j4-</ (z'  — 2)  =  o; 

or  l'équation  du  plan  tangent  à  une  surface  développable  quel- 
conque est  ' 

z'  =  x%u  -h  j>a'  +  a', 

dans  laquelle  la  valeur  de  a'  détermine  le  plan  tangent  individuel, 
et  dans  laquelle  les  formes  des  deux  fonctions  <ï>  et  V  sont  inva- 
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riables,  et  la  surface  développable  est  toujours  la  même.  Il  faut 
donc  que  les  deux  équations  de  la  normale  satisfassent  à  celle  du 
plan;  mais  si  l'on  élimine  entre  ces  trois  équations  deux  quel- 
conques* des  coordonnées  a?',  j',  z',  la  troisième  disparaît  aussi,  et 

l'on  a 

/;0a'  H-  q^u  +1=0, 

équation  qui  doit  avoir  lieu  pour  tous  les  points  de  la  surface.  De 
plus,  le  point  de  la  surface  devant  se  trouver  sur  le  plan  tangent  à 
la  surface  développable,  on  aura  aussi 

Donc  une  des  équations  aux  différences  partielles  du  premier  ordre 
de  la  surface  proposée  est  le  résultat  de  l'élimination  de  l'indéter- 
minée a  entre  les  deux  équations  précédentes. 

XXVIL 

On  peut  obtenir  le  même  résultat  par  la  considération  du  plan 

tangent,  dont  la  propriété  est  évidemment  d'être  constamment 

perpendiculaire  au  plan  générateur.  En  effet,  le  plan  générateur 

étant  toujours  tangent  à  une  même  surface  développable,  a  pour 

équation 

z  =  j:$a'  +  jVa'  +  a'; 

de  plus,  l'équation  du  plan  tangent  est  évidemment  • 

z  =/7a:  -h  qx  '^  constante, 

dans  laquelle  les  quantités  /?,  9  et  la  constante  sont  fonctions  des 
coordonnées  du  point  de  contact,  constant  pour  chaque  plan  tan- 
gent. Or  ces  deux  plans  doivent  être  rectangulaires;  donc  il  doit  y 
avoir  entre  les  coefficients  de  leurs  équations  la  relation  suivante  : 

/!$«'  -h  q^cx^  +1=0. 
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On  a  donc  pour  tons  les  points  d'une  même  génératrice  plane ,  dé- 
terminée par  la  valeur  particulière  de  a',  les  deux  équations 

z  =  x^a   -\-  y^oL   +  a\ 
o  =  p^oL  ■+-  q'VoL  -+-  I  ; 

donc  le  résultat  de  l'élimination  de  a'  entre  les  deux  équations  ap- 
partiendra au  lieu  général  de  la  génératrice  plane,  c'est-à-dire  à  la 
surface  qu'elle  engendre  par  son  mouvement. 

XXVIIL 

Si,  dans  les  deux  équations  précédentes,  on  regarde  a  comme 
constante,  la  seconde  est  celle. d'une  surface  cylindrique  à  base 
quelconque,  dont  la  droite  génératrice  est  constamment  perpendi- 
culaire au  plan  qui  a  pour  équation  la  première;  or  les  quantités  p 
et  q^  qui  entrent  dans  l'équation  de  la  surface  cylindrique,  sont  les 
mêmes  que  celles  qui  appartiennent  à  la  surface  engendrée  :  donc  la 
surface  cylindrique  touche  la  surface  engendrée  dans  toute  l'éten- 
due de  la  caractéristique  plane  qui  peut  être  considérée  comme  sa 
base;  donc  on  peut  la  regarder  comme  l'enveloppée  cylindrique  de 
la  surfiace  engendrée  :  ce  qui  fournit  la  génération  suivante. 

Si  l'on  conçoit  qu'une  surface  cylindrique  quelconque,  constante 
de  base,  se  meuve  de  manière  que,  si  on  la  considère  dans  deux 
positions  consécutives,  la  courbe  suivant  laquelle  les  deux  surfaces 
cylindriques  se  coupent  soit  toujours  dans  le  plan  parallèle  à  la 
base  mobile,  cette  surface  parcourra  un  espace  dont  l'enveloppe 
sera  la  surface  que  l'on  considère. 

XXIX. 

Nous  avons  vu  (art.  IV)  que  si  le  lieu  des  centres  d'une  des 
courbures  est  une  surface  développable  quelconque,  l'équation  du 
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lieu  des  centres  de  l'autre  courbure  est  le  résultat  de  T élimination 
de  a  entre  les  deux  équations 

o  =  /7$a  H-  qW(x  +  i . 

Or  nous  venons  de  voir  que  cette  même  équation  est  celle  de  la 
surface  engendrée  par  une  courbe  plane  dont  le  plan  roule  sans 
glisser  sur  la  même  surface  développable  :  la  surface  que  nous  con- 
sidérons est  donc  telle,  que  le  lieu  des  centres  de  la  courbure,  prise 
dans  le  sens  de  la  génératrice  plane,  est  une  surface  soumise  à  la 
même  génération  qu'elle;  ce  que  nous  avions  déjà  trouvé  par  des 
considérations  géométriques. 

XXX. 

La  quantité  que  nous  représentons  par  a'  dans  l'équation  aux 
différences  partielles  n'est  pas  la  même  que  celle  que  nous  avons 
exprimée  par  a  dans  l'intégrale;  de  même  les  fonctions  arbitraires 
$  et  V  ne  sont  pas  les  mêmes  que  les  fonctions  (p  et  4  qui  entrent 
dans  l'intégrale  :  mais  ces  six  quantités  ont  entre  elles  une  relation 
qu'il  est  facile  de  trouver.  En  effet,  l'équation 

z  =  x<i>a   -4- j¥a'  +  a' 

est  celle  du  plan  générateur  pour  lequel  (art.  XXV)  nous  avons 
trouvé  une  autre  équation  en  a,  (p,  4-  Si  l'on  met  cette  dernière 
équation  sous  la  forme  précédente,  on  a 


=-[^-'i'yy{c^-f)-^--^n'^W- 


h{rfff"-^^Y)d^ 


dh 


Ces  deux  équations  appartenant  au  même  plan,  il  faut  que  leurs 
coefficients  soient  respectivement  égaux;  donc,  en  mettant  pour 
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hdh  sa  valeur  {(p'(p"  -h  4'4' )^^'  ^^  ^^^^  '^^  Xxo\&  équations 


^«'  =    —  4'  +  17-7/ 


A«f' 


/,fi// 


Au  reste,  ces  trois  quantités  a',  $a',  ¥a'  sont  les  coefficients  du 
plan  qui  touche  l'arête  de  rebroussement  au  point  dont  les  coor- 
données sont  ^a,  4^9  ^9  ^^  qui  est  perpendiculaire  au  plan  qui 
oscule  la  courbe  en  ce  point. 

D'après  cela,  il  est  facile  de  vérifier  que  l'équation  aux  diffé- 
rences partielles  du  premier  ordre  que  nous  venons  de  trouver  di- 
rectement par  les  considérations  géométriques,  est  la  même  qu'une 
de  celles  qu'on  aurait  obtenues  en  differentiant  l'intégrale  comprise 

dans  les  trois  équations  M=  o,  \-i—]  =o,   (-^^  )  =  o;  car, 

de  l'article  XXV,  et  de  ce  qui  précède,  il  suit  que  l'équation 

(  -y—  )  =  O  est  la  même  que 

z  =  x<ba   -f- j¥a'  -f-  a  . 

De  plus,  si  Ton  différentie  M  =  o,  en  regardant  successivement 
x^  y  comme  seules  variables,  et  en  regardant  a,  |3  comme  con- 
stantes, ce  à  quoi  on  est  autorisé  en  vertu  de  (-^  )=09  (-33  )=o, 

on  obtient  deux  autres  équations  qui,  par  l'élimination  de  |3,  et  en 
vertu  des  valeurs  précédentes,  produisent 

p<^aL   -h  q^OL   -h  I  =  o, 
comme  nous  l'avons  déjà  trouvé. 
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XXXI. 

Si  l'on  voulait  traiter  cette  équation  aux  diflférences  partielles  du 
premier  ordre  pour  l'intégrer,  il  faudrait  d'abord  chercher  l'équa- 
tion de  la  projection  de  sa  caractéristique  sur  le  plan  des  J?,  J,  et 
l'on  trouverait 

<\>0Ldy  —  ^oidx  =  o; 

ce  qui  donnerait  pour  les  projections  de  la  même  courbe  sur  les 
deux  autres  plans 

^oidz  -h  dûo  =  o^ 
Woc'dz-^  dy  =  o, 

équations  dont  deux  quelconques  comportent  la  troisième.  Or  ces 
équations  sont  évidemment  celles  d'une  courbe  perpétuellement 
normale  au  plan  qui  a  pour  équation 

et  qui  est  mobile  en  vertu  de  la  variation  de  a';  donc  la  caractéris- 
tique dont  il  s'agit  ici  est  une  trajectoire  orthogonale  du  plan  géné- 
rateur :  ce  que  nous  savions  déjà. 

Si,  des  trois  dernières  équations,  on  tire  les  valeurs  de  a',  *a', 
^a',  on  trouve 

f  xdx  -^jdy  -h  Zflz 

dz 

Oa    =  —j — î 
dz 

dz 

Donc,  si  l'on  établit  que  de  ces  trois  quantités  différentielles  deux 
quelconques  sont  fonctions  arbitraires  de  la  troisième,  on  aura  les 
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deux  équations  aux  différences  ordinaires  de  la  caractéristique,  qui 


seront 

^  \  Tz  -)  "^  ^  —  ®' 

,,,  /  xdjc  ■+■  ydv  +  zdz  \         dy 

^\ 5r )  +  £  =  ^- 

XXXII. 

L'équation  intégrale  contenant  les  trois  fonctions  arbitraires 
<p,  4?  ^  doit  être  susceptible  de  trois  équations  aux  difFérences 
partielles  du  premier  ordre,  dans  chacune  desquelles  une  des  trois 
fonctions  arbitraires  ait  disparu.  Nous  venons  de  trouver  celle  de 
ces  trois  équations  qui  est  délivrée  de  la  fonction  tt;  il  resterait 
donc  à  trouver  celles  qui  ne  contiendraient  que  (p  et  tt  pour  Tune, 
et  4  et  TT  pour  l'autre.  Ces  deux  équations  sont  de  la  nature  de 
celles  qu'on  a  coutume  de  regarder  comme  intégrales  intermé- 
diaires qui  n'existent  pas;  elles  existent  néanmoins,  mais  on  ne 
peut  les  obtenir  que  sous  la  forme  d'équations  aux  différences 
mêlées,  ordinaires  et  partielles,  celles-ci  étant  du  premier  ordre. 
Je  ne  pourrais  être  clair  sans  entrer  dans  des  détails  préliminaires 
trop  étendus,  et  je  réserve  à  en  parler  dans  un  Mémoire  dont 
l'unique  objet  sera  la  théorie  et  la  construction  des  surfaces  expri- 
mées par  les  équations  aux  difFérences  mêlées,  ordinaires  et  par- 
tielles, et  dans  lequel  la  surface  dont  nous  nous  occupons  entrera 
comme  un  exemple  remarquable. 

XXXIII. 

Recherche  des  équations  aux  différences  partielles  du  second. 

ordre. 

Les  équations  aux  différences  partielles  du  second  ordre  expri- 
ment les  propriétés  des  surfaces,  relatives  ou  à  leurs  lignes  de  cour- 
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bure  ou  à  leurs  rayons  de  courbure.  Or  la  surface  que  nous  consi- 
dérons jouit,  par  rapport  à  ses  courbures,  de  deux  propriétés  qui 
conviennent  à  toutes  les  surfaces  individuelles  de  la  même  'généra- 
tion, et  qui  ne  conviennent  qu'à  elles  :  la  première  est  qu'une  de  ses 
lignes  de  courbure  est  constamment  plane;  la  seconde  est  que,  pour 
l'autre  ligne  de  courbure,  le  rayon  de  la  première  courbure  est 
constant.  Donc ,  pour  trouver  les  équations  aux  différences  par- 
tielles du  second  ordre,  il  faut  exprimer  ces  deux  propriétés. 
Occupons-nous  d'abord  de  la  première. 

Un  plan  ne  peut  convenir  à  toutes  les  lignes  successives  d'une 
même  courbure,  à  moins  qu'il  ne  soit  mobile  en  vertu  de  la  varia- 
tion d'un  seul  de  ses  paramètres,  ou  que  son  équation  ne  soit  de 

cette  forme, 

z  =  x<boL  +  J Va  -h  a, 

dans  laquelle  a  est  constante  pour  chacune  des  lignes  de  courbure 
plane,  et  variable  d'une  de  ces  lignes  à  la  suivante.  De  plus,  ce  plan 
devant  contenir  toutes  les  normales  à  la  surface  qui  passent  par  les 
points  de  la  ligne  de  courbure,  on  doit  avoir  l'équation 

p<bci  -+-  q^oL  -t-  I  =  o. 

Actuellement  l'équation  générale  des  lignes  de  courbure  est,  comme 

on  sait, 

{dx  -f-  pdz)  dq  =  {df  +  qdz)  dp. 

Pour  que  cette  courbe  soit  dans  le  plan,  il  faut  que  la  valeur  de  -^  ? 

produite  par  son  équation,  soit  égale  à  celle  que  donne  l'équation 
du  plan,  différentiée  en  regardant  a  comme  constante,  c'est-à-dire 

soit  égale  à  — w^-ZT'  F^*^*^*  ^^^^  substitution,  on  trouve 

(\j/a  _  q^  (r$a  H-  s^fa)  =  {<Pcc  —  p)  {s<P(x  -h  tWa). 

On  a  donc  entre  les  trois  quantités  a,  *a,  H^a  trois  équations  des- 
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quelles  il  est  facile  de  tirer  les  valeurs,  et  entre  lesquelles  on  peut, 
par  conséquent,  éliminer  Tindéterminée  a. 
En  faisant,  pour  abréger, 

I  -f-/?'  -^q'  =k' 
et 


on  trouve  pour  les  quantités  a,  <I>a,  H^a  les  valeurs  suivantes  : 

^  ^  ^         x[ps^qt  —  qy)  —  Y{pr-hqs^—p\) 
pqr-^(q^  —  p^)s  —  pqt 

<Da  =  ps-^qt-q\ ^ 

pqr-h(q'—p')s  —  pqt 

iF«=  pr^qs-pW 

pqr-^(q'  —  p')s—pqt 

Donc,  en  éliminant  a,  on  a  pour  la  surface  les  deux  équations  aux 
différences  partielles  du  second  ordre 

ps^qt  —  q\       ^^L  ,  ^{p^-^gi  —  ç^)—j(p''-^g'—p^)] 

pqr^{p'  —  q^)s—pqt  [  pqr  ^  (q^  —  p^)s —pqt  J' 

pr-^qs  —  p\  ^  V^   ^    x{ps-+-qt—q\)—jr[pr^qs-p\)-\ 

pgr-^{q'  —  p')s—pqt  [  PÇ'-^{ç'  —  p')^  —  pÇ^  1 

dont  chacune  contient  encore  une  des  deux  fonctions  arbitraires 
4),  H^,  et  est,  par  conséquent,  aussi  générale  que  l'intégrale  finie, 
qui  en  contient  trois. 

XXXIV. 

Les  deux  équations  que  nous  venons  de  trouver  d'après  la  pro- 
priété que  la  ligne  de  courbure  a  d'être  plane,  auraient  pu  être  ob- 
tenues par  la  difïérentiation  partielle  de  celle  du  premier  ordre. 
Nous  avons  vu,  en  effet  (art.  XXVI),  que  celle-ci  est  le  résultat 
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de  r  élimination  de  a  entre  les  deux  équations 

z  =  a;*a' -f- j¥a' +  a', 
o  :=  p^u   -j-  q^fu'  -t-  I . 

Or,  si  Ton  différentie  partiellement  ces  deux  équations,  et  si  Ton 
fait  da  z=^  p'dx  -h  q'dy^  on  a 

^oL  —  q  =  Mp\ 
Wa  —p  =  Mq', 

dans  lesquelles  il  est  inutile  de  développer  les  valeurs  de  M,  N  qui 
contiennent  $'  et  w\  Retranchant  le  produit  des  deux  moyennes 
du  produit  des  deux  extrêmes,  les  quantités  M,  N,  /;',  </'  disparais- 
sent toutes  quatre,  et  Ton  a 

(Va'  —  q)  (rW  -f-  sWa)  =  {9a  —  p)  (j<I>a'  -h  ^Va'); 

ce  qui  donne,  entre  les  trois  quantités  a',  $a',  Va',  les  mêmes 
équations  que,  dans  l'article  précédent,  nous  avons  trouvées  entre 
a,  $a,  Va,  et  qui,  par  l'élimination  de  a',  produisent  les  mêmes 
équations  aux  différences  partielles  secondes. 

XXXV. 

Le  radical  que  contient  la  quantité  V  est  celui  qui  entre  dans 
l'expression  du  rayon  de  courbure  :  si  donc  on  prend  sa  valeur 
dans  cette  expression,  pour  la  substituer  dans  celle  de  V,  en  nom- 
mant R  le  rayon  de  courbure,  on  aura 

V  =  (i  +  q')r  -  ^pqs  +  (i  +;;^)^  -f-  ^^f^; 
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et  employant  pour  V  cette  valeur,  au  lieu  d'une  abréviation  qui  a 
quelque  chose  de  capricieux,  on  en  aura  une  autre  qui  emploie  le 
rayon  de  courbure.  Faisant  donc  cette  substitution,  les  valeurs  de 
a,  4>a,  Woc  deviennent 

et  mettant  pour  a  sa  valeur  dans  les  deux  autres  équations,  on  aura 
les  deux  équations  aux  différences  partielles  du  second  ordre. 

Il  est  nécessaire  de  remarquer  ici  que  le  rayon  R  qui  entre  dans 
ces  équations  est  celui  de  la  courbe  plane. 

XXXVI. 

On  aurait  pu  se  contenter  d'eifnployer  une  seule  des  trois  équa- 
tions 

z  =  x<Poc  H- jVa  +  a, 

o  =;  p<P(x  -+-  qW(x  -h  I , 
(¥a  —  q)  {r<i>oc  -+-  sWoc)  =  ($a  —p)  {sipoc  -+-  tWoc), 

pour  chasser  des  deux  autres  l'une  des  deux  fonctions  arbitraires; 
et  alors  les  deux  équations  aux  différences  partielles  du  second 
ordre  auraient  été,  l'une  le  résultat  de  l'élimination  de  a  entre  les 
deux  équations 

'  I  -h  p*a 

(i  H-  q^  -\-p9a)  [qr<^cc  —  s{i  -i-p^a)]  \ 
H-  q{<^a—p)  [qs(^cc  —  t{l  -h p^cc)]  ) 
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et  l'autre  le  résultat  de  l'élimination  de  a  entre  lés  deux  suivantes  : 

I  4-  qVa 

z  =  —  X -^ V-y^foc  -+-  a, 

o  =/?(¥«  —  q)  [r(i  +  q^a)  —  ps^foL] 
+  (i  ^p^-^qW(x)  [s{i  H-  q^foL)  —pt^fa]\ 

d'où  Ton  voit  que  si  les  fonctions  <ï>  et  ¥  étaient  déterminées  et 
connues,  ces  deux  différentielles  secondes  seraient  linéaires  en 
Fj  Sj  t:  ce  qui  prouve  que  la  surface  à  laquelle  elles  appartiennent 
peut  être  engendrée  par  une  courbe  déterminée,  qui  est  ici  la 
génératrice  plane,  et  qu'il  n'est  pas  nécessaire  de  la  considérer 
comme  une  enveloppe. 

XXXVIL 

S'il  s'agissait  d'intégrer  l'une  ou  l'autre  de  ces  équations  sous  la 
forme  que  nous  venons  de  leur  donner,  et  à  laquelle  on  peut  tou- 
jours les  ramener  en  égalant  à  a  la  quantité  qui  est  sous  les  fonc- 
tions arbitraires,  il  faudrait  d'abord  chercher  les  équations  de  la 
caractéristique;  or  on  sait  que  si  la  différentielle  de  la  proposée, 
prise  en  regardant  r,  Sj  t  comme  seule  variable,  est 

Kdr  H-  Scty  +  Tdt  =  o, 

l'équation  de  la  projection  de  la  caractéristique  sur  le  plan  des  x,  y 
est. 

Rrfj^  —  Sdxdy  H-  T^'  =  o. 

En  opérant  donc  sur  la  première,  on  trouve  pour  la  caractéristique 

dy^{q^  H-  i  +/?$a)^$a 

-t-  dxdy\{q^  -f-  i  -+-/?$«)  (i  -+- p<è(x)  —  q^^0L{<b(x  — /?)]  \  =  o, 

—  dx^q{l  -h/?$a)  ($a  —p) 

46 
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équation  qui  a  deux  facteurs  rationnels,  et  qui  produit  les  deux 
équations 

iq'^  -+-  i  -h p^oc)df —  q{<Pa  — p)dx  =  o^ 

q^ddy -+-  (i  H-/7$a)fl?a7  =  o. 

On  peut  conclure  de  là  :  i"*  que  la  surface  a  deux  caractéristiques 
indépendantes,  et  dont  Tune  quelconque  peut  changer,  tandis  que 
l'autre  reste  la  même;  2**  que  les  fonctions  arbitraires  qui  complè- 
tent les  intégrales  premières  et  finies  sont  composées  de  deux  quan- 
tités différentes  pour  Tune  et  pour  Tautre. 

L'équation  de  la  première  caractéristique  peut  facilement  être 
mise  sous  la  forme 

dz  =  <Padœ ^^— ^  dr, 

q         •^' 

et  l'équation  arf)itraire  de  la  proposée  est 

Or,  de  ces  deux  équations,  la  première  est  la  différentielle  de  la  se- 
conde, prise  en  regardant  a  comme  constante,  et  toutes  deux  ont 
lieu  pour  la  première  caractéristique  :  donc,  pour  cette  caractéris- 
tique, la  quantité  a  est  constante,  ainsi  que  les  deux  coefficients  de 
l'équation 

dz=^9adx ^ — -  dy; 

donc  le  coefficient  de  dy  doit  être  une  fonction  arbitraire  de  «  :  et 
si  l'on  représente  cette  nouvelle  fonction  par  Va,  on  aura 

p<^a  +  qWa  +1=0; 
d'où  il  suit  qu'une  des  intégrales  premières  de  la  proposée  est  le 
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résultat  de  T  élimination  de  a  entre  les  deux  équations 

z  =  .r^a -h  j^a -h  «, 
o  =p<bc(  -f-  g^^u  -+-  I  ; 

ce  que  Ton  savait  déjà. 

Quant  à  la  seconde  caractéristique,  son  équation,  que  nous  ve- 
nons de  trouver,  peut  facilement  être  mise  sous  la  forme 

mettant  pour  $a  cette  valeur  dans  Téquation  auxiliaire,  on  a 

xdx  H-  ydr  -h  zdz 

«  = 'là ' 

ce  qui  produit  deux  des  équations  de  cette  caractéristique  que  nous 
avons  trouvées  art.  XXXI. 

XXXVIII. 

Nous  avons  déjà  dit  que  la  surface  engendrée  jouissait,  par  rap- 
port à  ses  courbures,  d'une  autre  propriété  générale  qui  pouvait 
servir  à  en  donner  une  définition  complète;  cette  propriété  est  que, 
pour  tous  les  points  d'une  même  ligne  de  la  seconde  courbure,  le 
rayon  de  la  première  courbure  est  constant.  En  effet,  chacun  des 
points  de  la  génératrice  plane  engendre  une  des  lignes  de  la  se- 
conde courbure;  or  cette  génératrice  est  constante  de  forme  :  donc, 
pour  le  même  point  générateur,  le  rayon  de  courbure  de  la  géné- 
ratrice, c'est-à-dire  le  rayon  de  la  courbure  plane  de  la  surface,  est 
constant. 

La  ligne  de  la  seconde  courbure  étant  toujours  normale  au  plan 
générateur,  les  équations  différentielles  de  ses  projections  sur  les 

46. 
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trois  plans  rectangulaires  sont 

<b(xdy  —  ^fadœ  =  o, 
<b(xdz  -h  dx  =  Oy 
Wadz  -\-  df  =^o. 

Donc  la  surface  est  telle,  que  si  le  point  de  la  génératrice  plane  ne 
change  pas,  c'est-à-dire  que  si  Tune  des  trois  équations  précédentes 
a  lieu,  par  exemple 

^ccdy  —  W<xdx  =  o, 

le  rayon  de  courbure  R  de  la  génératrice  plane  ne  change  pas.  Il 
faut  donc  que  l'on  ait 

<bocdx  —  Wadjc  =  nR^^R. 

Si,  dans  cette  équation,  on  met  pour  *«  et  Va  les  valeurs 
que  nous  avons  trouvées  art.  XXXV,  et  qui  contiennent  la  même 
quantité  R,  on  aura  une  équation  aux  différences  mêlées,  ordi- 
naires et  partielles,  qui  seule  exprimera  toutes  les  surfaces  soumises 
à  la  génération  dont  nous  nous  sommes  occupés.  Cette  équation  est 
aux  différences  partielles  du  second  ordre,  puisqu'elle  contient  les 
quantités  r,  ^,  ^,  R  ;  elle  est  délivrée  des  deux  fonctions  arbitraires 
$,  ¥,  qui  dépendent  de  la  nature  de  la  surface  développable  sur 
laquelle  roule  le  plan  générateur,  et  elle  ne  contient  que  la  fonc- 
tion n,  qui  dépend  de  la  nature  de  la  génératrice  plane;  elle  est,  de 
plus,  aux  différences  ordinaires  :  elle  est  donc  la  différentielle  ordi- 
naire de  la  troisième  équation  aux  différences  partielles  du  second 
ordre,  équation  qu'elle  peut  suppléer,  soit  pour  descendre  de  l'in- 
tégrale finie  à  l'équation  aux  différences  partielles  du  troisième 
ordre,  soit  pour  remonter  de  celle-ci  à  l'intégrale  finie. 
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XXXIX. 

L'équation  aux  différences  mêlées  que  nous  venons  de  trouver 
est  la  même  que  celle  qu'on  aurait  obtenue  si  Ton  avait  d'abord 
diflférentié  l'équation  intégrale  de  l'art.  XX  aux  différences  par- 
tielles du  second  ordre;  ce  qui  n'aurait  pas  suffi  pour  éliminer 
l'indéterminée  a  et  les  fonctions  <p  et  4,  ainsi  que  toutes  leurs  dé- 
rivées. Il  eût  fallu,  pour  cela,  différentier  ensuite  une  fois  aux  dif- 
férences ordinaires,  ce  qui  aurait  introduit  le  mélange  des  diffé- 
rences ordinaires  et  partielles;  et  alors  l'équation  résultante  eût 
encore  différé  de  celle  que  nous  venons  de  trouver,  parce  que  les 
quantités  j3  et  n|3  qu'elle  renferme  ne  sont  pas  respectivement  les 
mêmes  que  R  et  IlR:  mais  il  est  facile  de  ramener  Tune  de  ces 
équations  à  l'autre,  en  observant,  ce  qui  est  évident,  que  la  quan- 
tité que  nous  avons  exprimée  par  n|3  dans  l'intégrale  est  précisé- 
ment celle  que,  dans  l'équation  aux  différences  mêlées,  nous  repré- 
senterons par  R. 

XL. 

Recherches  de  V équation  aux  différences  partielles  du  troisième 

ordre. 

Nous  avons  vu  que,  pour  tous  les  points  de  la  même  ligne  d'une 
courbure,  le  rayon  de  l'autre  courbure  est  constant.  Or  on  sait  que 
l'expression  du  rayon  de  courbure  et  l'équation  de  la  ligne  de  cour- 
bure sont 


dx  2[(i-h<7*)j  — ;?^0 

équations  dans  lesquelles  le  radical,  qui  est  le  même,  a  des  signes 
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différents,  s'il  s'agit  de  la  ligne  et  du  rayon  de  la  même  courbure; 
mais,  si  l'on  veut  comparer  le  rayon  d'une  de's  courbures  avec  la 
ligne  de  l'autre,  comme  dans  le  cas  présent,  il  faut  que  les  signes  du 
radical  soient  les  mêmes  pour  l'un  et  pour  l'autre. 

Notre  surface  est  donc  telle,  qu'en  donnant  à  —  ^  la  valeur  qui 
convient  à  la  seconde  courbure,  c'est-à-dire  en  faisant 


^___  (i-+-;?')r  — (i-f-y')r4-\/"[(i-+-y')r>-2/?7f-t-(i-t-/?^)^p  — 4>^'(rf~.ç^) 

où  le  signe  du  radical  est  le  même  que  dans  la  valeur  de  R,  on  ait 

R  =  constante; 
par  conséquent 

rfR  =  o, 
ou 


(§)''-^  +  (f  )'<'•=<'• 


Faisant  cette  substitution,  et  effectuant  les  différentiations  partielles 

de  R,  on  aura  l'équation  aux  différences  partielles  du  troisième 

ordre. 

XLL 

Cette  équation  du  troisième  ordre,  que  nous  venons  de  trouver 
directement  par  les  considérations  géométriques,  pouvait  être  obte- 
nue par  la  différentiation  de  chacune  des  trois  équations  du  second 
ordre.  Commençons  d'abord  par  l'équation  aux  différences  mêlées 

<^ady—  ¥aéfe  =  nRrfR, 

qui,  étant  regardée  comme  une  différentielle  ordinaire  totale, 
donne  pour  différentielles  partielles 
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En  éliminant  la  fonction,  on  a  l'équation 

-(S)--(f)=o. 

qui,  si  Ton  effectue  les  différentiations  partielles  de  R,  et  si  l'on 
substitue  pour  $a  et  ¥a  leurs  valeurs  trouvées,  ou  dans  F  ar- 
ticle XXXIII,  ou  dans  Fart.  XXXV,  produira  la  même  équation 
aux  différences  partielles  du  troisième  ordre. 

XLII. 

Enfin,  c'est  encore  la  même  équation  qu'on  obtient  par  la  diffé- 
rentiation  de  l'une  quelconque  des  deux  autres  équations  du  second 
ordre,  et  qui  sont  chacune  le  résultat  de  l'élimination  de  l'une  des 
deux  fonctions  arbitraires  *a,  ¥a,  entre  les  trois  équations 

z  =  a?$a  -j-y^^a  -+-  a, 
o  =p^(x  H-  q^^oc  H-  I , 
{Wa  —  q)  {r^cc  -+-  sWa)  =  ($a  —p)  (s^S^a  +  tWoc). 

C'est  cette  équation  que  nous  allons  effectuer,  parce  qu'elle  pré- 
sente des  formes  plus  simples.  Soient 

dr  =  udx  H-  ludy^ 
ds  =  mdx  4-  wdy^ 
dt  =  wdx  -h  vdy, 
doL  =ip'dx  -h  q'dy. 

En  différentiant  partiellement  l'équation  en  r,  j,  ^,  on  trouve 

(M'a  — ;;)  (j.cl>a  +  .^vFa)  —  (4>a  — />)  {wi*a -MvYa) -h  (r^  —  5»)*a  =  L;;', 
(M'a  — ^)(tx/4>aH-iv*a)  — (*a— p)(i*4>a4-  j/M'a)  —  (rt  —  5*   *a  =  L^'; 
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mais,  en  différentiant  partiellement  l'équation  en  a:,  j,  z,  on  a 

Wa  —  q  =  Uq\ 

dans  lesquelles  il  est  inutile  de  développer  les  valeurs  de  L  et  de  M. 
De  ces  quatre  équations,  si  Ton  multiplie  Tune  par  l'autre  les  deux 
extrêmes^  et  l'une  par  l'autre  les  deux  moyennes,  et  si  l'on  re- 
tranche l'une  de  l'autre  ces  deux  produits,  les  quantités/?',  q' ^  L 
et  M  disparaissent  à  la  fois,  et  l'on  a 


=  0, 


équation  dans  laquelle  il  n'y  a  plus  qu'à  substituer  pour  $  a  et  Va 
leurs  valeurs  en  différences  partielles  du  second  ordre,  que  nous 
avons  trouvées  art.  XXXIII  ou  XXXV,  et  l'on  aura  l'équation 
aux  différences  partielles  du  troisième  ordre,  qui  exprime  géné- 
ralement la  surface  que  nous  considérons,  indépendamment  de 
toute  fonction  arbitraire. 

Cette  équation,  comme  on  voit,  est  linéaire  en  w,  z//,  w,  p. 

J'en  resterai  là  par  rapport  à  cette  surface,  sur  laquelle  je  me 
propose  de  revenir,  comme  exemple,  lorsque  je  traiterai  de  la  con- 
struction et  de  l'intégration  aux  différences  mêlées,  ordinaires  et 
partielles;  mais  elle  a  quelques  rapports  avec  une  autre  surface 
dont  je  ne  crois  pas  qu'il  faille  la  séparer,  et  dont  je  vais  m' occuper 
dans  le  paragraphe  suivant. 
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§  XXVL 

SUR  LA  SURFACE  COURBE  QUI  ENVELOPPE  L'ESPACE  PARCOURU  PAR 
UNE  SPHÈRE  VARIABLE  DE  RAYON,  ET  DONT  LE  CENTRE  PARCOURT 
UNE  COURBE  A  DOUBLE  COURBURE  QUELCONQUE. 


I. 

Si  l'on  suppose  qu'une  sphère  variable  de  rayon  se  meuve  de 
manière  que  son  centre  parcoure  une  courbe  à  double  courbure 
quelconque,  et  que  la  grandeur  de  son  rayon  dépende  de  la  posi- 
tion du  centre,  cette  surface  parcourra  im  espace  dont  l'enveloppe 
est  la  surface  dont  nous  allons  nous  occuper.  Je  pourrais  citer  plu- 
sieurs exemples  de  surfaces  soumises  à  cette  génération,  dont  une 
des  plus  remarquables  est  celle  de  la  colonne  torse,  qui  n'est  autre 
chose  que  l'enveloppe  de  l'espace  parcouru  par  une  sphère  va- 
riable de  rayon,  et  dont  le  centre  parcourt  une  hélice  de  vis  dont 
l'axe  est  vertical. 

IL 

Le  centre  de  la  sphère  mobile  étant  assujetti  à  être  sur  une  courbe 
à  double  courbure,  ses  trois  coordonnées  ont  entre  elles  les  deux 
relations  exprimées  par  les  deux  équations  de  la  courbe  :  ainsi  deux 
d'entre  elles  sont  fonctions  de  la  troisième;  mais  le  rayon  qui  dé- 
pend aussi  de  la  position  du  centre  doit  être  de  même  une  fonction 
de  l'ordonnée  principale  :  donc  le  rayon  et  les  trois  coordonnées  du 
centre  sont  tels,  que  trois  de  ces  quantités  sont  fonctions  de  la  qua- 
trième. Prenant  donc  le  rayon  lui-même  pour  quantité  principale, 
et  en  la  représentant  par  a,  les  trois  coordonnées  du  centre  seront 
des  fonctions  de  a,  et  ces  fonctions  seront  arbitraires.  Ainsi,  pour 
une  valeur  du  rayon  égale  à  a,  l'équation  de  la  surface  de  la  sphère 
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mobile,  considérée  comme  enveloppe,  sera 

dans  laquelle  les  trois  fonctions  (p,  4>  ^  ^^^t  arbitraires. 

Pour  avoir  une  équation  de  la  caractéristique,  c'est>à-dire  de 
l'intersection  de  deux  sphères  consécutives,  il  faut  différentier 
l'équation  de  la  sphère,  en  regardant  a  comme  seule  variable;  ce 
qui  donne 

{x—  <f>)(p'  -h  (r  — 4)4'+  {z  —  7r)7r'-+-  a  =  o. 

Mais  la  caractéristique,  à  laquelle  appartiennent  les  deux  équations 
précédentes,  peut  être  regardée  comme  la  génératrice  de  la  surface 
enveloppe,  en  regardant  cette  courbe  comme  mobile  dans  F  espace 
en  vertu  de  la  variation  de  a.  Ou,  ce  qui  revient  au  même,  l'enve- 
loppe n'est  autre  chose  que  le  lieu  de  toutes  les  caractéristiques  in- 
dividuelles qu'on  obtiendrait  en  donnant  à  a  successivement  toutes 
les  valeurs  possibles  :  donc  l'équation  intégrale  de  l'enveloppe  n'est 
autre  chose  que  le  résultat  de  l'élimination  de  a  entre  les  deux  équa- 
tions précédentes;  opération  qui  ne  peut  s'effectuer  que  lorsque  les 
formes  des  trois  fonctions  (p,  4>  t»"  sont  déterminées. 

III. 

L'équation  intégrale  de  la  caractéristique  que  nous  venons  de 
trouver  est  évidemment,  en  a?,  j,  z,  celle  d'im  plan  :  donc  cette 
courbe  est  l'intersection  de  la  surface  de  la  sphère  mobile  par  un 
plan  aussi  mobile,  et  est,  par  conséquent,  la  circonférence  d'un 
cercle;  mais  ce  plan  ne  passe  pas  par  le  centre  de  la  sphère, 
puisque,  indépendamment  des  trois  termes  qui  contiennent  x  —  <p, 
y  —  4  ^'^  ^'  —  '^y  l'équation  a  un  quatrième  terme  a  :  donc  ce  cercle 
n'est  point  un  grand  cercle  de  la  sphère;  donc  son  plan  n'est 
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normal  à  l'enveloppe  en  aucun  point  de  la  caractéristique,  et  ne 
contient  aucune  des  normales  de  la  surface. 


IV. 

Si  Ton  considère  la  suite  des  caractéristiques  dont  la  surface  est 
le  lieu,  il  est  facile  de  reconnaître  que  deux  quelconques  d'entre 
elles,  prises  consécutivement,  se  rencontrent  en  deux  points  qui 
sont  sur  la  droite  d'intersection  de  leui's  plans.  Le  lieu  de  tous  les. 
points  ainsi  déterminés  est  sur  la  surface  une  courbe  à  double  cour- 
bure qui  a  deux  branches,  et  qui  est  touchée  dans  chacune  de  ses 
branches  par  chaque  caractéristique.  Cette  courbe  est  une  ligne 
singulière  de  la  surface;  c'est  une  arête  de  rebroussement,  suite 
nécessaire  de  la  génération. 

Chacun  des  points  de  l'arête  de  rebroussement  étant  à  l'inter- 
section de  deux  caractéristiques  consécutives,  les  coordonnées 
r,  j,  z  de  ce  point  sont  celles  de  la  caractéristique  qui  ne  changent 
pas  lorsque,  dans  ces  équations,  a  change  et  devient  a  -h  rfa  :  on 
aura  donc  une  équation  relative  à  ce  point,  si  l'on  différentie  les 
équations  de  la  caractéristique,  en  regardant  j?,  y^z  comme  con- 
stantes, et  a  comme  seule  variable;  ce  qui  donne  la  troisième 
équation 

Pour  un  a  déterminé,  les  trois  équations  donnent  les  valeurs  des 
coordonnées  x,  j,  z  du  point  correspondant  de  l'arête  de  rebrous- 
sement; et  cette  arête  elle-même  est  le  lieu  de  tous  les  points  qu'on 
obtiendrait  ainsi  en  donnant  successivement  à  a  toutes  les  valeurs 
possibles. 

Donc  les  équations  intégrales  de  l'arête  de  rebroussement  sont  le 
résultat  de  l'élimination  de  a  entre  les  trois  équations  précédentes. 
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Les  valeurs  de  a?,  j,  z,  que  produisent  les  trois  équations  précé- 
dentes, contiennent  toutes  le  même  radical.  Si  les  quantités  a,  (p, 
4,  TT  ont  entre  elles  une  relation  telle,  que  la  valeur  de  ce  radical 
commun  soit  nulle,  deux  caractéristiques  quelconques  ne  se  cou- 
pent plus  en  deux  points;  elles  n'ont  qu'un  seul  point  de  commun, 
et  ce  point  est  un  point  de  contact.  Les  deux  branches  de  la  courbe 
touchée  par  toutes  les  caractéristiques  se  confondent  en  une  seule; 
et  cette  courbe,  sans  cesser  d'être  une  ligne  singulière  de  la  sur- 
face ,  n'est  plus  une  arête  de  rebroussement ,  elle  est  une  ligne  de 
striction. 

Il  est  facile  de  trouver  qu'en  faisant,  pour  abréger, 

l'équation  qui  établit  la  relation  que  doivent  avoir  entre  elles  les 
quatre  quantités  a,  (p,  4,  tt,  pour  que  le  radical  s'évanouisse,  est 

Cette  relation  est  destinée  à  chasser  une  des  trois  fonctions  (p,  4>  ^• 
Pour  ce  cas  particulier,  l'équation  intégrale  ne  doit  donc  renfermer 
que  deux  des  trois  fonctions  <Pj  '^^  tt,  et  son  équation  aux  diffé- 
rences partielles,  délivrée  de  toute  fonction  arbitraire,  ne  doit  donc 
être  que  du  second  ordre.  Mais  l'équation  en  a,  (p,  4?  ^>  qi^e  nous 
venons  de  trouver,  n'est  pas  algébrique;  elle  est  aux  différences 
ordinaires  du  second  ordre:  on  ne  peut  donc,  par  son  moyen,  éli- 
miner une  des  trois  fonctions  arbitraires  et  ses  deux  dérivées,  à 
moins  qu'on  ne  dififérentie  aux  différences  ordinaires  les  autres 
équations  qui  appartiennent  à  la  surface.  L'équation  différentielle 
de  ce  cas  particulier  doit  donc  être  aux  différences  mêlées,  ordi- 
naires et  partielles.  Je  reviendrai  sur  cette  surface,  et  je  la  traiterai 
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dans  le  plus  grand  détail,  lorsque  je  remploierai  comme  exemple 
dans  le  Mémoire  que  je  donnerai  sur  les  équations  aux  différences 
mêlées. 

VI. 

Lorsqu'une  surface  est  du  premier  ordre,  ou,  pour  mieux  dire, 
lorsque  l'équation  de  son  enveloppée  ne  contient  qu'une  seule 
fonction  arbitraire  de  a,  son  arête  de  rebroussement  est  toujours 
susceptible  d'être  exprimée  par  ime  seule  équation  aux  différences 
ordinaires,  délivrée  de  a  et  de  la  fonction.  En  effet,  soit  M  =  o 
l'équation  de  l'enveloppée  qui  ne  soit  composée  que  de  x,  y,  z, 
a,  (pa;  les  équations  intégrales  de  l'arête  de  rebroussement  seront 

M  =  o, 

(-3r)  =  »' 

On  pourra  donc  différentier  les  deux  premières,  en  regardant  a 
comme  constante;  ces  deux  premières,  et  leurs  différentielles  ordi- 
naires, ne  contiendront,  par  rapport  à  a,  que  a,  (pa,  (p'a  :  on  pourra 
donc  toujours  éliminer  ces  trois  quantités  entre  les  quatre  équa- 
tions, et  l'équation  aux  différences  ordinaires  résultante  exprimera, 
en  général,  les  arêtes  de  rebroussement  de  toutes  les  surfaces  sou- 
mises à  la  même  génération,  et  renfermera,  comme  cas  particuliers, 
toutes  les  caractéristiques  de  ces  surfaces. 

Dans  les  surfaces  d'ordres  supérieurs,  comme  celle  que  nous  trai- 
tons, et  dont  l'équation  de  l'enveloppée  contient  plus  d'une  fonc- 
tion arbitraire  de  a,  quelque  loin  que  l'on  pousse  les  différentia- 
tions  ordinaires,  il  est,  en  général,  impossible  d'éliminer  toutes  les 
fonctions,  parce  que  chaque  différentiation  introduit  des  dérivées 
nouvelles;  et  l'on  ne  peut  avoir,  pour  l'arête  de  rebroussement. 
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une  équation  délivrée  de  a  et  de  toutes  ses  fonctions,  qu'aux  diffé- 
rences mêlées,  ordinaires  et  finies.  Gela  tient  à  ce  que,  dans  notre 
cas  par  exemple,  pour  qu'un  point  appartienne  à  une  arête  de  re- 
broussement,  il  ne  suffît  pas  que  chacun  de  ses  points  soit  déter- 
miné par  l'intersection  de  deux  circonférences  de  cercles  consécu- 
tifs et  variables  de  rayon;  car  si  l'on  faisait  mouvoir  un  cercle 
variable  de  rayon  de  manière  qu'il  fût  perpétuellement  tangent  à 
une  même  courbe  donnée,  sa  circonférence  n'engendrerait  pas  la 
surface  dont  nous  nous  occupons.  Il  faut  que  les  circonférences  des 
deux  cercles  consécutifs  se  coupent  en  deux  points,  et  que  ces  deux 
points  soient  sur  les  deux  branches  de  l'arête  de  rebroussement. 
Dans  l'équation  différentielle  de  cette  arête,  on  est  donc  obligé  de 
considérer  en  même  temps  deux  points  placés  à  une  distance  finie; 
ce  qui  introduit  nécessairement  les  différences  finies.  Dans  un 
Mémoire  où  je  m'occuperai  de  la  construction  des  équations  aux 
différences  mêlées,  ordinaires  et  finies,  l'arête  de  rebroussement 
dont  il  s'agit  ici  entrera  naturellement  comme  exemple. 

VIL 

Pour  trouver  directement  les  équations  de  la  surface  aux  diffé- 
rences partielles  du  premier  ordre,  il  faut  exprimer  une  propriété 
générale  du  plan  tangent  ou  de  la  normale  :  or  la  surface  a  évidem- 
ment cette  propriété,  que  si,  par  un  quelconque  de  ses  points,  on 
lui  mène  une  normale,  cette  droite,  qui  sera  aussi  normale  à  la 
sphère  enveloppée  que  la  surface  touche  en  ce  point,  passera  par 
le  centre  de  la  sphère.  Or,  en  nommant  x\y\z'  les  coordonnées 
du  point  variable  de  la  normale,  les  deux  équations  de  cette  droite 
sont,  comme  on  sait, 

.r'  —  X  -^ p{z  —  z)  =  o, 
y'  —  y  ^  q{z'  —  z)  =  o; 
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la  normale  devant  passer  par  le  centre  de  la  sphère  dont  les  coor- 
données sont  (pa,  4^)  "^^î  ^^^  deux  équations  doivent  donc  avoir 
lieu  pour  la  surface,  en  mettant,  pour  .r',  y\  z\  les  valeurs  res- 
pectives ^,  4>  '^-  donc  on  aura 

X  —  '^+q{z  —  7r)  =  o. 

Tirant  de  ces  deux  équations  et  de  celle  de  la  sphère  les  valeurs  de 
j:^^,  j,  z,  et  faisant,  pour  abréger, 

I  -4-  /?'  H-  9'  =  k\ 
on  aura  les  trois  équations 

{X  —  <P)^-+-  OLf  =  0, 

(7  — 4)Â--f-ay  =  o, 
(z  —  7r)k  —  a  =  o, 

qui  comprennent  les  trois  équations  aux  différences  partielles  du 
premier  ordre  de  la  surface;  c'est-à-dire  que,  si  Ton  prend  ces  trois 
équations  deux  à  deux,  ce  qui  se  peut  faire  de  trois  manières  diffé- 
rentes, le  résultat  de  l'élimination  de  a,  entre  chacun  de  ces  trois 
systèmes,  sera  une  des  trois  équations  différentielles  du  premier 
ordre.  Ainsi  ces  trois  équations  sont,  la  première,  le  résultat  de 
l'élimination  de  a  entre  les  deux  équations 

[x  —  ^)Â*  -h  a/?  =  o, 

(r— 4)^  +  ^9  =  0; 

la  seconde,  le  résultat  de  l'élimination  de  a  entre  les  deux  suivantes  : 

(r— 4)^'H-«y  =  0, 

(z  —  w)k  —  a   =  o; 
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et  la  troisième,  le  résultat  de  F  élimination  de  a  entre  les  deux 

autres  : 

{z  —  7r)k  —  a    =  o, 

{x  —  (p)  A  -h  a/?  =  o, 

où  l'on  voit  que  chacune  de  ces  trois  différentielles  est  délivrée 
d'une  des  trois  fonctions  arbitraires  (p,  4?  '^• 

VIIL 

Puisque  toutes  les  normales  à  la  surface,  menées  par  les  points 
de  la  génératrice  considérée  dans  une  position  fixe,  passent  par  le 
même  point,  qui  est  le  centre  de  la  sphère  correspondante,  la  géné- 
ratrice est  telle,  que  les  normales  qui  passent  par  deux  de  ses  points 
consécutifs  sont  dans  un  même  plan;  elle  est  donc  la  ligne  d'une  des 
courbures  de  la  surface.  11  y  a  donc  entre  la  surface  que  nous  consi- 
dérons ici,  et  celle  qui  fait  l'objet  du  paragraphe  précédent,  cette 
analogie,  que  dans  l'une  et  l'autre,  la  ligne  d'une  des  courbures  est 
plane;  mais  il  y  a  cette  différence,  que  dans  la  surface  précédente 
le  plan  de  cette  ligne  de  courbure  contient  toutes  les  normales  qui 
passent  par  ses  différents  points,  tandis  que  dans  celle-ci  le  plan 
n'en  contient  aucune.  Le  lieu  des  normales  qui  passent  par  la  même 
ligne  plane  de  courbure  est  la  surface  d'un  cône  à  base  circulaire, 
dont  le  sommet  est  au  centre  de  la  sphère,  et  dont  la  base  est  dans 
le  plan  de  la  ligne  de  courbure. 

IX. 

Pour  tous  les  points  de  la  même  ligne  de  courbure  plane,  le 
centre  de  cette  même  courbure  n'est  autre  chose  que  le  centre  de 
la  sphère  enveloppée  :  donc,  dans  la  surface  que  nous  considérons, 
le  lieu  des  centres  d'une  des  courbures  cesse  d'être  une  surface 
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courbe;  il  se  réduit  à  une  ligne  courbe,  qui  est  celle  que  parcourt 
le  centre  de  la  sphère  mobile,  comme  cela  arrive  aux  surfaces  de 
révolution,  qui  en  sont  des  cas  particuliers. 

X. 

D'après  cela,  il  est  facile  de  trouver,  par  des  considérations  géo- 
métriques, les  trois  équations  aux  différences  partielles  du  second 
ordre;  car  il  évident  que,  pour  tous  les  points  de  la  ligne  plane  de 
courbure,  le  rayon  de  cette  courbure  est  constant  et  égal  au  rayon 
de  la  sphère  enveloppée,  que  nous  avons  représenté  par  a.  Or 
l'expression  générale  du  rayon  de  courbure  est  donnée  en  R  par 
l'équation 

donc,  tirant  de  cette  équation  la  valeur  de  R ,  et  la  substituant  pour  a 
dans  les  trois  équations  aux  différences  premières,  les  trois  équa- 
tions aux  différences  partielles  secondes  seront 

{x—  çK)k  -hpR  =  o, 
(j-4R)^  +  yR  =  o, 

{z  —  7TR)k—  R  =o, 

équations  qui  sont  séparées,  et  dont  chacune  ne  contient  plus 

qu'une  fonction  arbitraire. 

Ces  équations  sont  les  mêmes  que  celles  qu'on  aurait  obtenues 

en  différentiant  partiellement  les  trois  équations  aux  différences 

premières. 

XL 

Les  équations  aux  différences  partielles  du  troisième  ordre  expri- 
ment les  propriétés  des  surfaces  courbes,  relatives  aux  variations  de 
leurs  lignes  de  courbure  ou  de  leurs  rayons  de  courbure  :  or,  par 
rapport  à  ces  variations,  la  surface  que  nous  considérons  jouit  évi- 
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demment  de  cette  propriété,  que,  pour  tous  les  points  de  la  ligne 
plane  de  courbure,  le  rayon  de  cette  même  courbure  est  constant  ; 
ce  qui  établit  une  opposition  entre  cette  surface  et  celle  du  para- 
graphe précédent,  dans  laquelle  le  rayon  de  la  courbure  plane  est 
constant  pour  tous  les  points  d'une  même  ligne  de  l'autre  courbure. 
Si  donc  on  représente  par 

Adx  -+-  Bdy  =  o 

r  équation  générale  de  la  ligne  de  courbure  que  nous  avons  donnée 
art.  XL  du  paragraphe  précédent,  et  dans  laquelle  le  signe  du 
radical  doit  être  différent  de  celui  qui  entre  dans  l'expression  du 
rayon  de  courbure  R,  afin  que  le  rayon  et  la  courbe  appartiennent 
à  la  même  courbure,  il  faut  qu'en  donnant  à  ^  la  valeur  qu'elle  a 
dans  cette  équation,  le  rayon  de  courbure  soit  constant,  ou  (jue 

l'on  ait 

rfR  =  o, 
ou  enfin 

On  aura  donc,  pour  tous  les  points  de  notre  surface, 
B(15)-A(-)  =  o. 

Si  l'on  effectue  les  différentiations  partielles  indiquées  dans  cette 
équation,  on  aura  l'équation  unique  aux  différences  partielles  du 
troisième  ordre  de  la  surface. 

XII. 

Pour  effectuer  les  différentiations  partielles  de  l'article  précé- 
dent, et  arriver  à  un  résultat  mieux  ordonné,  je  reprends,  dès  l'ori- 
gine, la  recherche  des  lignes  et  des  rayons  de  courbure. 
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lies  équations  de  la  normale,  en  x\  y\  z  sont,  comme  on  sait, 

a/ —  X  -\- p{z^ —  ^)  =  ^^ 

y'  —  y^q{7!  —  z)^.o. 

Si  l'on  considère  deux  normales  consécutives,  telles  qu'elles  soient 
dans  un  même  plan,  ou  qu'elles  se  coupent,  il  faut  différentier  ces 
deux  équations,  en  regardant  x\  y\  z  comme  constantes;  ce  qui 
donne 

^r  [i-h/7^  —  [z  —  z)r]  -h  dy[pq  —  {z  —  z)  ^]  =  o, 

f/x[pq  —  (z' —  z)s]  -h  dy[i-{-  q^  —  {z —  z)  t]  =  o, 

dans  lesquelles  la  valeur  de  -r-  est  celle  qui  convient  à  la  ligne  de 
courbure  par  laquelle  passent  les  deux  normales  consécutives,  et 
dans  les  quatre  équations,  les  coordonnées  x\  y\  z  sont  celles  du 
point  de  rencontre  des  deux  normales,  et,  par  conséquent,  du 
centre  de  la  courbure  :  on  aura  donc 


ou 


R 


substituant  cette  valeur  de  z'  —  z  dans  les  deux  équations  différen- 
tielles, elles  deviendront 

(lx{v  +/?»  — ^^  -h  dy{j)q  —  ^)  =  o, 

dx[pq—  x)  +  «?r  (iH-  v'—  t)  =  *^- 

Actuellement,  soit  fait,  pour  abréger, 

Rr-(i-hyP*)^  =  A, 
R^  — pqk  =  B, 

Ri— (i-h  q^)k  =  C; 

48. 
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r équation  de  la  projection  de  la  ligne  de  courbure  sera,  indifférem- 
ment, Tune  des  deux  suivantes  : 

Kdx  -h  Bû?j  =  o,       ^dx  -h  Grfj  =  o, 

entre  lesquelles  éliminant—-,  on  aura,  pour  l'équation  qui  donne 
la  valeur  du  rayon  de  la  même  courbure, 

AC  — B*^  =  o. 

C'est  cette  équation  qu'il  faut  différentier  partiellement  pour 

avoir  les  valeurs  de  (  -^  )  ?  (  ^  )  • 

XIIL 
La  différentielle  ordinaire  de  l'équation  AC  —  B^  =  o  est 
G^A  —  aB^B  +  A^G  =  o, 
ou,  en  mettant  pour  rfA,  û?B,  ^G  leurs  valeurs, 

rfR  (Gr  —  2Bj  -h  Af)  +  R  (Grfr  —  i^ds  +  Mt)  \ 

—  ik  \Ckpdp  —  B  {pdq  -h  qdp)  H-  kqdq  ] 

—  dk  [(i  +/?^)  G  -  2/?^B  +  (i  +  ^^)  A] 

Donc,  si  l'on  fait 

dr  =  udx  -h  mdy^ 

ds  =  mdx  -+-  wdy^ 

dt  =  wdx  -h    vdy^ 

les  deux  différences  partielles  de  cette  équation  sont 

(2)(C''  — 2B5H-A«)-f-R(Cii— 2Bî//-4-Aw)--2Jt[C;7r— B(7/•-^;7^)-^Al7J] 

(^)(Cr  — 2B5H-A0-hR(C7//  — 2Biv-f-Ai^)  — 2fe[Cy^.9— B(9.ç-f-;7/)4-A9<] 


=  O. 


k 
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Pour  substituer  ces  valeurs  de  (  -^  )  >  (  ^  )  ^^^^ 

B(§)-A(f)=l 

il  faut  multiplier  la  première  par  B,  la  seconde  par  A,  et  retran- 
cher; ce  qui  donne,  pour  l'équation  aux  difFérences  partielles  du 
troisième  ordre, 

Mais  des  trois  termes  dont  cette  équation  est  composée,  le  second 
est  le  double  du  troisième.  En  effet,  si  dans  les  équations  qui  don- 
nent les  valeurs  de  A,  B,  G,  on  prend  celles  de  i  -h/?% pq,  i  -+-  7 % 
pour  les  substituer  dans  le  dernier  facteur  au  troisième  terme,  on 
trouve,  à  cause  de  AG  —  B  ^  =  o, 

et,  prenant  dans  les  mêmes  équations  pour  r,Sjt  leurs  valeurs  pour 
les  substituer  dans  le  premier  facteur  du  même  terme,  on  trouve 

-^ ^  \ ^  =  {Bp  -Aq)-^; 

donc  le  troisième  terme  de  l'équation  aux  difFérences  partielles  du 
troisième  ordre  sera 

—  k{Bp  —  Aq)  (Gr  —  2B^  +  At), 

et,  par  conséquent,  la  moitié  du  second  terme:  donc,  réduisant  et 
chassant  G  au  moyen  de  AG  —  B^  =  o,  cette  équation  sera 

R  {B'u  —  3B^Am/  +  3BAV  —  AV)  j 
—  3*(B/7  — A^)(BV— 2AB^  +  A^0   \^  ^' 
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dans  laquelle  il  n'y  a  plus  qu'à  substituer  pour  A  et  B  leurs  valeurs, 
qui  sont  en  différences  partielles  du  second  ordre. 

XIV. 

S'il  s'agissait  d'intégrer  cette  équation,  sa  simplicité  rendrait 
l'opération  très-facile.  En  effet,  l'équation  de  la  projection  de  la 
caractéristique  est 

B  Wj'  -+-  3B^A4r'^+  3BAV/j^^-h  AV,r=^  =o, 

qui  est  un  cube  parfait,  et  dont  la  racine  est,  indifféremment, 

Brfj  H-  Arf.r  =  o, 
ou 

Cdy  -h  Bfltr  =  o, 

à  cause  de  AC  —  B^  =?  o  ;  ce  qui  prouve  que  la  surface  n'a  qu'une 
seule  caractéristique,  et  que  la  quantité  qui  doit  entrer  sous  les  trois 
fonctions  arbitraires  qui  complètent  son  intégrale  finie,  est  la  même. 
Remettant  dans  ces  équations,  pour  A,  B,  G,  leurs  valeurs,  elles 
deviennent 

(R.V  —pqk)  dy  -h  [Rr  —  (i  -h/^')  k\  dx  =  o, 

[R^  —  (i  -^  q')  k]  dy  -h  (R.V  —pqk)  dv  =  o, 

ou 

Kdp  —  k  {dx  ~\- pdz)  =  o, 

Rrf(/  —  k  {dy  -h  qdz)  =  o, 

entre  lesquelles,  si  l'on  élimine  la  quantité  R,  on  trouve  pour  la 
caractéristique, 

{dy  -+-  qdz)  dp  =  {dx  -\-  pdz)  dq^ 

qui  est  l'équation  générale  de  la  ligne  de  courbure  ;  donc  la  carac- 
téristique est  une  des  lignes  de  courbure  de  la  surface. 
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Si,  des  deux  équations 

Kdp  —  k  {dx  -\-  pdz)  =  o, 

Kdq  —  k  {djr  -+-  qdz)  =  o, 

et  de 

dz  —  pdv  —  qdj  =  o, 

on  tire  les  valeurs  de  dœ^  dy^  dz^  on  trouve 

dx  =  Rrf  Y  ' 

Al 

dy=Kdl, 

dz  ==^  —  Rrf  r  ' 

k 

équations  qui,  en  regardant  R  comme  constante,  sont  des  différen- 
tielles exactes.  Or  ces  trois  équations  ont  lieu  pour  la  caractéris- 
tique: donc,  pour  tous  les  points  de  cette  courbe,  la  quantité  R 
est  constante;  donc,  en  intégrant  ces  trois  équations,  et  les  complé- 
tant chacune  par  une  fonction  arbitraire  de  la  quantité  R,  qui  a  été 
regardée  comme  constante,  on  aura,  pour  la  surface  courbe,  les 
trois  équations  premières  séparées 

o?—  (pR  =  R^, 

j-4R  =  Rf, 

z  _9rR=— R^, 

k 

dans  lesquelles  il  faut  mettre,  pour  R,  la  valeur  du  rayon  de  cour- 
bure en  différences  partielles  du  second  ordre. 

La  quantité  R  étant  la  seule,  dans  ces  équations,  qui  contienne 
des  différences  partielles  du  second  ordre,  il  est  évident  que,  si  l'on 
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éliminait  R  entre  deux  quelconques  de  ces  équations,  le  résultat  ne 
renfermerait  plus  que  des  différences  partielles  du  premier  ordre, 
et  contiendrait  deux  des  fonctions  arbitraires;  ce  résultat  serait 
donc  une  des  intégrales  secondes.  L'élimination  dont  il  s'agit  ici  ne 
peut  s'effectuer  tant  que  les  fonctions  qui  contiennent  R  sont  arbi- 
traires, et  l'on  ne  peut  que  l'indiquer.  Donc  les  trois  intégrales 
secondes  sont  les  résultats  de  l'élimination  de  l'indéterminée  R  entre 
les  trois  équations  précédentes  considérées  deux  à  deux  ;  ce  qui 
peut  se  faire  de  trois  manières  différentes. 

Enfin,  si  l'on  fait  la  somme  des  carrés  des  trois  équations  pré- 
cédentes, on  trouve 

{x-(f>K)''  +  {y-W  +  {z  -  TfRy  =  R% 

qui  est  l'équation  de  l'enveloppée  mobile,  en  vertu  de  la  variation 
de  l'indéterminée  R.  L'équation  intégrale  finie  est  donc  le  résultat 
de  l'élimination  de  R  entre  cette  équation  et  sa  différentielle,  prise 
en  regardant  R  comme  seule  variable. 

XV. 

L'équation  aux  différences  partielles  du  second  ordre,  que  nous 
venons  de  traiter,  appartenant  à  une  surface  qui  n'a  qu'une  seule 
caractéristique,  et  l'intégrale  finie  de  l'enveloppée  ne  contenant  les 
quantités  a?,  j,  cpa,  %f.a  que  sous  les  parenthèses  {x —  ?a) ,  (  J  —  ^a) , 
elle  peut  être  intégrée  d'une  autre  manière,  que  je  ne  dois  pas  pas- 
ser sous  silence,  parce  qu'elle  convient  à  toutes  les  autres  équations 
qui  sont  dans  le  même  cas,  et  pour  les  ordres  supérieurs  au  premier. 

Nous  avons  vu  que  l'équation  de  la  caractéristique,  déduite  de 
l'équation  du  troisième  ordre,  est  indifféremment  l'une  des  deux 
suivantes  : 

Bdy  -+-  Adx  =  o,     Cdy  +  Br/x  =  o  : 
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mettant  pour  j-  sa  valeur  —^ —  dans  la  proposée,  elle  devient 

—  3k{pdx  -h  qdy)  {rd^'  +  ^sdxdy  +  tdy^)    ) 

Si  Ton  considère  cette  équation  comme  appartenant  à  la  surface , 
et,  par  conséquent,  aussi  à  l'enveloppée,  de  manière  que  dx  et  dy 
puissent  être  regardées  Tune  et  l'autre  comme  constantes,  elle  peut 
être  mise  sous  la  forme  suivante  : 

Kd^z  —  SMzddz  =  o. 

Actuellement,  des  deux  équations  de  la  caractéristique,  si  l'on  mul- 
tiplie la  première  par  ûtr,  la  seconde  par  g?j,  et  si  l'on  ajoute,  on  a 

Cdy"^  -{-  ^Bdxdy-h  Adx'  =  o, 

qui,  par  la  restitution  des  valeurs  de  A,  B,  C,  donne 

R  [rdœ^  +  7,sdxdy  -+-  tdy^)  \ 

—  k  [{i  +/?')  dx""  +  ipqdxdy  +  (i  -h  ^')  e/j ']  )  "^  ^' 

ou 

"Rddz  —  k  {dx^ -^dy-  -^dz^)  =  o\ 

au  moyen  de  laquelle  chassant  ^^  de  l'autre  équation  aux  différences 

ordinaires  de  z,  on  trouve  pour  la  surface,  et  par  conséquent  pour 
l'enveloppée,  l'équation  aux  différences  ordinaires  du  troisième 
ordre, 

{djc^  -h  rfj'  +  dz"")  d'z  —  Sdzddz'  =  o, 

qu'avec  im  peu  d'habitude  on  reconnaît  aisément  pour  être  l'équa- 
tion générale  de  la  sphère,  quelles  que  soient  et  la  position  de  son 
centre  dans  l'espace,  et  la  grandeur  de  son  rayon;  mais  si  on  ne  la 

49 
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reconnaissait  pas,  il  serait  très-facile  de  l'intégrer,  car  elle  n'est 
autre  chose  que 

^i — A —  +  ^)=0' 

dont  r intégrale,  complétée  par  la  constante  arbitraire  J",  est 

^,r^  +  dj''  +  dz^  4-  (z  —  J)  ddz  =  o. 

Eln  regardant  dx  et  dy  comme  constantes,  cette  intégrale  est  une 
autre  difFérentielle  exacte,  qui  peut  se  mettre  sous  la  forme  suivante  : 

d  [xdx  +  ydf  -h  {z  —  S)  dz]  ==  o, 

dont  l'intégrale  doit  être  complétée  par  une  quantité  de  cette  forme 
^dx-\-ydjr,  puisque  dx  et  dy  ont  été  regardées  toutes  deux  comme 
constantes  dans  la  différentiation  ;  donc  l'intégrale  seconde  sera 

{x  —  ^)dX'h  {y  —  y)  dy  -}-  {z  —  ^)dz  =  o, 

dans  laquelle  (3  et  y  sont  deux  nouvelles  constantes  arbitraires  intro- 
duites parla  même  intégration  :  ainsi,  l'intégrale  troisième  de  l'équa- 
tion de  l'enveloppée  sera 


(a;-  r^y  -i-  ir-yy  ^  {z-^y  =  « 


2 


Or  la  surface  à  laquelle  appartient  la  proposée  n'a  qu'une  seule 
caractéristique  ;  par  conséquent ,  des  quatre  constantes  arbitraires 
que  contient  l'intégrale  précédente,  trois  quelconques  sont  des 
fonctions  arbitraires  de  la  quatrième  :  donc  l'équation  intégrale  de 
l'enveloppée,  considérée  comme  mobile  en  vertu  de  la  variation 
de  son  rayon,  est 

donc 9  enfin,  l'équation  intégrale  de  l'enveloppe  est  le  résultat  de 
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rélimination  de  cl  entre  cette  équation  et  sa  différentielle ,  prise  en 
regardant  a  comme  seule  variable. 

XVI. 

Lorsqu'une  surface  courbe  n'a  qu'une  seule  caractéristique,  c'est 
à-dire  lorsque  les  fonctions  arbitraires  qui  complètent  son  équa- 
tion intégrale  sont  toutes  composées  d'une  même  quantité  a ,  il  est 
toujours  possible  de  déterminer  quelles  doivent  être  les  formes  de 
toutes  ces  fonctions,  pour  que  la  surface  passe  par  autant  de  courbes 
données  arbitrairement  dans  l'espace,  ou  embrasse  autant  de  sur- 
faces courbes  données.  Mais,  comme  le  procédé  est  un  peu  compli- 
qué, je  vais  en  donner  la  marche  pour  l'un  et  pour  l'autre  cas. 

XVII. 

Trois  courbes  étant  données  arbitrairement  dans  l'espace,  déter- 
miner les  formes  des  fonctions  arbitraires  qui  entrent  dans  l'inté- 
grale, pour  que  la  surface  passe  par  ces  trois  courbes,  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  pour  que  l'enveloppée,  dans  son  mouvement,  soit 
perpétuellement  tangente  à  ces  trois  courbes. 

Représentons  les  deux  équations  qui  comprennent  l'intégrale, 
par 

puis,  soient 

M  =  o,     N  =  o, 

les  deux  équations  données  en  o:,  j)^,  z  de  la  première  des  trois 
courbes  par  lesquelles  la  surface  doit  passer.  Si  Ton  considère  en- 
semble les  trois  équations 

L  =  o,     M  =  o,     N  =  o, 

49. 
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c'est-à-dire  si  Ton  regarde  les  coordonnées  x^  j,  z  comme  ayant 
respectivement  les  mêmes  valeurs  dans  les  trois  équations,  ces  coor- 
données sont  celles  d' un  point  commun  à  l'enveloppée  et  à  la  courbe  ; 
mais  il  ne  suffît  pas  que  ce  point  soit  commun  à  la  courbe  et  à  la 
surface,  il  faut  qu'il  soit  un  point  de  contact:  donc,  si  l'on  diffé- 
rentie  aux  différences  ordinaires  ces  trois  équations,  ce  qui,  pour 
la  première,  donnera 

[x  —  (pcx,)  dx  H-  {y  —  4a)  dy  -\-  {z  —  ttol)  dz  =  o, 

et,  pour  les  deux  autres, 

X'^  +  Y'rfj4-Z'rfz  =  o, 
X'dj:-\-T'dy-^Z'dz  =  o, 

dans  lesquelles  les  six  coefficients  sont  connus  et  donnés  par  la  dif- 
férentiation,  il  faudra  que  les  deux  quantités  -r  ">  -j"*  ^^  déter- 
minent la  direction  de  la  tangente  de  la  courbe ,  aient  chacune  la 
même  valeur  dans  ces  trois  équations;  donc,  si  l'on  élimine  ces 
deux  quantités  entre  les  trois  équations,  on  aura  ena:,/,z,^,4î^î 
une  équation  que  je  représente  par 

G  =  o, 

et  qui  doit  avoir  lieu  pour  que  la  courbe  et  l'enveloppée  se  tou- 
chent dans  le  point  que  l'on  considère.  Ainsi  l'on  aura,  entre  les 
trois  coordonnées  de  ce  point,  les  quatre  équations 

L  =  o,     M  =  o,     N  =  o,     G  =  o. 

Donc,  si  l'on  élimine  entre  elles  les  trois  coordonnées  j?,  j,  z  du 
point  de  contact,  on  aura  ena,  (pa,  ^^^^^f  une  équation  que  je 
représente  par 

H  =  o, 
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et  qui  exprimera  la  relation  que  doivent  avoir  entre  elles  les  trois 
fonctions  arbitraires,  pour  que  l'enveloppée  touche  la  première 
courbe  dans  un  certain  point. 

Actuellement,  si,  pour  chacune  des  deux  autres  courbes  données 
par  lesquelles  doit  passer  la  surface,  on  fait  les  opérations  ana- 
logues, on  aura  deux  autres  équations 

H'=o,     H''=o, 

qui  seront  aussi  ena,  (pa,  4a>7ra,  et  qui  donneront  les  relations 
que  les  fonctions  arbitraires  doivent  avoir  entre  elles,  pour  que 
l'enveloppée  touche  chacune  de  ces  deux  courbes. 

Mais  il  ne  suffit  pas  que  l'enveloppée  touche  chacune  des  trois 
courbes  ;  il  faut  que  ce  contact  ait  lieu  pendant  tout  son  mouve- 
ment, c'est-à-dire  il  faut  que  les  relations  que  nous  venons  d'ex- 
primer ne  cessent  pas,  quand  même  a  varie  :  donc  il  faut  que  l'on 
ait  encore 

dH  =o, 

rfH'  =  o, 

équations  qui  contiendront  les  quantités  oc^  qxxy  ^^cx^  Trcxy  (p^a^  4'«> 
TT^ûc.  Nous  aurons  donc,  entre  ces  sept  quantités,  les  huit  équations 


L  =  o, 

m-"' 

H  =0, 

dH  =o, 

H'=o, 

dH'  =  o, 

H"=o, 

dH"  =  o. 

Donc,  en  éliminant  les  sept  quantités  entre  ces  huit  équations,  on 
aura  enx^y,  z  une  équation  délivrée  de  a  et  de  toutes  les  fonctions 
arbitraires,  et  qui  sera  celle  de  la  surface  demandée. 
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XVIII. 

I 

Trois  surfaces  courbes  ^tant  données  arbitrairement  dans  l'es-" 
pace ,  déterminer  les  formes  que  doivent  avoir  les  fonctions  arbi- 
traires dans  l'équation  intégrale,  pour  que  la  surface  engendrée 
touche  chacune  des  surfaces  données  dans  une  courbe  de  contact, 
c'est-à-dire  pour  que  l'enveloppée,  dans  son  mouvement,  touche 
perpétuellement  ces  trois  surfaces. 

Représentons  de  même  par 

les  deux  équations  qui  comprennent  l'intégrale,  et  soit 

M  =  o 

l'équation  donnée  d'une  des  trois  surfaces  que  doit  toucher  la  sur- 
face engendrée.  Si  l'enveloppée  et  la  surface  donnée  se  touchent  en 
un  certain  point,  non-seulement  les  coordonnées  x^y^zdece  point 
satisferont  aux  deux  équations 

L  =  o,     M  =  o, 

mais  encore  le  plan  tangent  en  ce  point  à  l'une  des  surfaces  coïnci- 
dera avec  le  plan  tangent  à  l'autre  surface  en  ce  même  point  :  donc, 
si  Ton  différentie  partiellement  les  équations  de  ces  deux  surfaces, 
ce  qui,  pour  la  première,  donnera 


et,  pour  la  seconde. 


p 

X —  ya 
z  —  Tra 

9 

z  —  Tra' 

/'  =  P, 

'/-Q, 
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dans  lesquelles  P  et  Q  sont  obtenues  en  a:,  j,  z  par  la  difFérentia- 
tion,  il  faudra  que  les  valeurs  de/?  et^r,  fournies  par  les  deux  équa- 
tions, soient  respectivement  égales  entre  elles;  ce  qui  donnera  les 
deux  équations 

X  —  (poc  -r-P  [z  —  Tj-a)  =  o, 
j  —  ^a  -+-  Q  (z  —  77-a)  =  o. 

On  aura  donc,  entre  les  coordonnées  ^,  j,  z  du  point  de  contact, 
quatre  équations,  savoir,  les  deux  précédentes,  et,  de  plus, 

L  =  o,     M  =  o; 

donc,  si,  entre  ces  quatre  équations,  on  élimine  les  trois  coordon- 
nées, on  aura,  ena,(pa,'Nf.a,77"a,  une  équation  que  je  représente  par 

H  =  o, 

et  qui  exprimera  la  relation  qui  doit  avoir  lieu  entre  les  trois  équa- 
tions arbitraires,  pour  que  l'enveloppée  touche  la  première  des 
trois  surfaces  données  en  un  certain  point. 

En  opérant  d'ime  manière  analogue  sur  chacune  des  deux  au- 
tres surfaces  données,  on  aura  en  a,  (pa,  4^?  '^^  deux  autres 
équations 

H'=o,     H''=o, 

qui  exprimeront  les  relations  que  doivent  avoir  les  trois  fonctions 
arbitraires,  pour  que  l'enveloppée  touche  aussi  ces  deux  autres 
surfaces.  Mais  il  ne  suffit  pas  que  ces  trois  contacts  aient  lieu  pour 
une  certaine  position  de  l'enveloppée,  il  faut  qu'ils  aient  encore 
lieu  si  l'enveloppée  vient  à  se  mouvoir  ;  c'est-à-dire  il  faut  que  les 
trois  relations  subsistent  quand  même  a  viendrait  à  varier  :  donc 
il  faut  que  l'on  ait  encore 

rfH  =  o,     dW=o,     dH'^o. 
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Ces  trois  dernières  équations  contiennent  les  sept  quantités  a,  (pa, 
%f,a,  Tra,  cp'a,  4'a,  Tr'a.  Or,  entre  ces  sept  quantités,  nous  avons 
les  huit  équations 


L  =  o, 

(S)-. 

H  =o, 

rfH  =o, 

H'  =  o, 

rfH'=o, 

H"=o, 

dH"=o; 

donc,  si,  entre  ces  huit  équations,  on  élimine  les  sept  quantités, 
on  aura  en  ^,  j,  z  une  équation  délivrée  de  toute  fonction  arbi- 
traire, et  qui  sera  celle  de  la  surface  demandée. 


§  XXVII. 

SUR  LES  DÉVELOPPÉES,  LES  RAYONS  DE  COURBURE  ET  LES  DIFFÉRENTS 
GENRES  D'INFLEXIONS  DES  COURBES  A  DOUBLE  COURBURE. 


Tout  ce  que  Ton  a  fait  jusqu'à  présent  sur  les  développées  des 
courbes ,  en  général ,  se  réduit  à  avoir  trouvé  celles  des  courbes 
planes;  encore,  parmi  le  nombre  infini  de  développées  que  peut 
avoir  une  courbe  plane,  n'a-t-on  considéré,  jusqu'ici,  que  celle  qui 
se  trouve  dans  le  même  plan  qu'elle  :  or  je  me  propose  de  démon- 
trer qu'une  courbe  quelconque,  plane  ou  à  double  courbure,  a  une 
infinité  de  développées,  toutes  à  double  courbure,  à  l'exception 
d'une  seule  pour  chaque  courbe  plane,  et  de  donner  la  manière 
de  trouver  les  équations  de  telle  de  ces  courbes  qu'on  voudra,  étant 
données  les  équations  de  la  développante.  Tout  ce  qu'on  connaît 
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sur  les  développées  n'est  donc  qu'un  cas  particulier  de  l'objet  de  ce 
paragraphe. 

I. 

Si  l'on  conçoit  une  droite  menée  par  le  centre  d'un  cercle  per- 
pendiculairement à  son  plan,  et  prolongée  de  part  et  d'autre  à  l'in- 
fini, tout  le  monde  sait  que  chacun  des  points  de  cette  droite  sera  à 
égales  distances  de  tous  les  points  de  la  circonférence;  que,  par 
conséquent,  cette  circonférence  sera  tout  aussi  rigoureusement  dé- 
crite, si  l'on  imagine  qu'une  seconde  droite,  terminée,  d'une  part, 
à  un  des  points  de  la  circonférence,  et,  de  l'autre,  à  im  point  quel- 
conque de  la  perpendiculaire,  tourne  autour  de  cette  perpendicu- 
laire comme  axe,  en  faisant  constamment  le  même  angle  avec  elle, 
que  si  l'on  eût  fait  tourner  le  rayon  autour  du  centre  et  dans  le  plan 
du  cercle.  Cette  dernière  description,  qui  n'est  qu'un  cas  parti- 
culier de  la  première,  est,  à  la  vérité,  plus  propre  que  l'autre 
à  donner  idée  de  l'étendue  du  cercle,  parce  qu'alors  il  suffit  de 
donner  le  rayon  pour  que  le  cercle  soit  connu;  tandis  que,  par 
l'autre,  il  ne  suffit  pas  de  connaître  la  longueur  de  la  ligne  décri- 
vante, il  faut  que  l'on  connaisse  encore,  ou  l'angle  qu'elle  forme 
avec  l'axe,  ou  la  partie  de  l'axe  comprise  entre  le  pôle  et  le  plan  du 
cercle,  ou,  enfin,  quelque  chose  d'équivalent,  ce  qui  comporte 
nécessairement  deux  données.  Mais  tant  qu'il  ne  sera  question  que 
de  description  dans  l'espace  et  non  sur  un  plan  résistant,  celle  des 
deux  méthodes  qui  aurait  quelque  avantage  sur  l'autre  serait  la 
générale;  parce  qu'en  prenant  sur  l'axe  deux  pôles  placés  de  part 
et  d'autre  du  plan  du  cercle,  et  menant  par  ces  deux  points  deux 
droites  qui  se  couperaient  en  un  point  de  la  circonférence,  et  fai- 
sant enfin  mouvoir  le  système  de  ces  deux  droites  autour  de  l'axe, 
de  manière  que  leur  point  d'intersection  fût  fixe  sur  l'une  et  sur 
l'autre,  le  point  décrirait  rigoureusement  la  circonférence  du  cercle, 
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sans  qa*on  eût  eu  besoin  de  connaître  auparavant  le  plan  dans  lequel 
elle  doit  se  trouver. 

IL 

Soit  KAaD  {fig»  i ,  PL  III)  (*)  une  courbe  à  double  courbure 
quelconque  tracée  dans  l'espace.  Par  un  point  A  de  cette  courbe, 
soit  mené  un  plan  MNOP  perpendiculaire  à  la  tangente  en  A;  par  le 
point  a  infiniment  proche,  soit  pareillement  mené  un  plan  mnOV 
perpendiculaire  à  la  tangente  en  a  :  ces  deux  plans  se  couperont 
quelque  part  en  une  droite  OP,  qui  sera  Taxe  du  cercle  dont  le 
petit  arc  Aa  de  la  courbe  peut  être  censé  faire  partie  ;  de  manière 
que  si  des  pointe  A  et  a  on  abaisse  deux  perpendiculaires  sur  cette 
droite,  ces  perpendiculaires,  égales  entre  elles,  la  rencontreront 
en  un  même  point  G  qui  sera  le  centre  de  ce  cercle.  Tous  les 
autres  pointe  g*,  g"',...,  de  cette  droite  seront  chacun  à  égales 
distances  de  tous  les  pointe  de  Tare  infiniment  petit  A«,  et  pour- 
ront, par  conséquent,  en  être  regardés  comme  les  pôles.  Ainsi; 
si  d'un  point  quelconque  g  de  cet  axe,  on  mène  deux  droites  aux 
pointe  A  et  a,  les  droites  g  h.  et  ga  seront  égales  entre  elles,  et 
formeront  avec  Taxe  des  angles  AgO  et  agO  égaux  entre  eux:  en 
sorte  que,  i^  si  Ton  voulait  définir  la  courbure  de  la  courbe  au 
point  A,  il  faudrait  donner  la  longueur  du  rayon  AG  du  cercle 
osculateur;  2**  si  Ton  voulait  assigner  le  sens  de  la  courbure,  il  fau- 
drait donner  la  position  du  centre  G  dans  l'espace.  Mais  s'il  s'agis- 
sait simplement  de  décrire  le  petit  arc,  il  serait  également  suHîsant, 
ou  de  faire  tourner  la  droite  AG  autour  de  l'axe,  sans  altérer 
l'angle  AgO  qu'elle  fait  avec  lui,  ou  de  faire  tourner  le  rayon  AG 
perpendiculairement  à  cet  axe. 

{*)  C'est  à  celte  même  PL  III  que  se  rapportent  tons  les  numéros  de  figures  qui  vont 
suivre  dans  ce  paragraphe. 
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III. 

• 

11  suit  de  là  que  la  droite  OP  peut  être  regardée  comme  la  ligne 
des  pôles  de  rélément  Aa  ;  que  le  centre  G  de  courbure  de  cet  élé- 
ment est  celui  de  ses  pôles  dont  la  distance  à  T élément  est  un  mini- 
mum; enfin,  que  son  rayon  de  courbure  est  la  perpendiculaire  AG, 
abaissée  de  Vêlement  sur  la  ligne  des  pôles. 

IV. 

Que  Ton  fasse  actuellement,  sur  tous  les  points  de  la  courbe  à 
double  courbure,  la  même  opération  que  nous  venons  de  faire  sur 
un  de  ses  éléments,  c'est-à-dire  que,  par  tous  ses  points  consécutifs 
A,  A',  A'',  A'",  etc.  {fig^  2) ,  on  fasse  passer  des  plans  MNOP,  chacun 
perpendiculaire  à  la  tangente  de  la  courbe,  au  point  dans  lequel 
il  la  coupe,  le  premier  de  ces  plans  rencontrera  le  second  dans  une 
droite  OP,  qui  sera  le  lieu  géométrique  des  pôles  de  Tare  A  A';  le 
second  rencontrera  le  troisième  dans  la  droite  O'P',  lieu  des  pôles 
de  Tare  A' A'';  le  troisième  rencontrera  le  quatrième  dans  la  droite 
C^P",  lieu  des  pôles  de  l'arc  Pi!^k"\  et  ainsi  de  suite.  11  est  évident 
que  le  système  de  toutes  ces  droites  d'intersection,  ou  la  surface 
courbe  qu'elles  forment  par  leur  assemblage,  sera  le  lieu  géomé- 
trique des  pôles  de  la  courbe  KAD  ;  car  cette  courbe  n'aura  point 
de  pôles  qui  ne  se  trouvent  sur  cette  surface ,  et  la  surface  n'aura 
pas  de  point  qui  ne  soit  le  pôle  de  quelqu'un  des  éléments  de  la 
courbe. 

V. 

Quoique  la  nature  de  cette  surface  courbe  dépende  absolument 
de  celle  de  la  courbe  KAD,  cependant  toutes  les  surfaces  engen- 
drées de  cette  manière  jouissent  d'un  caractère  général  et  indépen- 
dant, pour  chacune  d'elles,  de  la  courbe  particulière  qui  a  servi  à 
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la  former.  Ce  caractère  est  de  pouvoir  être  développées  sur  un 
plan,  comme  les  surfaces  coniques  et  cylindriques  à  bases  quelcon- 
ques, sans  duplicature  et  sans  solution  de  continuité.  En  effet,  les 
hèdres  OPP'O'  dont  est  composée  la  surface  de  \sLjig.  2,  sont 
des  portions  de  plans  infiniment  étroites,  infiniment  longues,  et  qui 
se  coupent  consécutivement  suivant  des  lignes  droites.  Gela  posé, 
on  peut  toujours  concevoir  que  la  première  hèdre  OPP'O'  tourne 
autour  de  la  droite  O'P'  comme  charnière,  jusqu'à  ce  qu'elle  par- 
vienne dans  le  plan  de  l'hèdre  suivante  O'P'P'^O'^;  qu'ensuite  leur 
système  tourne  autour  de  O'^P'^  et  en  ne  faisant  qu'un  même 
plan,  jusqu'à  ce  qu'il  soit  dans  le  plan  de  la  troisième 0''P"P"'0"^, 
et  ainsi  de  suite  :  d'où  l'on  voit  que  rien  n'empêche  que  de  cette 
manière  tous  les  éléments  de  la  surface  ne  viennent,  sans  rupture, 
se  ranger  dans  un  même  plan.  Donc  la  surface  des  pôles  d'une 
courbe  à  double  courbure  quelconque  est  toujours  une  surface 
développable. 

VL 

Une  courbe  quelconque  plane  ou  à  double  courbure  a  une  infinité 
de  développées,  dont  le  lieu  géométrique  est  aussi  la  surface  des 
pôles  de  cette  courbe. 

DÉMONSTRATION.  Du  poiut  A  dc  la  courbe  par  lequel  passe  le  pre- 
mier plan  normal  MNOP,  soit  menée  dans  ce  plan,  et  suivant  une 
direction  arbitraire,  une  droite  Ag*,  jusqu'à  ce  qu'elle  rencontre 
la  section  OP  quelque  part  en  un  point  g\  par  les  points  A'  et  g 
soit  menée,  dans  le  second  plan  normal,  la  droite  A'g-,  prolongée 
jusqu'à  ce  qu'elle  rencontre  la  section  O'P'  en  un  point  g'\  soit 
pareillement  menée  Psl'g^g"  ^  et  ainsi  de  suite  :  je  dis  que  la  courbe 
qui  passe  par  tous  les  points  g-,  g-',  g* ''',...  est  une  des  développées 
de  la  courbe  KAD;  car,  i*"  toutes  les  droites  Ag^,  ^g\  M'g'\... 
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sont' les  tangentes  de  la  courbe  gg'g'^ -* .  ?  puisqu'elles  sont  les  pro- 
longements des  éléments  de  cette  courbe  ;  2°  si  Ton  conçoit  quç  la 
première  kg  tourne  autour  du  point  g  pour  venir  s'appliquer  sur 
la  suivante  h!g^  elle  n'aura  pas  cessé  d'être  tangente  à  la  courbe 
§■§•'§*''...,  et  son  extrémité  A,  après  avoir  parcouru  l'arc  AxV,  se 
confondra  avec  l'extrémité  A'  de  la  seconde.  Que  l'on  fasse  de 
même  tourner  la  seconde  ligne  M  g'  autour  du  point  g\  pour 
qu'elle  vienne  s'appliquer  sur  la  troisième  M'g\  elle  ne  cessera  pas 
de  toucher  la  courbe  gg^g^^^-j  et  son  extrémité  A'  ne  sortira  pas 
de  l'arc  A' A'',  et  ainsi  de  suite.  Doncla  courbeg^g*'g*'^..  est  telle, 
que  si  l'on  conçoit  qu'une  de  ses  tangentes  tourne  autour  de  cette 
courbe  sans  jamais  cesser  de  lui  être  tangente,  et  sans  avoir  de  mou- 
vement dans  le  sens  de  sa  longueur,  un  des  points  de  cette  tangente 
décrira  la  courbe  KAD;  donc  elle  est  une  de  ses  développées.  Mais 
la  direction  de  la  première  droite  A  g  était  arbitraire,  et,  suivant 
quelque  autre  direction  qu'on  l'eût  menée  dans  le  plan  normal,  on 
aurait  trouvé  une  autre  courbe  g  g'g" "-i  qui  aurait  été  pareille- 
ment une  des  développées  de  la  courbe  KAD;  donc  une  courbe 
quelconque  a  une  infinité  de  développées  toutçs  comprises  sur  la 
surface  développable  qui  est  le  lieu  de  ses  pôles  :  or  cette  sur- 
face renferme  tous  les  pôles  de  la  courbe,  et  est,  par  conséquent,  la 
seule  qui  en  contienne  les  développées  ;  donc  elle  est  leur  lieu 
géométrique. 

VIL 

Remarquons  que  tous  les  plans  M,  N,  O,  P  étant  tangents  à  la 
surface  développable,  puisque  chacun  d'eux  est  le  prolongement 
d'un  de  ses  éléments,  la  droite  kg^  qui,  dans  tous  les  instants  de 
son  mouvement,  se  trouve  dans  un  de  ces  plans,  est  aussi  néces- 
sairement tangente  à  cette  surface. 


Digitized  by 


Google 


-  398  - 

VIII. 

Si  du  point  A  on  abaisse  sur  OP  la  perpendiculaire  AG,  du 
point  A'  sur  O'P'  la  perpendiculaire  A'G',  du  point  A"  sur  O'^P'' 
la  perpendiculaire  A'^G'^,  et  ainsi  de  àuite,  nous  avons  vu  que  les 
points  G,  G',  G'',...  seront  les  centres  de  courbure  des  éléments 
correspondants  de  la  courbe  KAD;  que,  par  conséquent,  la  courbe 
qui  passerait  par  tous  les  points  G,  G',  G'\. . .  serait  le  lieu  géomé- 
trique de  ces  centres  de  courbure.  Je  dis  que  cette  courbe  ne  peut 
être  une  des  développées  de  la  proposée,  à  moins  que  la  proposée 
ne  soit  plane,  auquel  cas  elle  devient  la  seule  dont  on  se  soit  occupé 
jusqu'à  présent.  En  effet,  lorsqu'une  courbe  est  à  double  courbure, 
deux  tangentes  consécutives,  quelque  part  qu'on  les  prenne,  sont 
bien  dans  un  même  plan  ;  mais  trois  tangentes  prises  de  suite  ne 
peuvent  plus  s'y  trouver  :  donc  trois  plans  consécutifs,  chacun 
normal  à  la  courbe,  ne  peuvent  pas  être  perpendiculaires  à  un 
même  plan,  et,  par  conséquent,  l'intersection  du  premier  et  du 
second  ne  saurait  être  parallèle  à  l'intersection  du  second  et  du 
troisième.  Donc,  pour  une  courbe  à  double  courbure,  les  droites 
OP,  O'P^  O'^P''',. . .  ne  peuvent  pas  être  parallèles. 

Gela  posé,  la  droite  AG  étant  perpendiculaire  à  OP,  la  droite  A'G 
lui  sera  aussi  perpendiculaire,  et,  prolongée  jusqu'en  ^,  ne  rencon- 
trera pas  O'P'  perpendiculairement;  elle  sera,  par  conséquent, 
distincte  de  la  droite  A'G'  abaissée  perpendiculairement  du  point  A' 
sur  O'P'.  Donc  les  deux  droites  consécutives  AG  et  A'G'  ne  ren- 
contreront pas  la  droite  OP  dans  le  même  point;  mais  deux  droites, 
considérées  dans  des  plans  différents,  ne  peuvent  se  rencontrer,  à 
moins  que  ce  ne  soit  sur  l'intersection  des  deux  plans  dans  lesquels 
on  les  considère:  donc  les  droites  AG  et  A'G'  ne  se  rencontrent 
pas,  et  ne  sont,  par  conséquent,  pas  dans  un  même  plan.  Il  en  est 
de  même  de  la  suite  des  droites  A'G',  A'^G",  A'"G"',. . . ,  prises  deux 
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à  deux  consécutivement  ;  donc  toutes  ces  droites  ne  peuvent  pas 
être  les  tangentes  consécutives  d'une  même  courbe.  Il  suit  aussi 
de  là  que  si,  par  deux  points  consécutifs  G  et  G',  Ton  conçoit  une 
droite  qui  sera  tangente  à  la  courbe  GG'G'^..,  cette  droite  ne 
passera  pas  par  le  point  A':  or,  en  tant  qu'elle  est  sur  le  second 
plan  normal ,  elle  ne  pourrait  couper  la  courbe  KAD  que  dans  le 
point  A',  oii  ce  plan  la  coupe  lui-même;  donc  la  courbe  GG'G'^ . . 
est  telle,  qu'aucune  de  ses  tangentes  prolongées  ne  rencontre  la 
courbe  KAD;  donc  elle  ne  peut  être  une  de  ses  développées. 

Si  la  courbe  KAD  était  plane,  toutes  les  droites  OP,  O'P', 
O'^P''^,..;  seraient  perpendiculaires  au  plan  de  la  courbe,  et,  par 
conséquent,  parallèles  entre  elles.  Les  droites  AG,  A'G',  A'^G'^. . . 
seraient  toutes  dans  le  plan  de  la  courbe,  et  se  rencontreraient 
consécutivement  dans  la  courbe  GG'G'^. .. ,  dont  elles  seraient  les 
tangentes;  et  il  est  évident  que  cette  courbe  ne  serait  alors  autre 
chose  que  ce  qu'on  a  appelé,  jusqu'à  présent,  la  développée  de  la 
courbe  KAD. 

IX. 

On  aura  une  des  développées  d'une  courbe  quelconque,  plane 
ou  à  double  courbure,  si,  par  un  de  ses  points,  et  suivant  une 
direction  arbitraire,  on  mène  une  tangente  à  la  surface  dévelop- 
pable,  qui  est  le  lieu  de  ses  pôles,  et  si  Von  plie  librement  sur  cette 
surface  le  prolongement  de  cette  tangente,  c'est-à-dire  que  la 
courbe  gg'g" -^^  est  celle  que  formerait  sur  la  smrface  OPP^'C' 
une  droite  pliée  librement  sur  cette  surface,  et  dirigée,  au  premier 
instant,  suivant  A  g-. 

Pour  le  démontrer,  observons  ce  qui  arrive  à  une  droite  ou  à  un 
fil  que  l'on  plie  librement  sur  une  surface.  Ce  fil  peut  être  consi- 
déré, ou  comme  ayant  une  largeur  infiniment  petite,  c'est-à-dire 
comme  un  ruban  infiniment  étroit,  ou  comme  n'ayant  aucune  lar- 
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geur.  Soient  OP,  P'^'O''  {fiS-  ^  et  4)  deux  éléments  plans  ou  deux 
hèdres  consécutives  d'une  surface  courbe,  jointe  par  la  droite  infi- 
niment petite  O'P'.  Soit,  pour  le  premier  cas,  ABG  {fig^  3)  un 
ruban  infiniment  étroit,  appliqué  sur  un  de  ces  éléments  suivant 
une  direction  quelconque;  il  est  clair  que  la  partie  BG  ne  peut  pas 
se  rapprocher  de  l'élément  suivant  pour  s'appliquer  sur  lui,  sans 
faire  une  partie  de  révolution  autour  de  B&  ou  de  O'P';  et  comme 
cette  révolution  doit  se  faire  librement,  ce  qui  comporte  que  ce 
ruban  doit,  dans  tojis  ses  points,  toucher  la  surface,  l'angle  P'BG 
doit  rester  constant:  le  ruban  prendra  donc  une  position  BC  telle, 
que  l'angle  P'BC  sera  égal  à  l'angle  O'BA.  Dans  le  second  cas,  soit 
ABC  {fig*  4)  un  fil  tendu  sur  l'arête  commune  O'P'  des  deux  élé- 
ments de  la  surface.  Comme  ce  fil  n'a  aucun  mouvement,  il  doit  être 
également  tiré  par  ses  deux  extrémités,  et  l'on  pourra  prendre,  de 
part  et  d'autre  du  point  B,  des  droites  égales  BA,  BC,  pour  repré- 
senter ces  tensions.  On  pourra  décomposer  chacune  de  ces  deux 
forces  en  deux  autres,  l'une  parallèle  et  l'autre  perpendiculaire  à 
O'P';  et,  en  abaissant  des  points  A  et  C  des  perpendiculaires  sur 
O'P',  ces  quatre  forces  seront  représentées  par  AD,  BD,  BE  et  CE. 
Puisque  le  fil  est  en  équilibre,  le  point  B  n'a  de  mouvement  ni 
vers  O'  ni  vers  P':  on  aura  donc 

BD  =  BE; 
donc  on  aura 

l'angle  EBC  =  l'angle  ABD. 

De  quelque  manière  donc  que  l'on  considère  la  ligne  que  forme, 
sur  une  surface  courbe,  une  droite  pliée  librement,  elle  doit  faire 
des  angles  égaux  de  part  et  d'autre  avec  chaque  arête  que  l'on 
considère  sur  la  surface.  Or  la  ligne  gs'S^' -"  ifiS-  ^)  P^*  ^^ 
cette  propriété;  car  on  a 

l'angle  Mg'O'  =  l'angle  A'^g^'O'  =  l'angle  ^'g'g'  : 
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et  ce  que  nous  venons  de  dire  par  rapport  à  l'arête  O'P'  doit 
aussi  se  dire  par  rapport  à  toute  autre  arête.  Donc  la  courbe 
g  g' g"...  est  celle  que  formerait,  sur  la  surface  OPP^'O''',  une 
droite  pliée  librement,  avec  une  direction  kg  au  premier  instant; 
donc,  etc. 

X. 

La  courbe  que  forme  une  droite  pliée  librement  sur  une  surface 
courbe  est  la  plus  courte  entre  ses  extrémités  que  l'on  puisse 
mener  sur  cette  surface. 

DÉMONSTRATION.  Pour  Ic  démontrer,  il  suffit  de  faire  voir  que 
la  ligne  ABC  {fig>  4)?  ou  la  somme  des  deux  droites  AB-hBC, 
est  plus  courte  que  la  somme  de  deux  autres  droites  quelconques 
AM-hMC,  menées  par  les  deux  points  A  et  G.  Pour  cela,  soient 

AD  =  a,     DE  =  6,     EC  =  c     et     EM  =  x; 
on  aura 


MC  =  \Jc'  -^x\  AM  =  s/a'  -h  {b  —  x)\ 
et,  par  conséquent, 

AM  -h  MG  =  ^c'  +  x'  +  \/a'-h{b  —  x)\ 
dont  la  différentielle,  égalée  à  zéro,  donne 


(b  —  x):  s/a'  -\-{b  —  xy  =  x  :  yjc'  +  .r^ 

ce  qui  exprime  que,  dans  le  cas  du  minimum,  T angle  AMD  doit 
être  égal  à  l'angle  EMG,  et  que,  réciproquement,  lorsque  ces 
angles  sont  égaux,  la  somme  AB-+-BG  est  un  minimum.  Donc,  etc. 
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XL 


On  aurait  pu  démontrer  que  chaque  développée  est  la  plus  courte 
entre  ses  extrémités  que  Ton  puisse  mener  sur  la  surface  dévelop- 
pable,  par  une  considération  beaucoup  plus  simple;  car,  puisque 
Ton  a  partout  l'angle  gg'O'  =  ^g'g',  Tangle  g'g"0'=  ^"g'g'\ 
et  ainsi  de  suite,  il  est  évident  que  si  Ton  développe  la  surface  dé- 

veloppable  sur  un  plan,  la  courbe  g  g  g" doit  s'étendre  en  ligne 

droite;  d'où  il  suit  immédiatement  qu'elle  est  la  plus  courte  entre 
ses  extrémités  qui  puisse  exister  sur  la  surface  développable.  Mais 
cette  démonstration  ne  peut  avoir  lieu  que  pour  les  surfaces  déve- 
loppables.  D'ailleurs  ce  n'est  pas  là  la  propriété  des  développées 
qu'il  importait  de  connaître  :  il  est  bien  plus  utile,  dans  la  pratique, 
de  savoir  qu'ayant  construit  la  surface  développable,  lieu  géomé- 
trique des  développées  d'une  courbe  quelconque  à  double  cour- 
bure, on  a  mécaniquement  une  de  ses  développées  en  menant,  par 
un  point  de  la  courbe,  un  fil  dans  une  direction  quelconque  tan- 
gent à  cette  surface,  et  pliant  ensuite  librement  le  fil  sur  la  surface, 
ce  qui  est  simple,  et  suit  immédiatement  de  l'art.  IX. 

XII. 

Une  courbe  plane  a  donc  une  infinité  de  développées  qui  se 
trouvent  toutes  sur  la  surface  du  cylindre,  qui  a  pour  base  celle  de 
ces  développées  qui  est  dans  le  plan  de  la  courbe;  et  toutes  ces 
développées  sont  à  double  courbure,  à  l'exception  seulement  de 
celle  dont  on  s'est  occupé  jusqu'à  présent,  et  qui  sert  de  base  à  la 
surface  cylindrique. 

XIII.- 

Réciproquement,  une  surface  cylindrique  à  base  quelconque  est 
le  lieu  des  développées  d'une  infinité  de  courbes,  dont  aucune  ne 
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peut  être  à  double  courbure.  Soient,  en  effet  {fig.  5) ,  BB'B^'B'''. . . . 
une  courbe  plane  quelconque,  et  OO'O'^O'^'....  sa  développée 
plane;  par  tous  les  points  B,  B',  B'^...  soient  menés  dans  le  plan 
de  la  courbe  les  rayons  de  développées  BO,  B'O',  B'^0",. . . ,  qui  se 
couperont  consécutivement  dans  la  développée  OO'CO'''. ..,  à  la- 
quelle ils  seront  tangents.  Par  les  points  O,  O',  O",  O'",.. .  soient 
menées,  perpendiculairement  au  plan  de  la  courbe,  les  droites  OP, 
O'P',  O'^'P",. . . ,  dont  l'assemblage  formera  une  surface  cylindrique 
qui,  d'après  l'article  précédent,  sera  le  lieu  de  l'infinité  de  déve- 
loppées de  la  courbe  BB'B'^B'^'....  Par  le  point  B,  et  suivant  une 
inclinaison  quelconque,  soit  menée  sur  OP  la  droite  BP;  par  les 
points  B'  et  P  soit  menée  la  droite  B'P,  prolongée  jusqu'à  ce 
qu'elle  rencontre  O'P'  quelque  part  en  P'  :  de  même,  soit  menée 
B'^P',  prolongée  jusqu'à  ce  qu'elle  rencontre  0"P"  en  P",  et  ainsi 
de  suite;  ou,  ce  qui  revient  au  même,  par  le  point  B,  et  suivant 
une  direction  quelconque  BP,  soit  menée  une  tangente  à  la  surface 
cylindrique,  et  soit  librement  pliée  cette  droite  sur  la  surface  en 
PP'P^P"'...;  on  aura  une  des  développées  à  double  courbure  de 
la  courbe  plane  BB'B^'B'^...  Cela  posé,  la  courbe  PP'P"....  est 
bien,  à  la  vérité,  la  développée  d'une  infinité  d'autres  dévelop- 
pantes que  de  BB'B"...;  mais  il  est  clair  que  toutes  ces  dévelop- 
pantes doivent  être  comprises  dans  la  surface  courbe  formée  par 
les  rayons  de  développées  BP,  B'P',  B"P"...,  et  qu'on  aura  une 
de  ces  développantes  en  allongeant  ou  diminuant  tous  ces  rayons 
d'une  quantité  constante  Bè  :  ainsi  les  courbes  h^h^V" , . . ,  décrites 
par  l'extrémité  du  rayon  de  développée,  augmenté  ou  diminué  de 
la  quantité  Bft,  ont  aussi,  pour  une  de  leurs  développées,  la  courbe 
PP'P"P'^. ...  Or,  si  des  points  b,  b\  b\  b'\.. . ,  on  abaisse  des  per- 
pendiculaires sur  le  plan  de  la  courbe  BB'B"B"'. . . ,  on  aura  autant 
de  triangles  rectangles  B^^,  B'fe'/r',...,  égaux  entre  eux  et  sem- 
blables, puisque  tous  les  rayons  des  développées  sont  également 
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inclinés  à  ce  plan  :  donc  toutes  les  perpendiculaires  bk^  b'k\  h"k" ^ . 


Jt-Llll 


seront  égales;  donc  tous  les  points  de  chaque  courbe  byW' 
seront  à  égales  distances  du  plan  de  la  première;  donc  ces  courbes 
seront  planes:  ainsi  la  courbe  PP'P'^P"'...  ne  peut  être  la  déve- 
loppée que  de  courbes  planes.  Mais  ce  que  l'on  vient  de  dire  de  la 
courbe  PP'P''P''^..  peut  s'appliquer  à  toute  autre  décrite  de  la 
même  manière  sur  la  surface  cylindrique;  donc  une  surface  cylin- 
drique à  base  quelconque  ne  peut  être  le  lieu  des  développées  que 
de  courbes  planes. 

XIV. 

Toute  courbe  tracée  sur  la  surface  d'une  sphère  a  pour  lieu  de 
ses  développées  la  surface  d'un  cône  dont  le  sommet  est  au  centre 
de  la  sphère,  et  dont  la  base  dépend  de  la  nature  de  la  courbe;  car 
tous  les  plans  perpendiculaires  aux  éléments  de  la  courbe  le  sont 
aussi  à  la  surface  sphérique,  et  passent,  par  conséquent,  par  le 
centre. 

XV. 

Réciproquement,  une  courbe  quelconque,  dont  le  lieu  des  déve- 
loppées est  la  surface  d'un  cône  à  base  quelconque,  est  sphérique, 
et  a  pour  centre  le  sommet  du  cône  ;  car,  pour  en  trouver  une  dé- 
veloppée, il  est  indifférent  de  donner  telle  direction  que  l'on  vou- 
dra au  rayon  de  développée,  pourvu  qu'il  soit  normal  à  la  courbe, 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  qu'il  soit  tangent  à  la  surface  conique  : 
on  peut  donc  le  diriger  au  sommet  du  cône,  autour  duquel  il  fera 
une  infinité  de  révolutions  sans  s'allonger  sensiblement,  et  le  point 
décrivant  restera  toujours  à  la  même  distance  de  ce  sommet. 

XVI. 

Donc  une  courbe  qui  n'est  ni  plane  ni  sphérique  a  pour  lieu  de 
ses  développées  une  surface  développable,  dont  deux  arêtes  recti- 
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lignes  consécutives  se  rencontrent  bien  quelque  part,  mais  dont 
trois  prises  de  suite  ne  se  rencontrent  pas  dans  un  même  point.  La 
suite  de  ces  points  d'intersection  forme  une  courbe  qu'il  est  fort  aisé 
de  reconnaître  pour  ne  devoir  jamais  être  plane,  parce  qu'alors  la 
surface  développable,  dont  toutes  les  arêtes  ne  sont  autre  chose 
que  les  tangentes  de  cette  courbe,  serait  réduite  à  im  plan. 

XVIL 

Donc,  1°  lorsque  le  lieu  des  développées  d'une  courbe  à  double 
courbure  aura  deux  arêtes  consécutives  parallèles  entre  elles,  la 
partie  correspondante  de  la  courbe  sera  plane,  et  réciproquement; 
2"*  lorsque  trois  de  ces  arêtes  consécutives  se  rencontreront  dans  le 
même  point,  la  partie  correspondante  de  la  courbe  sera  spliérique, 
et  son  centre  sera  au  point  de  rencontre  des  trois  arêtes. 

Avant  que  d'aller  plus  loin,  disons  quelque  chose  des  surfaces 
développables  en  général. 

XVIII. 

Il  suit  de  tout  ce  qui  précède,  que  les  surfaces  développables 
sont  toutes  composées  du  système  d'une  infinité  de  droites  prolon- 
gées à  l'infini,  et  qui,  toutes  prises  deux  à  deux  consécutivement, 
sont  dans  un  même  plan.  Il  peut  donc  arriver  ces  trois  cas  :  i  ®  qu'elles 
soient  toutes  parallèles  entre  elles ,  et  alors  la  surface  développable  est 
cylindrique  àbase  quelconque;  a*"  qu'elles  se  rencontrent  toutes  dans 
un  même  point  :  dans  ce  cas,  la  surface  est  celle  d'un  cône  à  base 
quelconque;  3®  enfin,  que  toutes  ces  droites  se  rencontrent  deux 
à  deux  consécutivement  dans  une  suite  de  points,  dont  le  système 
forme  ime  courbe  à  double  courbure,  à  laquelle  toutes  ces  droites 
sont  tangentes,  et  c'est  le  cas  général  des  surfaces  développables. 
Cette  courbe,  pour  chaque  surface  en  particulier,  est  singuliè- 
rement remarquable,  et  jouit,  en  général,  des  propriétés  suivantes  ; 
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i**.  Cette  courbe  suffit  pour  déterminer  la  surface  développable 
à  laquelle  elle  appartient,  puisque  cette  surface  n'est  autre  chose 
que  le  lieu  géométrique  de  ses  tangentes. 

2°.  Elle  est  la  limite  de  la  surface  développable,  puisqu'aucune 
des  droites  dont  est  composée  la  surface  ne  peut  passer  du  côté  vers 
lequel  cette  courbe  est  concave.  Ceci  s'entendra  mieux  par  un 
exemple.  Que  l'on  conçoive  que  toutes  les  tangentes  possibles  de 
l'hélice  d'une  vis  soient  prolongées  à  l'infini,  et  forment,  par  leur 
système,  une  surface  développable:  cette  surface  aura  un  nombre 
infini  de  nappes  y  et  chacune  de  ces  nappes  sera  d'une  étendue  infi- 
nie, comme  les  droites  dont  elle  est  composée;  mais  aucune  d'elles 
n'entrera  dans  le  cylindre  sur  la  surface  duquel  est  tracée  l'hélice  : 
elles  viendront  donc  toutes  se  terminer  à  cette  courbe,  qui  sera,  par 
conséquent,  leur  limite. 

3^.  Cette  courbe  est  pour  la  surface  développable  ce  qu'un 
point  de  rebroussement  est  pour  une  courbe  ordinaire  ;  car  les  tan- 
gentes d'une  courbe  peuvent  également  être  prolongées  dans  les 
deux  sens,  chacune  par  rapport  à  son  point  de  contact  :  or  leurs 
prolongements  dans  un  sens  forment  une  nappe  particulière;  leurs 
prolongements  dans  l'autre  sens  forment  une  nappe  distincte  de  la 
première,  tant  que  la  courbe  n'est  pas  plane,  et  néanmoins  ces 
deux  nappes  passent  à  la  fois  par  la  courbe  qui  est  leur  limite  com- 
mune. Cette  courbe  est  donc,  à  proprement  parler,  \ arête  de  re- 
broussement de  la  surface  développable;  c'est  aussi  le  nom  que  je 
lui  donnerai.  J'appellerai  donc  désormais  arête  de  rebroussement 
d'une  surface  développable  la  courbe  touchée  par  toutes  les  droites 
dont  cette  surface  est  composée,  ou,  pour  parler  plus  rigoureu- 
sement, la  courbe  constamment  touchée  par  la  droite  qui,  en  se 
mouvant,  engendre  la  surface. 

Il  ne  s'agit  plus  actuellement  que  d'appliquer  l'analyse  à  tout  ce 
qui  précède. 
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XIX. 

Etant  données  les  équations  d'une  courbe  a  double  courbure 
rapportée  a  trois  plans  rectangulaires  y  trousser  celle  du  plan 
normal  mené  par  un  point  déterminé  de  la  courbe. 

Solution.  Le  plan  nonnal  étant  perpendiculaire  à  la  tangente 
de  la  courbe  au  point  où  elle  est  coupée  par  ce  plan,  il  suit  du  pre- 
mier problème  qu'on  aura  facilement  l'équation  demandée,  lors- 
qu'on aura  celles  des  projections  de  cette  tangente;  or  ces  projec- 
tions sont  elles-mêmes  les  tangentes  aux  projections  de  la  courbe 
dans  des  points  qui  correspondent  à  la  même  abscisse  :  la  question 
est  donc  réduite  à  trouver  les  équations  des  tangentes  des  projec- 
tions. Soient 

y  =z(px     et     2  =  '\x 

les  équations  des  projections  de  la  courbe,  <p  et  4  indiquant  des 
fonctions  quelconques;  soient,  de  plus,  x'  l'abscisse  du  point  déter- 
miné de  la  courbe  par  lequel  on  doit  mener  le  plan  normal,  et,  par 
conséquent,  (px'  et  4^'  l^s  autres  coordonnées  de  ce  point:  cela 
posé,  cherchons  d'abord  l'équation  de  la  tangente  à  la  projection 
sur  le  plan  des  a?  et  j. 

Cette  équation  doit  généralement  être  de  cette  forme, 

j  =  Aj?  +  B, 

A  étant  la  tangente  de  l'angle  que  fait  cette  droite  avec  l'axe  des  x. 
Or  cet  angle  est  le  même  que  celui  que  fait  avec  le  même  axe  l'élé- 
ment de  la  projection  qui  correspond  aux  coordonnées  x'  et  (p^'; 
donc  on  aura 

La  tangente  devant,  de  plus,  passer  par  cet  élément,  il  faut  que  la 
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constante  B  soit  telle,  qu'en  faisant  ^  =  a:'  on  ait 

l'équation  de  la  tangente  à  la  projection  sur  le  plan  des  x  et  y 

sera  donc 

j  —  (px'  =  (.r  —  x')  (p'x\ 

Par  un  semblable  raisonnement,  on  trouvera  que  l'équation  de 
la  tangente  à  la  projection  sur  le  plan  des  ^  et  z,  pour  la  même 
abscisse  du  point  de  contact,  est 

z  -^  '^x^  =  (j:  —  x') 4'^'. 

Ces  deux  équations  sont  celles  des  projections  de  la  tangente 
de  la  courbe  à  double  courbure,  et  l'équation  demandée  du  plan 
normal  sera 

(A)         {z  —  4^')  4''^'  -+-  (  J  —  ^^')  ^'^'  -hx  —  .r'  =  o. 

XX. 

Étant  données  les  équations  d'une  courbe  à  double  courbure 
rapportée  à  trois  plans  rectangulaires,  trouver  celle  de  la 
surface  développable  qui  est  le  lieu  géométrique  de  toutes  ses 
développées. 

Solution.  Soient,  comme  précédemment, 

y=i(px     et     z  =  4^ 

les  équations  de  la  courbe  proposée,  de  manière  que  celle  du  plan 
normal  mené  par  le  point  de  la  courbe  qui  correspond  à  l'abscisse  r' 
soit,  en  vertu  du  problème  précédent, 

(A)         (z  —  4-3?')  4'*^'  +  (  J  —  ^^')  ^'^'  H-  a;  —  0?'  =  o. 

Si  l'on  prend  encore  sur  la  courbe  un  point  infiniment  voisin  du 
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premier,  et  correspondant  à  Tabscisse  x'-^-dx\  l'équation  du  plan 
normal  mené  par  ce  nouveau  point  se  trouvera  en  mettant,  dans  la 
précédente,  ,r'  -h  dœ'  à  la  place  de  x\  et  sera 

(  [z-4(^'H-éir')]4'(,T'  +  ^')  j_ 

\+[x  —  (p'{x'^dx')](p\x'-^dœ')^x  —  {x'^dx'))^' 

et  si,  dans  les  deux  équations  (A)  et  (a),  on  fait  les  a:,  j  et  z  de 
Tune  égales  respectivement  aux  a:,  y  et  z  de  Tautre,  ces  deux 
équations  seront  celles  de  la  droite  d'intersection  des  deux  plans 
infiniment  voisins;  ou  bien,  retranchant  (A)  de  (a),  négligeant  les 
infiniment  petits  du  second  ordre,  et  divisant  par  dx\  on  aura  pour 
cette  droite  d'intereection  les  deux  équations  suivantes  : 

(A)  (z  —  4^')4'*^'"+"  (j —  (px')(p'x'  -\-x  —  cr'=  o, 

(B)  (z— 4a;'j4V-h(r— (pa?>v— [i+((pV)^+{4V)^j=o, 

Or  cette  intersection  se  trouve  tout  entière  sur  la  surface  des  dé- 
veloppées, et  renferme  tous  les  pôles  de  l'élément  de  la  courbe 
compris  entre  les  limites  x'  et  ^'+  dx'  \  donc,  pour  avoir  entre 
.r,  y  et  z  une  relation  qui  convienne  à  tous  les  pôles  de  la  courbe, 
indépendamment  de  l'abscisse  x\  on  n'aura  qu'à  éliminer  x'  des 
deux  équations  (A)  et  (B),  et  l'équation  qui  résultera  sera  celle  de 
la  surface  demandée. 

XXL 

(>a  peut  déduire  immédiatement  l'équation  (B)  de  l'équation  (A), 
en  remarquant  qu'elle  est  la  différentielle  de  celle-ci  prise  en  regar- 
dant x'  comme  seule  variable.  Donc,  pour  trouver  l'équation  de  la 
surface  développable,  qui  est  le  lieu  géométrique  des  développées 
d'une  courbe  à  double  courbure,  il  faut  d'abord  chercher  l'équa- 
tion du  plan  normal  à  la  courbe,  qui  sera  nécessairement  de  cette 
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forme, 

Aj3  H- Bj  4- C^  +  D  =  o, 

et  dans  laquelle  les  constantes  A,  B,  C,  D  sont  des  fonctions  con- 
nues de  l'abscisse  x\  correspondante  au  point  de  la  courbe  par 
lequel  passe  le  plan  normal  ;  différentier  ensuite  cette  équation  en 
ne  faisant  varier  que  x\  ce  qui  donnera  une  seconde  équation  qui 
servira  à  éliminer  x'  de  celle  du  plan,  et  l'équation  en  x^  jet  z  qu'on 
obtiendra,  sera  celle  de  la  surface  demandée. 

XXII. 

Etant  données  les  équations  d'une  courbe  à  double  courbure^ 
trouver  celle  de  /'arête  de  rebroussement  de  la  surface  dévelop- 
pable  qui  est  le  lieu  géométrique  de  ses  développées. 

Solution.  Les  deux  équations  du  problème  précédent  étant 
celles  de  l'intersection  des  deux  plans  perpendiculaires  à  la  courbe, 
menés  par  les  points  qui  correspondent  aux  abscisses  x^  et  .r'-+-  dx\ 
et,  par  conséquent,  celles  d'une  des  droites  qui  composent  la  surface 
des  développées;  si  l'on  suppose  que  dans  ces  deux  équations,  x^ 
devienne  x'  -\-  dx\  et  que  x'  +  dx'  devienne  x'  -h  ^dx\  ce  qui 
donnera 

I     iz  —  ^{x'-\-'^dx')']^\x'-^:Ldx')^\r—^[x'^^dx')^^^ 

ces  deux  équations  seront  celles  d'une  droite  qui  se  trouve  encore 
sur  la  surface  des  développées,  infiniment  près  de  la  première;  et 
si,  dans  les  quatre  équations  (A),  (B),  (a)  et  (6),  on  fait  les  a;,  y,  z 
de  chacune  d'elles  égales  aux  x^  j,  z  de  toutes  les  autres,  ces  quatre 
équations  seront  celles  de  l'intersection  de  ces  deux  droites  infini- 
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ment  proches.  Ou  bien,  remarquant  que  les  équations  (B)  et  {a)  se 
comportent  Tune  Fautre,  et  retranchant  ensuite  (a)  de  (è),  on  aura 
pour  le  point  d'intersection  des  deux  droites  consécutives  les  trois 
équations 

(A)  (z—^x^)^^x'-h(f—<fx^)(f^x'-^x  —  x*=o^ 

(B)  (:,_^a:')f' a:'-f-(j-(px')y"x'-[i+(yV)«^(fx')«]  =  o, 

(C)  (z  — tf;x')f'V-f-(r  — ?'V)(px'— 3[(pV?''x'^-fx'f'x'J  =  o. 

Or  ce  point  d'intersection  appartient  à  l'arête  de  rebroussement  ; 
il  se  trouve  en  même  temps  sur  les  trois  plans  perpendiculaires  à  la 
courbe  proposée,  menés  par  les  points  de  cette  courbe  qui  corres- 
pondent aux  abscisses  x\  x^-h dx\  x^-h  idx'  ;  sa  position  dépend 
donc  de  l'abscisse  x' ,  Donc,  si  Ton  veut  avoir  les  équations  qui 
conviennent  à  la  suite  des  points  ainsi  déterminés,  indépendam- 
ment de  l'abscisse  x\  on  n'aura  qu'à  éliminer  x'  des  trois  équa- 
tions (A),  (B)  et  (C),  et  les  deux  équations  en  .r,  y  et  z  qu'on 
obtiendra,  seront  celles  de  l'arête  de  rebroussement  demandée. 

XXIII. 

On  peut  déduire  immédiatement  l'équation  (C)  de  l'équation  (B) , 
en  observant  qu'elle  est  la  différentielle  de  celle-ci  prise  en  regar- 
dant x'  comnfie  seule  variable ,  et,  par  conséquent,  la  différentielle 
seconde  de  (A)  prise  de  la  même  manière.  Donc,  pour  trouver  les 
équations  de  l'arête  de  rebroussement  de  la  surface  développable, 
lieu  géométrique  des  développées  d'une  courbe  à  double  courbure, 
il  faut  d'abord  chercher  l'équation  du  plan  normal  à  la  courbe,  qui 
sera  de  cette  forme, 

Az  -h  B/  +  Cj:  +  D  =  o, 

A,  B,  G  et  D  étant,  pour  chaque  plan  normal,  des  constantes, 
fonctions  connues  de  l'abscisse  déterminée  x\  qui  correspond  an 
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point  de  la  courbe  par  lequel  passe  le  plan  normal  ;  difFérentier 
ensuite  deux  fois  cette  équation,  en  regardant  a?'  comme  seule  va- 
riable, et  dx'  comme  constant,  ce  qui  produira  deux  nouvelles 
équations  ;  éliminer  enfin  de  ces  deux  équations  et  de  celle  du  plan 
l'indéterminée  x'  :  les  deux  équations  en  .r,  y  et  z  qui  resteront, 
seront  celles  de  Tarête  de  rebroussement  demandée. 

XXIV. 

Si,  des  trois  équations  (A) ,  (B)  et  (G) ,  on  tire  les  valeurs  des  trois 
variables  a;,  j  et  z,  on  trouvera 

Ces  valeurs  sont  celles  des  coordonnées  du  point  dans  lequel  se 
rencontrent  les  deux  droites  consécutives  prises  sur  la  surface 
développable,  ou  les  trois  plans  consécutifs  perpendiculaires  à  la 
courbe,  et  menés  par  les  éléments  qui  correspondent  aux  abs- 
cisses x\  a?'+  tir'  et  x^-{-  ^dx\  Ce  point  est  à  égales  distances  de 
ces  trois  éléments;  car,  en  tant  qu'il  se  trouve  dans  l'intersection 
des  deux  premiers  plans,  il  est  à  égales  distances  des  deux  premiers 
éléments,  et  en  tant  qu'il  se  trouve  dans  l'intersection  du  second  et 
troisième  plan,  il  est  également  éloigné  des.  second  et  troisième 
éléments  :  donc  les  valeurs  de  a?,  y  et  z,  que  nous  venons  de 
trouver,  sont  celles  des  coordonnées  d'un  point  également  éloigné 
des  trois  éléments  consécutifs  de  la  courbe,  pris  dans  la  partie  de 
cette  courbe  qui  correspond  à  l'abscisse  j?';  or  ces  valeurs  seront 
toujours  réelles,  tant  que  la  branche  de  la  proposée  ne  sera  pas 
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imaginaire,  c'est-à-dire  tant  que/'  et  z'  ou  <px'  et  ^o?'  seront  réelles  : 
donc,  dans  toute  courbe  à  double  courbure,  trois  éléments  consé- 
cutifs sont  toujours  à  égales  distances  d'un  certain  point,  et  peu- 
vent, par  conséquent,  être  regardés  comme  placés  sur  la  surface 
d'une  même  sphère  dont  ce  point  est  le  centre.  La  suite  de  tous  ces 
centres  forme  l'arête  de  rebroussement  de  la  surface  des  dévelop- 
pées de  cette  courbe  ;  donc  cette  arête  est  le  lieu  géométrique  des 
centres  de  courbure  sphérique  de  la  coiu'be,  sans  être  une  de  ses 
développées,  puisque  aucune  de  ses  tangentes  ne  rencontre  la  pro- 
posée,  et  qu'elles  sont  toutes  sur  la  surface  développable. 

XXV. 

Etant  données  les  équations  d'une  courbe  h  double  courbure 
quelconque,  troui^er  celles  de  telles  de  ses  développées  qu'on 
voudra. 

Solution.  Toutes  les  développées  d'une  courbe  étant  sur  une 
même  surface  développable,  l'équation  de  cette  surface  est  com- 
mune à  toutes  les  développées:  or  nous  avons  donné  (art.  XXII) 
la  manière  de  trouver  cette  équation ,  et  nous  avons  vu  qu'elle  était 
le  résultat  de  l'élimination  de  la  quantité  x'  des  deux  équations  (A) 
et  (B)  ;  il  ne  reste  donc  plus  qu'à  trouver  pour  chaque  développée 
une  équation  particulière  qui  la  distingue  de  toutes  les  autres,  et 
qui  détermine  sa  manière  d'exister  sur  la  surface  développable. 
Pour  cela,  considérons  que  chaque  développée  doit  être  telle,  que 
le  prolongement  de  sa  tangente  en  un  point  quelconque  coupe  la 
développante  dans  le  point  dont  les  coordonnées  sont  x\  cp.r' 
et  4^?';  ou,  ce  qui  revient  au  même,  que  le  prolongement  de  la 
tangente  de  sa  projection  passe  par  la  projection  du  point  de  la  dé- 
veloppante dont  les  coordonnées  sont  a?',  (px'  et  -^x^  On  aura 
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donc,  par  rapport  à  la  projection  sur  le  plan  des  z ,  y, 

(D)  ^£^^-K 

Si  des  trois  équations 

(A)        (z— '^x')f  x'-+-(7-^9j:')9'x'-f^:c  — .r'=o, 

(R)        (z-4.x')fV^(j-(px>/V-[i-+-(9'y)*-+-(f.r')^J  =  o, 

(C)        (z-^.'^x')dy=(r-^x')^z, 

OU  élimine  T indéterminée  x\  les  deux  équations  qu'on  obtiendra 
en  JOj  y  et  Zj  et  dont  l'une  sera  aux  différences  premières,  seront 
les  deux  équations  demandées. 

XXVI. 

Au  lieu  d'employer,  comme  nous  avons  fait,  les  projections  sur 
le  plan  des  y  et  z,  on  peut  se  servir  de  la  projection  sur  l'un  quel- 
conque des  deux  autres  plans,  et  à  la  place  de  l'équation  (D)  on 
aura,  dans  le  cas  du  plan  des  x  et  7, 

(  J  —  ^-^O  dx  =  {x  —  .r')  (iy, 

et,  dans  le  cas  du  plan  des  xetz^ 

(z  —  4'^')  ^'^  =  (**^  "~  '^')  ^^• 

De  ces  trois  équations  différentielles,  deux  quelconques  compor- 
tent généralement  la  troisième  ;  mais  si ,  comme  dans  le  cas  dont  il 
s'agit,  on  suppose  que  les  deux  équations  (A)  et  (B)  aient  lieu  en 
même  temps  qu'elles,  alors,  de  ces  trois  équations  différentielles, 
une  quelconque  comporte  les  deux  autres,  et  il  sufKt  d'employer 
celle  qui  présentera  moins  de  difBculté  dans  l'intégration. 
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XXVII. 


I/intégration  de  réquation  différentielle  introduira  dans  le  calcul 
une  constante  arbitraire  qui,  par  les  différentes  valeurs  dont  elle 
sera  susceptible,  pourra  appartenir  à  telle  développée  qu'on  vou- 
dra, et  dont  la  détermination  dépendra  de  la  condition  à  laquelle  la 
développée  devra  satisfaire.  Par  exemple,  s'il  s'agit  de  déterminer  la 
constante  de  manière  que  la  développée  passe  par  un  certain  point 
donné  sur  la  surface  développable,  et  dont  les  coordonnées,  dans 
•  le  sens  des  x^  des  y  et  des  z,  soient  respectivement  a,  6  et  c,  on 
substituera  dans  les  deux  équations  de  la  développée,  après  l'inté- 
gration, à  la  place  des  quantités  a?,  j  et  z,  les  valeurs  correspon- 
dantes a,  è,  c  ;  on  éliminera  de  ces  deux  équations  celle  des  trois 
coordonnées  a,  6,  c  qui  sera  perpendiculaire  à  la  projection  dont 
on  aura  fait  usage ,  et  il  faudra  que  la  constante  satisfasse  à  l'équa- 
tion résultante. 

XXVIII. 

J'ai  donc  démontré  qu'une  courbe  quelconque,  plane  ou  à 
double  courbure,  a  une  infinité  de  développées,  toutes  à  double 
courbure,  à  l'exception  d'une  seule  pour  chaque  courbe  plane,  et 
j'ai  donné  la  manière  de  trouver  les  équations  de  toutes  ces  déve- 
loppées, d'après  celles  de  la  développante,  ce  que  je  m'étais  d'a- 
bord proposé  dans  ce  Mémoire  :  ainsi,  il  n'y  a  point  de  courbe  que 
l'on  ne  puisse  engendrer  par  le  développement  d'une  infinité  d'au- 
tres. Mais  comme  il  est  difficile,  dans  la  pratiqtfe,  après  avoir  plié 
un  fil  sur  une  développée,  particulièrement  si  elle  est  à  double 
courbure,  de  le  développer  de  manière  qu'à  chaque  instant  du 
mouvement,  il  soit  bien  exactement  confondu  avec  la  tangente  de 
la  développée,  lorsqu'on  voudra  construire  par  développement 
une  courbe  à  double  courbure  BB'B^'^B'''...  {Jig*  6),  on  pourra. 
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par  un  même  point  donné  B  de  cette  courbe,  mener  deux  fils  BO, 
BP,  tangents  à  la  surface  développable,  les  plier  ensuite  librement 
sur  cette  surface,  l'un  en  OO'O'^O'^..,  l'autre  en  PP'P^'P'^..  : 
ces  fils,  dans  leur  développement,  se  contre-balanceront  et  empê- 
cheront que  leur  point  de  réunion  cesse  d'être  dans  la  dévelop- 
pante; ou  bien,  pour  faire  usage  des  formules  précédentes,  on 
donnera  à  l'indéterminée  a  ou  6  deux  valeurs  différentes,  ce  qui 
produira  deux  développées  distinctes,  OO'C'O'''. . .  et  PP'P''P"^ . . , 
qui  jouiront  de  la  même  propriété. 

XXIX. 

Il  suit  de  là  qu'il  serait  facile  de  faire  osciller  un  pendule  dans 
une  courbe  à  double  courbure  quelconque,  si  cela  était  nécessaire, 
en  supposant  que  cette  courbe  tournât  sa  convexité  du  côté  du 
centre  des  forces  qui  agiraient  sur  le  pendule. 

XXX. 

Du  rayon  de  courbure  et  des  différents  genres  d'inflexions  des 
courbes  à  double  courbure. 

On  appelle  point  dinflexiony  dans  une  courbe  plane,  le  point 
où  cette  ligne,  après  avoir  été  concave  dans  un  sens,  cesse  de  l'être 
pour  devenir  concave  dans  l'autre  sens.  Il  est  évident  que,  dans  ce 
point,  la  courbe  perd  sa  courbure  et  que  les  deux  éléments  consé- 
cutifs sont  en  ligne  droite.  Mais  une  courbe  à  double  courbure  peut 
perdre  chacune  de  ses  courbures  en  particulier,  ou  les  perdre 
toutes  deux  dans  le  même  point  ;  c'est-à-dire  qu'il  peut  arriver  ou 
que  trois  éléments  consécutifs  d'une  même  courbe  à  double  cour- 
bure se  trouvent  dans  un  même  plan,  ou  que  deux  de  ces  éléments 
soient  en  ligne  droite.  Il  suit  de  là  que  les  courbes  à  double  cour- 
bure peuvent  avoir  deux  espèces  d'inflexions  :  la  première  a  lieu 
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lorsque  la  courbe  devient  plane ,  et  nous  l'appellerons  simple  in- 
flexion; la  seconde,  que  nous  appellerons  double  inflexion,  a  lieu 
lorsque  la  courbe  devient  droite  dans  un  de  ses  points. 

XXXI. 

Trouver  la  formule  qui  donne  les  points  de  simple  inflexion  des 
courbes  à  double  courbure. 

Solution.  Nous  avons  vu  (art.  XVII)  que  lorsqu'une  courbe  à 
double  courbure  a  un  point  de  simple  inflexion,  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  que  lorsqu'elle  devient  plane,  la  partie  correspondante 
de  la  surface  développable,  qui  est  le  lieu  de  ses  développées, 
devient  cylindrique,  et  que,  par  conséquent,  les  deux  arêtes  consé- 
cutives de  cette  partie  de  la  surface  sont  parallèles.  Il  suit  donc  de 
là  que  le  point  de  rencontre  de  ces  deux  arêtes  est  infiniment  éloi- 
gné, ou  les  coordonnées  de  ce  point  sont  infinies.  Or  nous  avons 
donné  (art.  XXIV)  les  valeurs  générales  de  ces  coordonnées,  qui 
sont  toutes  trois  rendues  infinies  en  égalant  à  zéro  le  dénominateur 
commun  :  donc  la  formule,  pour  trouver  les  points  de  simple 
inflexion,  est 

Y  ^^  OC  —  ^  X'>\,  a?  =  o, 

ou 

ddzd^y  —  ddyd^z  =  o  ; 

et  la  valeur  de  a?,  tirée  de  l'une  ou  de  l'autre  de  ces  deux  formules, 
sera  celle  de  l'abscisse  qui  convient  au  point  demandé. 

XXXII. 

On  aurait  pu  trouver  cette  formule  par  un  raisonnement  beau- 
coup plus  simple.  En  effet,  puisque  dans  le  point  de  simple  in- 
flexion, la  courbe  à  double  courbure  devient  plane,  il  faut  que, 
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dans  ce  point,  les  équations  de  la  courbe  satisfassent  à  F  équation 
générale  du  plan  :  or  cette  équation  générale  est 

z  =  ax  -h  by  -h  c. 

Si  donc  on  différentie  trois  fois  cette  équation  à  cause  des  trois 
constantes,  ce  qui  donne 

dz  =  adx  -\-  bdy^ 
ddz  =  hddy^ 
d'z  =  bdy, 

et  qu'on  élimine  a  et  è  de  ces  trois  équations,  on  trouvera 

ddyd^z  —  ddzd^y  =  o, 

équation  de  condition  qui  doit  être  satisfaite  pour  que  ces  trois  élé- 
ments consécutifs  d'une  courbe  à  double  courbure  soient  dans  un 
même  plan,  et  qui  est  la  même  que  celle  que  nous  venons  de  donner 
dans  le  problème  précédent. 

XXXIII. 

Trouver  V expression  du  rayon  de  courbure  d'une  courbe  à  double 

courbure  quelconque. 

Solution.  Dans  tout  ce  qui  précède,  nous  avons  bien  distingué 
les  rayons  de  développées  d'une  courbe  à  double  courbure  de  son 
rayon  de  courbure.  Nous  avons  vu  que,  dans  chaque  point,  une 
courbe  quelconque  a  une  infinité  de  rayons  de  développées,  parce 
qu'elle  a  une  infinité  de  développées  différentes;  mais  que,  dans 
chaque  point,  elle  n'avait  qu'un  rayon  de  courbure,  et  qu'on  trou- 
vait ce  rayon  en  abaissant  une  perpendiculaire  du  point  de  la  courbe 
sur  l'intersection  du  plan  normal  avec  le  plan  normal  infiniment 
voisin. 
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Or  nous  avons  donné  (première  partie)  l'expression  de  la  per- 
pendiculaire abaissée  d'un  point  donné  sur  une  droite  dont  on 
connaît  les  équations  de  projections  ;  de  plus,  nous  avons  trouvé 
(art.  XXII),  pour  équations  de  l'intersection  du  plan  normal  avec 
celui  qui  le  suit  immédiatement, 

(z—^x')i^''x^-h(j  —  (fx')fx'—[i-h((f'x'y-h(^'x'Y]  =  0', 

d'où  l'on  tire  les  trois  équations  suivantes,  qui  sont  celles  des  trois 
projections  de  cette  droite  : 

rfx'-h  z^x'—  [i -+.  [(f'x'Y  ^  {^'xy  -Ar  ^x'Yx'-^  (p.r'(p".r']  =^  o , 


-{-x'Y^'x:'—<fx'(^'x'fx'—^'x'fx')    '      ""' 
—  z{^'x'fx^—^'x'Yx'  —  x(f"x'—^'x'[i-^{^'xY'hWx'Y'\ 

^x'fx'—^x'{'yx'<f"x'—^^x'Y^'^') 

Si  l'on  compare  actuellement  ces  trois  équations  avec  celles  de  la 
droite  données  dans  la  première  partie,  on  trouvera,  pour  expres- 
sion du  rayon  de  courbure  d'une  courbe  à  double  courbure  quel- 
conque, 

[i'^Wx'Y-^[^'xyy     

si[<t"x'Y^  (f  .r')'-h  [^'x'fx'—  ^VfV)'' 

XXXIV. 

Nous  avons  aussi  donné  (première  partie)  les  expressions  dès 
coordonnées  du  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  d'im  point  sur 
une  droite  ;  si  l'on  substitue  encore  dans  ces  formules  les  valeurs 
ci -dessus,  on  trouvera,  pour  coordonnées  du  centre  de  courbure 
d'ime  courbe  quelconque,  dans  le  sens  des  x^ 
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dans  le  sens  des/, 
et  dans  le  sens  des  z, 

De  manière  qu'à  F  aide  de  toutes  ces  formules,  on  peut  non-seule- 
ment connaître  la  courbure,  en  un  point  quelconque,  d'une  courbe 
à  double  courbure,  mais  encore  assigner  le  sens  de  sa  courbure, 
puisqu'on  peut  connaître  dans  l'espace  la  position  de  son  centre 

de  courbure. 

XXXV. 

Trousser  la  formule  qui  dorme  les  points  de  double  inflexion  des 
courbes  à  double  courbure. 

Solution.  Il  suit  de  la  définition  que  nous  avons  donnée 
(art.  XXX)  de  la  double  inflexion,  que,  toutes  les  fois  qu'elle  aura 
lieu,  le  rayon  de  courbure  sera  =  00  ou  =0,  c'est-à-dire  qu'on 
aura 

{<P'XY  +  {-{"xy  -h  {-^Ixtp^'x  —  (p'x-^'xy  =  O    ou    =  X  . 

Le  premier  membre  de  cette  équation  étant  la  somme  de  trois 
carrés,  on  doit  avoir 

Cff'x  =  0   ou    00;       \^"x=0  ou    005       ^'x(f"X  —  (f'x^"x:=0   OU    OC  . 

La  troisième  équation  étant  une  suite  des  deux  premières,  la  for- 
mule pour  trouver  les  points  de  double  inflexion  sera 

(p'^x  =  o  ou  00  ^,     4''.r  =  o  ou  00  ; 
ou  bien 

d^y  =  o  ou  00  ;     rf^  z  =  o  ou  oo  , 

Il  est  inutile  de  remarquer  que  la  même  formule  donne  aussi  les 
points  de  rebroussement. 
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ADDITION 


DE    L'INTÉGRATION    DES   ÉQUATIONS   AUX   DIFFÉRENCES    PARTIELLES 
DU   PREMIER   ORDRE   ENTRE  TROIS   VARIABLES. 


L'intégration  d'une  équation  quelconque  aux  différences  par- 
tielles du  premier  ordre,  à  trois  variables,  ne  dépend  que  de  celle 
d'une  seule  équation  aux  différences  ordinaires  à  deux  variables, 
et  dans  laquelle  la  différentielle  d'une  des  variables  est  regardée 
comme  constante,  he  procédé  consiste  à  rechercher  d'abord  les 
équations  aux  différences  ordinaires  de  la  caractéristique  de  la  sur- 
face, et  à  intégrer  ensuite  ces  équations;  ce  qui  divise  naturelle- 
ment l'objet  dont  nous  nous  occupons,  en  deux  parties  distinctes. 


PREMIÈRE  PARTIE. 


RECHERCHE     DES     ÉQUATIONS    AUX     DIFFERENCES     ORDINAIRES     DE     LA 

CARACTÉRISTIQUE. 


Pour  mettre  plus  de  clarté  dans  la  recherche  des  équations  de  la 
caractéristique,  je  vais  l'entreprendre  par  les  seules  considérations 
géométriques;  mais  ce  que  j'ai  dit  jusqu'ici  sur  la  caractéristique 
(§  VIII,  page  53)  n'est  pas  complet,  et  je  vais  reprendre  les 
choses  de  plus  haut. 
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I. 


Concevons  une  surface  courbe  quelconque  donnée,  dont  la 
construction  dépende  de  deux  paramètres  a,  /3,  et  dont  l'équation 
soit  représentée  par 

f  \x,  j,  z,  CL,  p|  =  o; 

supposons,  de  plus,  que  les  deux  paramètres  ne  soient  pas  indé- 
pendants Tun  de  l'autre,  mais  qu'il  y  ait  entre  eux  une  relation 
déterminée  exprimée  par  |3  =  ^a,  <p  étant  une  certaine  fonction 
donnée;  en  sorte  que  a  soit  le  paramètre  principal:  l'équation  de 
la  surface  sera 

y  Us  JS  ->   a»   <P^\  =  o. 

Cela  posé,  suivant  que  l'on  donnera  au  paramètre  «  des  valeurs 
différentes,  l'équation  appartiendra  à  des  surfaces  différentes,  dans 
chacune  desquelles  les  quantités  a,  (pa,  qui  seront  toutes  deux 
constantes,  auront  des  valeurs  différentes.  Si  donc  on  suppose  que 
le  paramètre  a  prenne  successivement  toutes  les  valeurs  possibles, 
depuis  —  00  jusqu'à  H-  cxj  ,  la  surface  se  mouvra  en  changeant 
de  forme;  elle  passera  successivement  par  toutes  les  formes  et 
toutes  les  positions  dont  elle  est  susceptible,  et  elle  parcouira  un 
certain  espace.  Enfin,  si  l'on  suppose  que  toutes  ces  surfaces  exis- 
tent ensemble,  et  qu'une  autre  surface  les  enveloppe  toutes,  cette 
dernière  surface,  jusqu'à  laquelle  chacune  des  premières  s'étend, 
au  delà  de  laquelle  aucune  d'elles  ne  \e  porte,  et  qui  est,  par 
conséquent,  leur  limite,  est  aussi  la  limite  de  l'espace  parcouru 
par  la  première,  regardée  comme  mobile  et  variable  de  forme,  en 
vertu  de  la  variation  du  paramètre  ol. 

C'est  cette  dernière  surface  à  laquelle,  en  la  comparant  à  la  sur- 


Digitized  by 


Google 


—  4^3  — 

face  mobile,  j'ai  donné  le  nom  A' enveloppe;  tandis  que  j'ai  donné 
celui  à' enveloppée  à  la  surface  mobile. 

IL 

11  est  évident  que  l'enveloppe  touche  chacune  des  enveloppées 
dans  une  courbe  qui  se  trouve  en  même  temps  et  sur  l'enveloppe 
et  sur  l'enveloppée;  c'est  cette  courbe  de  contact  à  laquelle  j'ai 
donné  le  nom  de  caractéristique  de  l'enveloppe.  Or  il  n'y  a  sur 
l'enveloppe  aucun  point  dans  lequel  cette  surface  ne  touche  une 
certaine  enveloppée  pour  laquelle  le  paramètre  constant  a  a  une 
certaine  valeur  déterminée.  Donc  il  n'y  a  sur  l'enveloppe  aucun 
point  par  lequel  ne  passe  une  certaine  caractéristique  pour  laquelle 
le  paramètre  a  a  la  même  valeur  que  pour  l'enveloppée  sur  laquelle 
cette  courbe  se  trouve,  c'est-à-dire  pour  laquelle  les  quantités  a,  (poc 
sont  toutes  deux  constantes. 

L'enveloppe  peut  donc  être  regardée  comme  le  lieu  de  toutes 
les  caractéristiques  qui  correspondent  aux  différentes  valeurs  de  a, 
et,  par  conséquent,  comme  engendrée  par  le  mouvement  de  la 
caractéristique ,  considérée  comme  mobile  et  variable  de  forme  en 
vertu  de  la  variation  du  paramètre  a.  Nous  verrons  plus  loin 
(art.  XI)  pourquoi  de  toutes  les  génératrices  possibles  de  l'enve- 
loppe celle-ci  m'a  paru  devoir  être  distinguée  par  un  nom  parti- 
culier. 

IIL 

Si  l'on  considère  deux  enveloppées  consécutives  pour  l'une  des- 
quelles le  paramètre  a  ait  une  certaine  valeur  déterminée  qui ,  dans 
l'autre,  sera  a  H-  e^a,  ces  deux  surfaces  se  couperont  dans  une  cer- 
taine courbe  qui  sera  aussi  une  ligne  de  contact  entre  elles  deux ,  et 
qui  ne  différera  pas  de  celle  dans  laquelle  la  première  des  deux  en- 
veloppées touche  l'enveloppe:  cette  courbe  sera  donc  la  caracté- 
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ristique  qui  correspond  à  la  première  des  deux  enveloppées.  Or 
les-  équations  de  ces  deux  enveloppées  consécutives  sont 

f\x,  j,  z,  a,  (pa)  =  o, 

J{x^y,  z,   OL -^  doc^   (pa  4- rf(pa)  =  o; 

ou,  représentant  la  première  par 


la  seconde  est 

<    dcf. 


yVi  -^  /  =  o. 


Donc  ces  deux  équations  sont  celles  de  la  caractéristique;  et,  parce 
qu'elles  doivent  avoir  lieu  en  même  temps  pour  cette  courbe,  la 
première  réduit  la  seconde,  et  elles  deviennent 

/=o. 

dans  lesquelles  la  valeur  de  a  détermine  la  forme  et  la  position  de 
chacune  des  caractéristiques.  Donc  enfin  T enveloppe,  qui  est  le 
lieu  général  de  toutes  les  caractéristiques,  aura  pour  équation  inté- 
grale le  résultat  de  l'élimination  de  l'indéterminée  a  entre  les  deux 
équations  précédentes.  • 

IV. 

On  voit  que  si  la  forme  de  la  fonction  <p  est  donnée,  et,  par 
conséquent,  celle  de  sa  dérivée  (p',  l'élimination  de  a  sera  toujours 
possible,  et  que  l'équation  de  l'enveloppe  sera  entièrement  déli- 
vrée du  paramètre  variable  a;  mais  elle  contiendra  toujours  des 
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traces  de  la  fonction  ^  et  de  sa  dérivée  ^'  :  ainsi,  pour  chaqîie 
forme  différente  que  Ton  pourra  donner  à  la  fonction  ^,  on  aura 
une  enveloppe  différente.  Si  donc  on  veut  que  T équation  appar- 
tienne à  toutes  les  enveloppes  possibles  qui  peuvent  être  produites 
par  les  divers  mouvements  que  Ton  pourrait  donner  à  l'enveloppe 
mobile,  il  faut  regarder  la  forme  de  la  fonction  <p  comme  arbitraire; 
mais  alors  l'élimination  du  paramètre  a  n'est  plus  praticable,  ou 
du  moins  elle  ne  peut  s'effectuer  que  dans  des  cas  particuliers,  et 
l'équation  de  l'enveloppe  ne  peut  plus,  en  général,  être  exprimée 
que  par  le  système  des  deux  équations 


=  o, 


entre  lesquelles  il  faut  éliminer  l'indéterminée  a,  et  dans  lesquelles 
la  fonction  <p  est  arbitraire. 


Néanmoins  l'enveloppe  peut  être  exprimée  par  une  équation 
unique  aux  différences  partielles;  en  effet,  des  deux  équations  pré- 
cédentes, la  seconde  énonce  que  la  différentielle  de  la  première, 
prise  en  regardant  a  comme  seule  variable,  est  égale  à  zéro  :  on 
peut  donc  différentier  la  première  en  regardant  a  comme  constante. 

Mais  cette  équation  y  =  o  appartient  à  ime  surface  courbe  pour 

laquelle  deux  variables,  par  exemple  x^  j,  sont  indépendantes, 
ainsi  que  leurs  différentielles  dx,  cfy;  il  faut  donc  que  les  deux 
différentielles  de  cette  équation,  prises  en  regardant  d'abord  x, 
puis j  comme  seules  variables,  aient  lieu  chacune  en  particulier: 
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la  première  sera  en 

Ja  seconde  sera  en 

y,   .r,  X,  z,   a,   (pa. 

Donc,  entre  ces  deux  équations  et  y^*=  o,  on  pourra  éliminer  les 

deux  quantités  a,  (poL^  et  Ton  aura  une  équation  aux  différences 
partielles  du  premier  ordre 

^\p^  q^  '^N  .>%  A  =  o- 

Or,  1^  en  éliminant  a,  on  transporte  à  l'enveloppe  ce  qui  n'était 
dit  d'abord  que  de  Tenveloppée;  2®  en  éliminant  ^a,  on  transporte 
à  toutes  les  enveloppes  possibles  ce  qui  n'était  dit  d'abord  que  de 
l'enveloppée  déterminée  par  la  forme  supposée  à  la  fonction  (p. 

Donc  l'équation  aux  différences  partielles  du  premier  ordre 

F(/^>  7'  ^y  y  y  z)  =  0 

appartient  à  toutes  les  enveloppes  possibles  qui  peuvent  être  pro- 
duites d'une  manière  quelconque  par  le  mouvement  de  la  même 
enveloppée  mobile. 

VI. 

On  sait  que,  deux  courbes  quelconques  étant  données  dans  l'es- 
pace, si  l'on  approche  d'elles  un  plan  qui  les  touche  toutes  deux, 
ce  qui  ne  déterminera  pas  sa  position,  et  si  l'on  suppose  que  ce 
plan  roule  de  manière  qu'il  ne  cesse  pas  de  toucher  les  deux 
courbes  dans  son  mouvement,  qui,  par  là,  sera  déterminé,  il  par- 
courra un  espace  dont  l'enveloppe  est  une  surface  développable 
qui  passe  par  les  deux  courbes. 
•    Cela  posé,  concevons  deux  caractéristiqiies  consécutives  dont  la 
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première  corresponde  à  une  valeur  détenninée  de  a,  et  supposons 
qu'un  plan  roule  sans  cesser  de  les  toucher  toutes  deux;  le  mouve- 
ment de  ce  plan  déterminera  une  surface  développable  qui  passera 
par  les  deux  caractéristiques  consécutives,  et  qui  sera,  par  consé- 
quent, tangente  à  Fenveloppe.  Dans  l'équation  de  cette  surface 
développable,  a  aura  la  même  valeur  déterminée  que  pour  la  ca- 
ractéristique dans  laquelle  elle  touche  l'enveloppe;  et  les  quan- 
tités a,  ^a  seront  toutes  deux  constantes. 

Actuellement,  si,  sur  la  seconde  caractéristique  et  la  troisième, 
on  fait  la  même  opération  que  nous  venons  de  faire  sur  la  pre- 
mière et  la  seconde,  on  aura  une  seconde  surface  développable  qui 
passera  de  même  par  la  seconde  caractéristique  et  la  troisième, 
qui  touchera  de  même  l'enveloppe,  et  dont  l'équation  ne  différera 
de  celle  de  la  première  que  parce  que  la  quantité  u  sera  devenue 
a  -^^  daL\  et  il  est  évident  que  ces  deux  surfaces  développables 
consécutives  se  couperont  dans  la  seconde  caractéristique  qui  leur 
est  commune. 

Si  donc  on  continue  de  faire  passer  ainsi  des  surfaces  dévelop- 
pables par  toutes  les  caractéristiques  prises  deux  à  deux  consécuti- 
vement, on  aura  une  suite  de  surfaces  développables  tangentes  à 
Fenveloppe,  et  dont  deux  quelconques  consécutives  se  couperont 
dans  une  des  caractéristiques  :  donc,  si  l'on  suppose  que  la  surface 
développable  se  meuve  dans  l'espace,  en  vertu  de  la  variation  du 
paramètre  a  que  contient  son  équation,  elle  parcourra  un  espace 
dont  l'enveloppe  sera  la  même  que  celle  que  nous  avons  consi- 
dérée jusqu'ici.  Cette  surface  développable  peut  donc  être  re- 
gardée comme  une  enveloppe  nouvelle,  mobile  en  vertu  de  la 
variation  du  même  paramètre  a,  et  à  laquelle  appartient  la  même 
enveloppe. 
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Ce  que  nous  venons  de  dire  de  la  surface  développable  dont 
réquation  générale  aux  différences  partielles  rt  —  ^^  =  o  est  du 
second  ordre,  peut  se  dire  aussi  de  toute  autre  surface  dont  Téqua- 
tion  aux  différences  partielles  est  aussi  du  second  ordre  :  nous  n'en 
rapporterons  qu'un  seul  exemple. 

Concevons  qu'une  sphère  de  rayon  constant  roule  en  touchant 
toujours  la  première  caractéristique  et  la  seconde  ;  elle  parcourra 
un  espace  dont  l'enveloppe  sera  la  surface  d'un  tuyau  à  section 
circulaire  de  rayon  constant;  et  cette  surface,  dans  l'équation  de 
laquelle  le  paramètre  a  aura  la  valeur  déterminée  qui  convient  à 
la  première  caractéristique,  passera  par  les  deux  caractéristiques 
consécutives,  et  sera  tangente  à  l'enveloppe  primitive. 

Si  l'on  fait  la  même  opération  sur  la  seconde  caractéristique  et  la 
troisième,  on  aura  la  surface  d'un  second  tuyau  à  section  circulaire 
de  même  rayon,  qui  passera  par  la  seconde  caractéristique  et  la 
troisième,  qui  touchera  de  même  l'enveloppe  primitive,  et  dont 
l'équation  ne  différera  de  celle  de  la  première  que  parce  que  le 
paramètre  a  aura  pris  la  valeur  ol-^  doL.  Les  surfaces  de  ces  deux 
tuyaux  consécutifs  se  couperont  dans  la  seconde  caractéristique  qui 
leur  est  commune. 

Si  donc  on  continue  de  faire  passer  ainsi  des  surfaces  de  tuyaux 
circulaires  par  toutes  les  caractéristiques  considérées  deux  à  deux 
consécutivement,  on  aura  une  syite  de  surfaces  tangentes  à  l'en- 
veloppe primitive,  et  qui,  considérées  elles-mêmes  deux  à  deux 
consécutivement,  se  couperont  successivement  dans  toutes  les  ca- 
ractéristiques. Donc,  si  l'on  conçoit  que  la  surface  du  tuyau,  dans 
l'équation  de  laquelle  entre  le  paramètre  a,  se  meuve  dans  l'espace 
en  vertu  de  la  variation  de  ce  paramètre,  elle  parcourra  un  espace 
qui  aura  la  même  enveloppe. 
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VIII. 


11  suit  de  là  qu'une  surface,  considérée  comme  enveloppe,  n'a 
pas  d'enveloppée  nécessaire  ;  c'est-à-dire  qu'elle  est  l'enveloppe 
commune  d'un  nombre  infini  d'espaces  différents  parcourus  par  des 
enveloppées  différentes,  mobiles  chacune  en  vertu  de  la  variation 
du  même  paramètre  a  qui  se  trouve,  ainsi  que  <pot,  dans  l'équation 
de  l'enveloppée.  Or  nous  avons  vu  (art.  IV)  que  l'équation  inté- 
grale d'une  surface  considérée  comme  enveloppe  est,  en  général, 
le  résultat  de  l'élimination  de  a  entre  l'équation  de  l'enveloppée 
mobile 

/(^,  r.  z,  «,  <pa)  =  o, 

et  sa  différentielle  prise  en  regardant  a  comme  seule  variable  ;  nous 

venons  de  voir  d'ailleurs  que  la  fonction  /*  est  susceptible  d'un 

nombre  infini  de  formes  différentes,  dépendantes  de  la  nature  de 
l'enveloppée  mobile  ;  donc,  lorsque  l'équation  intégrale  d'une  en- 
veloppe est  présentée  conime  le  résultat  de  l'élimination  de  a  entre 
deux  équations  telles  que 

/=o, 


le  système  de  ces  deux  équations  n'a  rien  de  nécessaire,  et  il  peut 
être  remplacé  par  un  nombre  infini  d'autres  systèmes  de  deux  équa- 
tions différentes  des  deux  premières,  et  produisant  le  même  résultat 
par  l'élimination  de  oc. 

Néanmoins  il  est  avantageux  de  choisir,  parmi  toutes  les 
enveloppées  mobiles  qui,  par  leur  mouvement,  produisent  la 
même  enveloppe,  celle  dont  l'équation  est  plus  simple,  ou  dont 
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la  construction  est  plus  facile,  ou  à  la  considération  de  laquelle  on 
est  plus  accoutumé. 

IX. 

Considérant  sur  une  enveloppe  quelconque  la  suite  des  caracté- 
ristiques dont  elle  est  le  lieu,  commençons  par  celle  de  ces  courbes 
qui  correspond  à  une  valeur  déterminée  de  a  ;  prenons  sur  elle  un 
point  arbitraire,  et  concevons  sa  tangente  en  ce  point;  puis,  par 
cette  tangente,  menons  un  plan  quelconque  qui  sera  tangent  à  la 
courbe,  mais  dont  la  position  ne  sera  pas  déterminée,  et  qui  ne  sera 
pas  tangent  à  l'enveloppe.  Gela  fait,  concevons  que  le  plan  tourne 
autour  de  la  tangente  jusqu'à  ce  qu'il  touche  la  caractéristique  sui- 
vante en  un  certain  point  qui  sera  déterminé  ;  la  position  du  plan 
sera  alors  déterminée,  il  sera  tangent  à  l'enveloppe,  et  il  contiendra 
la  tangente  à  la  seconde  caractéristique. 

Concevons  ensuite  que  le  plan  tourne  autour  de  la  tangente  de 
la  seconde  caractéristique,  jusqu'à  ce  qu'il  touche  la  troisième  en 
un  autre  point  qui  sera  de  même  déterminé  ;  dans  cette  position,  il 
sera  encore  tangent  à  l'enveloppe,  et  il  contiendra  la  tangente  à  la 
troisième  caractéristique. 

Enfin,  concevons  que  le  plan  continue  de  rouler  ainsi,  en  tour- 
nant toujours  autour  de  la  tangente  de  la  caractéristique  qu'il  tou- 
che, jusqu'à  ce  qu'il  touche  la  caractéristique  suivante  ;  il  est  évident 
que  dans  son  mouvement  il  ne  cessera  pas  d'être  tangent  à  l'enve- 
loppe, puisqu'il  passera  toujours  par  les  tangentes  de  deux  carac- 
téristiques consécutives.  U  déterminera  sur  l'enveloppe  une  suite 
de  points  de  contact  dont  le  lieu  sera  une  courbe  qui  passera  par  le 
point  de  contact  pris  arbitrairement  sur  la  première  caractéris- 
tique. Il  y  aura  donc  sur  l'enveloppe  autant  de  courbes  détermi- 
nées de  cette  manière,  que  Ton  peut  concevoir  de  points  pris  arbi- 
trairement sur  la  première  caractéristique  ;  chacune  de  ces  courbes 
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coupera  toutes  les  caractéristiques,  et  réciproquement.  Et,  parce 
que  la  considération  de  ces  courbes  va  nous  devenir  nécessaire,  je 
leur  donnerai  le  nom  de  trajectoires  de  la  caractéristique. 

Les  angles  sous  lesquels  les  trajectoires  coupent  les  caractéris- 
tiques dépendent,  en  général,  de  la  nature  de  l'enveloppe.  Par 
exemple,  dans  les  surfaces  de  révolution,  les  parallèles  sont  les 
caractéristiques,  les  méridiens  sont  les  trajectoires  ;  et,  dans  ce  cas, 
les  trajectoires  sont  orthogonales. 

Le  plan  qui  se  meut  de  manière  à  toucher  toujours  l'enveloppe 
dans  la  même  trajectoire  détermine  une  surface  développable  qui 
touche  elle-même  l'enveloppe  dans  toute  l'étendue  de  la  trajectoire. 


Nous  avons  fait  rouler  le  plan  tangent  sur  l'enveloppe  dç  deux 
manières  différentes. 

Dans  la  première,  le  point  de  contact  du  plan  mobile  ne  sort  pas 
de  la  même  caractéristique,  et  deux  plans  consécutifs  se  coupent 
dans  la  tangente  à  la  trajectoire  qui  passe  par  le  point  de  contact. 

Dans  la  seconde,  le  plan  de  contact  du  plan  mobile  ne  sort  pas 
de  la  même  trajectoire,  et  deux  plans  consécutifs  se  coupent  dans  la 
tangente  à  la  caractéristique  qui  passe  par  le  point  de  contact. 

Ainsi,  la  surface  développable  qui  touche  l'enveloppe  dans  la 
caractéristique,  et  celle  qui  touche  l'enveloppe  dans  la  trajectoire, 
sont  réciproques,  en  cela  que  la  première  est  le  lieu  des  tangentes 
aux  différentes  trajectoires  dont  les  points  de  contact  sont  pris  sur 
la  même  caractéristique,  tandis  que  la  seconde  est  le  lieu  des  tan- 
gentes aux  différentes  caractéristiques  dont  les  points  de  contact 
sont  pris  sur  une  même  trajectoire. 

Cette  propriété  mérite  une  grande  attention,  parce  que  c'est  son 
expression  qui  nous  produira  les  deux  équations  aux  différences 
ordinaires  de  k  caractéristique. 
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L'enveloppe  étant  le  lieu  de  toutes  les  trajectoires  dont  les  diffé- 
rentes équations  intégrales  ne  diffèrent  entre  elles  que  par  la  valeur 
d'un  certain  paramètre  /3  qui  varie  de  l'une  à  l'autre,  la  trajectoire 
peut  aussi  être  regardée  comme  une  génératrice  de  l'enveloppe 
qu'elle  engendre  en  vertu  du  mouvement  que  lui  procure  la  varia- 
tion de  /3  ;  mais  il  y  a  une  grande  différence  entre  cette  génératrice 
et  la  caractéristique. 

Pour  la  caractéristique,  les  quantités  ot^(p(x^  qui  entrent  dans  ses 
équations  intégrales,  sont  toutes  deux  constantes,  et  doivent  être 
regardées  comme  telles,  lorsqu'on  différentie  aux  différences  ordi- 
naires ces  équations  ;  on  peut  donc  les  éliminer  comme  deux  véri- 
tables .constantes  arbitraires,  et  les  équations  aux  différences  ordi- 
naires que  l'on  obtient  alors,  ne  renfermant  plus  la  fonction  ^, 
appartiennent  à  toutes  les  caractéristiques  qui  se  trouvent  sur  toutes 
les  enveloppes  possibles.  Pour  la  trajectoire,  au  contraire,  ses  deux 
équations  peuvent  bien,  à  la  vérité,  être  regardées  comme  indé- 
pendantes de  a,  mais  elles  ne  le  sont  pas  de  la  forme  de  la  fonc- 
tion <p  ;  cette  courbe  dérive  nécessairement  de  celle  qui  dirige  le 
mouvement  de  l'enveloppée,  et  elle  tient  essentiellement  à  la  nature 
de  l'enveloppe  que  l'on  considère. 

Ainsi,  la  caractéristique  est  la  génératrice  commune  à  toutes  les 
enveloppes  différentes  et  en  nombre  infini  que  l'on  peut  produire 
par  la  même  enveloppée,  tandis  que  la  trajectoire  n'est  la  généra- 
trice que  d'une  seule  de  ces  enveloppes;  la  caractéristique,  dont  la 
nature  ne  dépend  absolument  que  de  celle  de  l'enveloppée,  est 
donc  la  seule  qui  porte  le  caractère  général  de  la  génération 
exprimée  par  l'équation  aux  différences  partielles.  C'est  pour  cela 
que  je  lui  ai  donné  un  nom  particulier  qui  la  distingue  de  toutes  les 
autres  génératrices. 
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Par  exemple,  dans  la  surface  de  révolution,  le  méridien,  qui  est 
la  trajectoire,  est  bien  une  génératrice;  c'est  même  la  seule  qu'on 
ait  coutume  de  considérer  :  mais  cette  génératrice  est  propre  à  une 
surface  de  révolution  individuelle  ;  elle  varie  sans  aucune  dépen- 
dance d'un  individu  à  un  autre,  et  ce  n'est  pas  elle  qui  donne  à  la 
surface  le  caractère  d'être  de  révolution.  C'est  le  parallèle  seul, 
c'est-à-dire  la  circonférence  de  cercle  dont  le  plan  est  toujours 
normal  à  Taxe  constant  de  position,  qui  passe  par  son  centre;  c'est, 
dis-je,  le  parallèle  qui  est  la  génératrice  commune  à  toutes  les  sur- 
faces de  révolution  autour  d'un  même  axe  ;  c'est  cette  courbe  qui 
imprime  à  la  surface  le  caractère  d'être  de  révolution  ;  c'est  elle  qui 
est  la  caractéristique  de  cette  génération. 

Ces  préliminaires  étant  posés,  nous  allons  passer  à  la  recherche 
des  équations  aux  différences  ordinaires  de  la  caractéristique. 

XII. 

Soit  proposée  l'équation  générale  aux  différences  partielles  du 
premier  ordre 

(A)  Fj/?,  q,  X,  y,  z\  =  o, 

dans  laquelle  les  cinq  quantités  entrent  d'une  manière  quelconque, 
mais  donnée  ;  si  on  la  difîérentie  aux  différences  ordinaires,  on  a 
une  équation  aux  différences  ordinaires  de  la  forme 

Vdp  +  Q^  -h  y^dx  +  Ydy  -f-  Zdz  =  o, 

dans  laquelle  les  cinq  coefficients  P,  Q,  X,  Y,  Z,  obtenus  par  la 
différentiation,  sont  connus  en  /?,  ^,  or,  j,  jz;  et  parce  que  l'on  a 
d'ailleurs  dz  =  pdx  +  qdy^  cette  équation  différentielle  sera 

(B)  Prf/?  +  Qrf^H-(X-f-/?Z)éir+(Y  +  ^Z)c(r  =  o. 

Cela  posé,  considérons  le  plan  tangent  qui  s'appuie  sur  deux  carac- 

55 
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téristiques  consécutives  quelconques,  et  qui  les  touche  chacune  en 
un  point.  Si,  sur  l'.enveloppe,  on  veut  passer  du  premier  de  ces 
deux  points  de  contact  au  second,  c'est-à-dire  parcourir  F  élément 
de  la  trajectoire;  comme  ces  points  sont  sur  le  même  plan  tangent, 
les  quantités  /;,  q  ne  changent  pas  dans  le  passage  :  il  faut  donc  faire 
dans  (B)  c^  =  o,  dg  =  Oy  ce  qui  donnera 

(G)  (X  4-/,Z)  ^  -+-  (Y  -f-  qZ) dy  =  o, 

dans  laquelle  la  valeur  de  -—  indique,  sur  le  plan  des  a:,  j,  la 

direction  suivant  laquelle  doit  se  faire  le  passage,  c'est-à-dire  la 
direction  de  la  projection  de  l'élément  de  la  trajectoire.  Cette  équa- 
tion différentielle  n'est  donc  autre  chose  que  celle  de  la  projection 
de  la  trajectoire  elle-même  sur  le  plan  des  x^y. 

Le  plan  tangent  n'est  pas  la  seule  surface  qui  passe  par  la  tra- 
jectoire; si  dans  (B)  on  fait 

(D)  Prf/?  +  Q6/^=o, 

on  a  également  l'équation  (G)  ;  ainsi  la  surface  à  laquelle  appartient 
l'équation  (D)  passe  aussi  par  la  trajectoire.  Or  cette  surface  est 
développable,  puisque  son  équation  aux  différences  ordinaires  est 
en  cje?,  ^;  de  plus,  elle  touche  l'enveloppe,  puisque  les  quan- 
tités /?,  q  ont  les  mêmes  valeurs  pour  cette  surface  et  pour  l'enve- 
loppe :  donc  l'équation  (D)  est  celle  de  la  surface  développable 
qui  touche  l'enveloppe  dans  la  trajectoire. 

Jusqu'ici,  nous  avons  regardé  comme  immobile  le  plan  tangent 
dont  l'équation,  limitée  à  l'étendue  de  l'élément  de  l'enveloppe,  et 
rapportée  au  point  de  contact  pour  origine,  est 

(E)  dz  =  pdx  H-  qdy  ; 

mais  si  Ton  veut  commencer  à  faire  rouler  ce  plan  d'une  manière 
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quelconque  sur  Tenveloppe,  pour  donner  lieu  à  la  formation  d'une 
surface  développable  quelconque,  le  second  plan  coupera  le  pre- 
mier dans  une  droite  dont  on  aura  l'équation  en  difîérentiant  (E) 
sans  faire  varier  les  coordonnées  dx^dy^  dz^oe  qui  donnera 

(F)  dpdœ  -^  dqdy^=^o. 

Dans  cette  dernière  équation,  si  l'on  met  pour  ^  la  valeur  qui 
convient  à  la  droite  autour  de  laquelle  le  plan  tourne,  on  aura 
endp^dq  l'équation  aux  différences  ordinaires  de  la  surface  déve- 
loppable produite  par  le  mouvement  du  plan;   et,  si  l'on  met 

pour  ~2  la  valeur  qui  convient  à  la  surface  développable  produite 

par  le  mouvement  du  plan,  on  aura  en  cir,  dy  l'équation  de  l'élé- 
ment de  la  droite  autour  duquel  le  plan  tourne. 

D'après  cela,  si  le  plan  roule  de  manière  que  le  point  de  contact 
ne  sorte  pas  de  la  caractéristique,  il  tourne  autour  de  la  tangente  à 

la  trajectoire,  et  la  valeur  de  -^  doit  être  celle  que  fournit  l'équa- 
tion (C)  de  la  trajectoire.  Si  donc  on  substitue  cette  valeur,  ce  qui 
produira 

(G)  (X  ^pZ)dq  -  (Y  4-  qZ)dp  =  o, 

on  aura  l'équation  différentielle  de  l'enveloppée  développable, 
équation  qui  appartient  aussi  à  la  caractéristique  comprise  sur 
cette  enveloppée.  Si,  au  contraire,  le  plan  roule  de  manière  que  le 
point  de  contact  ne  sorte  pas  de  la  trajectoire,  il  tourne  autour  de 
la  tangente  de  la  caractéristique,  il  donne  lieu  à  la  formation  de  la 
surface  développable  qui  touche  l'enveloppe  dans  la  trajectoire,  et 

la  valeur  de  ^  doit  être  celle  que  donne  l'équation  (D)  de  cette 

surface.  Si  donc  on  substitue  cette  valeur,  ce  qui  produira 

(H)  Vdy  —  qdœ=o, 

55. 
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on  aura  une  équation  qui  appartient  à  rélément  de  la  caractéristique 
autour  duquel  tourne  le  plan,  et,  par  conséquent,  l'équation  diffé- 
rentielle de  la  projection  de  la  caractéristique  sur  le  plan  des  x^  y. 
Ainsi,  les  deux  équations  aux  différences  ordinaires  (G),  (H)  appar- 
tiennent à  la  caractéristique. 

En  nous  résumant,  on  voit  que  T équation 

(B)        Prf^  +  Qrf^H-  (X+/?Z)cir+(Y  +  ^Z)rf/  =  o 

étant  partagée  dans  les  deux  suivantes  : 

(G)  (X  ^pZ)  e^  +  (Y  +  qZ)  dy  =  o, 

(D)  Vdp  +  Q^dq  =  o, 

et  ayant  posé  l'équation 

(F)  dpdx  H-  dqdy  =  o, 

si  l'on  substitue  dans  (G) ,  (D) ,  pour  ^  ou  -^,  les  valeurs  que  donne 
cette  dernière,  on  aura  les  deux  équations  • 

(G)  (X  -^pZ)  dq—{Y-h  qZ)  dp  =  o, 
(H)  T?dy  —  Qdœ  =  o, 

qui  appartiennent  toutes  deux  à  la  caractéristique. 

Les  équations  (B),  (E)  qui  appartiennent  toutes  deux  à  l'enve- 
loppe siu*  laquelle  se  trouve  la  caractéristique,  appartiennent  aussi 
à  cette  courbe  :  ainsi  on  a,  pour  la  caractéristique,  les  quatre  équa- 
tions aux  différences  ordinaires  (B),  (E),  (G),  (H). 

XIII. 

Les  quatre  équations  aux  différences  ordinaires  que  nous  venons 
de  trouver  pour  la  caractéristique  sont  entre  les  cinq  différentielles 
dp,  dq,  dXy  dfj,  dz.  On  peut  donc  éliminer  entre  elles  trois  quel- 
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conques  de  ces  diflférentielles,  et  l'on  aura  une  équation  qui  ne 
contiendra  que  les  deux  autres,  ce  qui  produit  les  dix  résultats 
suivants  : 

o. 


Pdz  —  (Pp  -h  Qq)  dx=  o, 


1". 

3°. 

4°. 
5°. 
6°. 

7"- 
8°. 

9"- 
io°. 

Ces  dix  équations,  qui  appartiennent  toutes  à  la  caractéristique, 
nous  seront  utiles  par  la  suite  ;  mais  il  faut  bien  se  rappeler  qu'elles 
ne  sont  point  indépendantes,  et  qu'elles  ne  disent  pas  plus  que  les 
quatre  équations  (B),  (E),  (G),  (H),  dont  elles  sont  une  suite 
nécessaire. 

On  peut  former  les  dix  équations  précédentes  d'une  manière 
commode  ;  car  les  cinq  quantités 


p^p-h 

(X 

H-/?Z)  dx  = 

o, 

Qrf/^  + 

(X 

+  pT)dy  = 

o, 

Vdq-^ 

(Y 

-+-  qT)  dx  = 

o, 

Qdq-\- 

(Y 

-\-qT)dy  = 

o, 

(p/> 

-h  Qq)  dp  H- 

(X 

-+-pZ)  dz  = 

o, 

(P/, 

-^Qq)dq-h 

(Y 

4-  qZ)  dz  = 

o, 

(X 

^pT)dq  — 

(Y 

-hqZ)dp  = 

o. 

dx      dy           dz 
P'    Q'    Vp  +  (^q 

dp 

X-hpZ' 

dç 
Y-hçZ 

étant  disposées,  comme  on  voit,  en  deux  cases,  la  somme  de  deux 
quelconques  de  ces  quantités,  égalée  à  zéro,  avec  le  signe  —  si  elles 
sont  prises  dans  la  même  case,  et  avec  le  signe  -h  si  elles  sont  prises 
dans  des  cases  différentes,  produira  une  des  dix  équations  de  la 
caractéristique. 
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SECONDE  PARTIE. 

DE    l'intégration    DES    ÉQUATIONS    DE    LA    CARACTÉRISTIQUE. 

XIV. 

Il  peut  se  présenter  deux  cas  :  ou  Téquation  aux  difFérences  par- 
tielles est  linéaire  en  /?,  q^  ou  elle  ne  Test  pas;  le  premier  de  ces 
deux  cas  étant  plus  simple  à  traiter,  nous  allons  d'abord  nous  en 
occuper. 

Soit  donc  proposée  l'équation  linéaire  générale 

dans  laquelle  les  trois  coefficients  L,  P,  Q  soient  donnés  d'une 
manière  quelconque  en  a;,  j,  z.  Les  trois  premières  équations  de 
la  caractéristique,  qui  sont  dans  ce  cas  les  seules  nécessaires, 
deviennent 

Prfj  —  Ç^dx  =  o, 

Vdz  —  Lctr  =  o, 

(^dz —  Lrfj  =  o. 

Elles  appartiennent  aux  projections  de  la  caractéristique  sur  les 
trois  plans  des  coordonnées;  ainsi,  deux  quelconques  d'entre  elles 
comportent  la  troisième.  Il  suffira  donc  d'en  considérer  deux,  par 
exemple  les  deux  dernières. 

Supposons  d'abord  que  ces  équations  soient  toutes  deux  inté- 
grables,  et  que  leurs  intégrales  soient  représentées  par 

M  =  a,  N  =  (3, 
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dans  lesquelles  a  et  p  soient  les  deux  constantes  arbitraires  intro- 
duites par  les  intégrations.  Dans  cet  état,  ces  deux  intégrales  appar- 
tiennent à  toutes  les  caractéristiques  possibles  qui  peuvent  se  trouver 
sur  toutes  les  enveloppes  possibles  auxquelles  appartient  T équation 
aux  différences  partielles,  c'est-à-dire  que,  de  toutes  les  caractéris- 
tiques possibles  dont  le  nombre  est  infini  du  second  ordre,  il  n'y  en 
a  aucune  dont  les  deux  intégrales  ne  puissent  devenir  les  équations 
propres,  si  l'on  donne  à  chacune  des  deux  constantes  arbitraires 
a,  {3  une  valeur  déterminée  convenable. 

Mais  si  l'on  n'a  pas  pour  objet  de  considérer  à  la  fois  toutes  ces 
caractéristiques,  si  l'on  se  propose  seulement  d'en  considérer  une 
certaine  série,  et  si  l'on  veut  que  toutes  celles  qui  composent  cette 
série  soient  liées  entre  elles  par  une  loi,  en  sorte  que  l'on  ne  puisse 
passer  d'une  quelconque  à  la  suivante  que  d'une  manière  déter- 
minée, alors  les  constantes  a,  /3  ne  sont  plus  toutes  deux  arbitraires; 
l'une  quelconque  étant  prise  arbitrairement,  l'autre  s'ensuit  néces- 
sairement :  la  seconde  est  donc  une  certaine  fonction  de  la  pre- 
mière, et  la  forme  de  cette  fonction  dépend  de  la  loi  qui  lie  entre 
elles  toutes  les  caractéristiques  de  la  série.  En  représentant  par  ç  la 
forme  de  la  fonction  dont  il  s'agit,  les  équations  intégrales,  qui 
deviennent  alors 

M  =  a,  N  =  (pa, 

n'appartiennent  plus  à  toutes  les  caractéristiques,  mais  seulement 
à  celles  de  ces  courbes  qui  sont  comprises  dans  la  série  déterminée 
par  la  forme  de  la  fonction  <p  ;  et,  dans  cette  série,  chaque  carac- 
téristique individuelle  sera  déterminée  par  la  valeur  particulière  de 
la  constante  arbitraire  a. 

Donc,  si  l'on  suppose  qu'une  quelconque  des  caractéristiques  de 
la  série  soit  rendue  mobile  et  variable  de  forme  en  vertu  de  la 
variation  de  a,  cette  courbe,  dans  son  mouvement,  se  confondra 
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successivement  avec  toutes  les  autres  de  la  même  série  ;  elle  en- 
gendrera leur  lieu  général,  qui  ne  sera  autre  chose  qu'une  des 
enveloppes  auxquelles  appartient  l'équation  aux  différences  par- 
tielles; et  l'on  aura  l'équation  unique  de  cette  enveloppe,  ou  de 
ce  lieu  général,  en  éliminant  a  entre  les  deux  équations  précédentes, 
ce  qui  donnera 

N  =  (pM. 

Dans  cette  équation,  c'est  la  forme  seule  de  la  fonction  <p  qui  déter- 
mine la  série  particulière  des  caractéristiques,  dont  l'enveloppe  est 
le  lieu  général;  en  sorte  que  si  l'on  change  de  série ,  et  par  consé- 
quent d'enveloppe,  rien  ne  change  dans  l'équation  que  la  forme  de 
la  fonction  cp.  Donc,  si  l'on  regarde  la  fonction  (p  comme  arbi- 
traire, l'équation  précédente  appartiendra  au  lieu  général  de  cha- 
cune des  séries  possibles,  c'est-à-dire  à  chacune  des  enveloppes 
possibles;  elle  sera,  par  conséquent,  l'intégrale  complète  de  l'équa- 
tion aux  différences  partielles. 

XV. 

Dans  l'article  précédent,  nous  ayons  supposé  que  les  équations 
aux  différences  ordinaires  de  la  caractéristique 

Pdz  —  Ldx  =  o, 
Qdz  —  Ldf  =  o, 

étaient  toutes  deux  intégrables  :  elles  ne  peuvent  l'être  immédiate- 
ment que  dans  des  cas  très-particuliers,  parce  que  chacune  d'elles 
contient  une  des  trois  variables  sans  sa  différentielle  ;  néanmoins 
leurs  intégrations  ne  dépendent  que  de  celle  d'une  seule  équation 
aux  différences  ordinaires  à  deux  variables. 

En  effet,  puisque  ces  deux  équations  appartiennent  à  une  courbe, 
des  trois  variables  o:,  j,  z,  on  ne  peut  en  considérer  qu'une  seule 
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comme  variable  principale;  posons  que  ce  soit  z,  et  regardons 
comme  constante  la  différentielle  dz.  Cela  posé,  de  ces  deux  équa- 
tions, la  première 


(A)  est  en 

dx 

^'  •^'  ^'  dz  ' 

la  seconde 

(B)  est  en 

dy 

différentiant  aux  différences  ordinaires  Tune  quelconque  d'entre 
elles,  (A)  par  exemple,  on  aura  ime  troisième  équation 

,^,  dx     dy      ddx 

(G)  ^"  ^'^'^'rfi' ^' rf^- 

Si,  de  ces  deux  équations,  on  élimine  les  deux  quantités  J  ^t  3-  ' 
on  aura  une  équation 

,  TV  \  dx     ddx 

(D)  en  ^^^'^'  ^' 

qui  appartiendra  à  toutes  les  caractéristiques  possibles,  qui  sera  aux 
différences  secondes  ordinaires  à  deux  variables,  et  de  l'intégration 
de  laquelle  seule  dépend  celle  de  l'équation  aux  différences  par- 
tielles ;  car,  si  Ton  intègre  cette  équation  deux  fois  aux  différences 
premières,  et  si  l'on  complète  chacime  de  ses  intégrales  par  une 
constante  arbitraire  particulière,  on  aura  deux  équations  :  Tune 

dx 


(E)  en 

x,z,  ^,  a; 

l'autre 

• 

(F)   en 

dx     . 

desquelles  chassant  -j-  au  moyen  de  (A),  on  aura  pour  la  caracté- 

56 
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ristique,  deux  équations  intégrales  :  l'une 

(G)  en  .r,  j,  ^,  a; 

l'autre 

(H)  en  X,  y,  z,  p, 

qui,  résolues  chacune  par  rapport  à  la  constante  arbitraire  qu'elle 
contient,  deviendront 

M  =  a,  N  =  (poL. 

Raisonnant  ensuite  sur  ces  deux  équations,  comme  nous  avons  fait 
sur  celles  de  l'article  précédent,  l'intégrale  complète  de  l'équation 
aux  différences  partielles  sera 

N  =  ?)M. 

Donc  l'intégration  d'une  équation  aux  différences  partielles  du 
premier  ordre  et  linéaire  ne  dépend  que  de  celle  d'une  seule  équa- 
tion aux  différences  ordinaires  à  deux  variables  du  second  ordre, 
dans  laquelle  la  différentielle  d'une  des  deux  variables  est  regardée 
comme  constante. 

XVI. 

Il  faut  bien  observer  qu'il  n'est  pas  nécessaire  qu'une  équation 
aux  différences  partielles  soit  sous  la  forme  P/?  +  Q^^  =  L  pour 
être  regardée  comme  linéaire  ;  il  suffit  qu'en  supposant  la  perfec- 
tion de  l'analyse,  elle  soit  susceptible  d'y  être  ramenée.  Ainsi,  pour 
donner  à  ce  que  nous  venons  de  dire  dans  l'article  précédent  toute 
la  généralité  convenable,  il  faut  regarder  comme  linéaire  toute 
équation  composée  d'ime  manière  quelconque  des  quatre  quantités 
P/?  H-  Q^,  a?,  j,  z,  c'est-à-dire  de  la  forme 

F(P/?  +  Q^,  ^,  j,  z)  =  o, 

dans  laquelle  P  et  Q  ne  contiennent  n\  pxîiq. 
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XVII. 

Si  l'équation  linéaire  Pp  +  Qq=  L  manque  d'un  terme,  c'est- 
à-dire  si  Tune  des  trois  quantités  L,  P,  Q  est  égale  à  zéro,  l'in- 
tégration ne  dépend  plus  que  de  celle  d'une  équation  aux  diffé- 
rences ordinaires  à  deux  variables  du  premier  ordre.  Par  exemple, 
si  l'on  a  L  ==  o,  c'est-à-dire  si  la  proposée  est 

Pp  +  Q^f  =  o, 

les  deux  équations  de  la  caractéristique  deviennent 

Pdy  —  Qdx  =  o, 
dz  =  o, 

l'intégrale  de  la  seconde  z  =  a  exprime  que  pour  la  même  carac- 
téristique, z  est  constante,  et  que  cette  courbe  est  dans  un  plan 
perpendiculaire  aux  z  :  mettant  donc  dans  la  première  pour  z  sa 
valeur  constante  a,  cette  équation  sera  en 

et,  par  conséquent,  du  premier  ordre  entre  les  deux  variables  x^y; 
son  intégrale  sera  en 

(pa  étant  la  constante  arbitraire  introduite  par  l'intégration,  et  il  n'y 
aura  plus  qu'à  mettre  à  la  place  de  ce  sa  valeur  z,  pour  avoir  l'équa- 
tion de  la  surface,  équation  qui  sera,  par  conséquent,  en 

x,x,Zj(pz. 
Il  en  est  de  même  pour  le  cas  où  l'on  a 

P  =  o    ou    Q  =  o; 

56. 
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et  Ton  trouve  que  l'intégrale  est,  dans  le  premier  cas,  en   • 
dans  le  second  cas,  en 

XVIII. 

Il  suit  de  ce  qui  précède,  que  la  surface  courbe  à  laquelle  appar- 
tient l'équation  aux  difFérences  partielles  du  premier  ordre  et  linéaire 

F\Pp-hQq,oo,y,z]  =  o, 

de  quelque  fnanière  que  les  quantités  P,  Q  soient  composées  des 
trois  coordonnées  a;,  j,  z,  peut  toujours  être  regardée  comme  en- 
jgendrée  par  le  mouvement  d'une  courbe  déterminée,  mobile  et 
vai^iable  de  forme  en  vertu  de  la  variation  de  deux  paramètres,  dont 
Tun  est  une  fonction  arbitraire  de  l'autre,  et  dans  les  équations  de 
laquelle  les  dérivées  de  cette  fonction  arbitraire  n'entrent  pas.  Dans 
ce  cas,  l'intégrale  est  exprimée  par  une  seule  équation. 

Il  est  facile  de  démontrer  que,  réciproquement,  lorsqu'une  sur- 
face est  engendrée  par  le  mouvement  d'une  courbe  déterminée, 
mobile  et  variable  de  forme  en  vertu  de  la  variation  de  deux  para- 
mètres, dont  l'im  est  une  fonction  arbitraire  de  l'autre,  pourvu 
que  les  dérivées  de  cette  fonction  n'entrent  pas  dans  les  équations 
de  la  génératrice,  l'équation  aux  difFérences  partielles  de  cette  sur- 
face est  toujours  linéaire  en/?,  gr,  c'est-à-dire  de  la  forme 

F\Pp^Qq,x,jr,z\  =  o. 

Ainsi,  les  surfaces  auxquelles  appartiennent  les  équations  aux 
différences  partielles  du  premier  ordre  et  linéaires  ont  un  carac- 
tère particulier.  Quoiqu'on  puisse  les  considérer  comme  des  enve- 
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loppes,  elles  sont  néanmoins  susceptibles  d'une  génération  plus 
simple,  et  pour  chacune  d'elles  l'équation  intégrale  est  unique; 
tandis  que,  pour  les  surfaces  exprimées  par  des  équations  dans 
lesquelles/?  et  gr  sont  élevées  à  des  puissances,  les  intégrales  sont 
toujours  exprimées  par  le  système  de  deux  équations  entre  les- 
quelles il  faut  éliminer  un  paramètre  a  qui  se  trouve  sous  la  fonction 
arbitraire  et  sous  ses  dérivées. 

Passons  actuellement  au  cas  général. 

XIX. 

Dans  le  cas  général,  c'est-à-dire  lorsque  l'équation  aux  diffé- 
rences partielles  n'est  pas  de  la  forme 

F  jP/7  +  Qgr,a:,7,  z|  =  o, 

il  ne  suffit  pas  de  considérer  seulement  les  trois  premières  équations 
de  l'art.  XIII: 


l": 

Vdj  —  Qdx  =  o, 

2°. 

ï^dz  -^  {¥p-hQq)dx=i  o, 

3°. 

Qdz  —  {Vp-^.Qq)dy=o, 

qui  sont  celles  des  projections  de  la  caractéristique  sur  les  trois 
plans'  des  coordonnées,  parce  que  la  surface  ne  peut  plus  être 
.considérée  comme  engendrée  par  une  courbe  dont  les  équations 
intégrales  soient  ena?,/,2;,a,  (pa,  sans  dérivées,  et  qui  soit  mobile 
en  vertu  de  la  variation  de  a.  La  surface  doit  être  regardée  comme 
enveloppe;  il  faut  donc  employer  l'équation  d^une  enveloppée. 
Mais  lès  sept  autres  équations  de  l'art.  XÏII  sont  celles  d'autant 
d'enveloppées  différentes  au  moyen  desquelles  on  peut,  à  volonté, 
en  former  une  infinité  d'autres;  et,  de  toutes  ces  enveloppées,  celle 
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à  laquelle  appartient  Téquation 

IO^  (X  +/?Z)  dq—{Y-\r  qL)  dp  =  o 

est  r  enveloppée  développable  dont  la  génération  est  simple  et  la 
(considération  facile  ;  c'est  donc  celle  que  nous  allons  employer. 

Autrement,  lorsque  les  quantités  P,  Q  qui  entrent  dans  les  trois 
équations  des  projections  de  la  caractéristique  contiennent  les  cinq 
quantités/?,  q^  x^  j,  z,  ces  trois  équations  ne  peuvent  suffire; 
parce  que,  si  l'on  opère  sur  deux  quelconques  d'entre  elles,  comme 
nous  avons  fait  art.  XVII,  c'est-à-dire  si  on  les  différentie  aux 
différences  ordinaires,  ce  qui  donne  deux  équations  nouvelles,  on 
introduit  aussi  les  deux  différentielles  nouvelles  dp^  dq^  qu'on  ne 
peut  éliminer  qu'en  prenant  leurs  valeurs  dans  les  sept  autres  équa- 
tions qui  les  contiennent. 

On  sait  que  l'équation  générale  des  surfaces  développables  est 
entre  les  deux  seules  quantités/?,  9,  dont  par  conséquent  une  seule 
peut  être  regardée  comme  variable  principale;  posons  que  ce  soit/?, 
et  que  sa  différentielle  dp  soit  regardée  comme  constante.  Cela 
posé,  soit 

(A)  ^{p^q,oc,y,z)  =  o 

l'équation  générale  aux  différences  partielles  du  premier  ordre  qu'il 
s'agit  d'intégrer;  puis,  parmi  les  dix  équations  de  la  caractéris- 
tique, considérons  les  quatre  qui  contieiment  dp^  savoir  : 

dx 

I^a  quatrième  (B) ,  qui  est  en 
La  cinquième  (G),  qui  est  en 
La  huitième  (D),  qui  est  en 
Et  la  dixième  (  E) ,  qui  est  en 


w 

P^ 

^» 

X, 

y^ 

z  ; 

dy 

P^ 

9' 

X, 

r> 

z; 

dz 

Py 

7> 

X, 

j,. 

z; 

|. 

P^ 

9' 

X, 

r. 

z. 
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Si  l'on  différentie  (E)  aux  différences  ordinaires,  l'équation  à  la- 
quelle on  arrive  directement  sera  en 

ddq     dq     dx     dv     dz 

ip'  dp'  Tp'  Tp'  Tp'  P^  1^  ^'^'  ^î 

et,  en  substituant  pour  ^^  -^^  -j-  l^^rs  valeurs  tirées  des  trois 

équations  (B),  (G),  (D),  on  aura  une  équation  aux  différences  ordi- 
naires du  second  ordre 

(F)  en  ^,  ^,  p,  q,  x,  y,  z. 

DifTérentiant  encore  cette  dernière,  et  mettant  pour  ^>  -^?  -r^ , 

leurs  valeurs,  on  aura  une  équation  aux  différences  du  troisième 
ordre 

/^v  d^q     ddq     dq 

(^)    ^'^  ^»'  ^-'   dp^  P^    ^'   ^'^>    ^• 

On  aura  alors  quatre  équations  (A),  (E),  (F),  (G),  qui  seront  dé- 
livrées des  différentielles  des  trois  coordonnées  «r,  j,  z  ;  donc, 
éliminant  x^  y^  z  entre  ces  quatre  équations,  la  résultante 

(H)  sera  en  ^,  ^,  ^, /;,  q, 

et,  par  conséquent,  aux  différences  ordinaires  du  troisième  ordre 
entre  les  deux  variables/?,  q.  Cette  équation  (H),  dans  laquelle  la 
différentielle  de  la  variable/?  est  regardée  conrnie  constante,  appar- 
tient à  r enveloppée  développable,  et  de  son  intégration  seule  dé- 
pend celle  de  la  proposée. 

Posons,  en  effet,  que  cette  équation  soit  intégrée  trois  fois  aux 
différences  secondes,  et  que  ces  intégrales,  complétées  chacune  par 
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une  des  trois  constantes  arbitraires  a,  jÇ,  7,  soient 

(L)  en  ^.,^^p,rj,y; 

nous  observerons  d'abord  que  dans  ces  équations,  qui  appartien- 
nent toutes  trois  à  l'enveloppée  développable,  les  quantités  a,  (5,  7 
sont  constantes  pour  la  même  enveloppée  considérée  comme  fixe, 
et  varient  toutes  trois  lorsque  l'enveloppée  se  meut  :  cette  enve- 
loppée, d'ailleurs,  ne  peut  se  mouvoir  que  d'une  seule  manière; 
donc,  de  ces  constantes,  deux  quelconques  sont  des  fonctions 
arbitraires  de  la  troisième  :  ainsi,  on  aura 

Si,  dans  les  trois  équations  (J),  (K),  (L),  on  met  pour  ^  ?  ^> 

leurs  valeurs  en  /?,  ^,  x^  j,  z  tirées  des  équations  (E),  (F),  elles 
deviendront 

(J')    en  /?,  q,  x,  j,  2,  a, 

(K')  en  ;;,  q,  x,  7,  z,   (pcc, 

(L')  en  /?,  q,  x,  7,  z,  4^- 

Gela  fait,  si  de  ces  trois  équations  on  en  emploie  deux  quelconques, 
par  exemple  (J'),  (K'),  au  moyen  de  ces  deux  équations,  on 
pourra  chasser  p  etq  de  la  proposée  (A) ,  qui  sera  alors  en 

que  je  représente  par  M  ==  o,  et  qui  sera  celle  de  l'enveloppée 
développable. 
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Cette  enveloppée,  rendue  mobile  en  vertu  de  la  variation  de  a, 
touche  l'enveloppe  successivement  dans  toutes  les  caractéristi- 
ques :  la  seconde  équation  intégrale  de  la  caractéristique  sera  donc 

--p-  =  o;  donc  le  lieu  de  toutes  les  caractéristiques,  ou  l'enve- 
loppe demandée,  aura  pour  équation  le  résultat  de  l'élimination 
de  a  entre  les  deux  équations 

M  =  o, 

Ce  que  nous  venons  de  dire  n'est  pas  complet,  et  il  faut  nécessai- 
rement y  ajouter  ce  qui  est  dans  l'article  suivant. 

XX. 

Des  trois  équations  (J'),  (K'),  (L'),  nous  n'en  avons  employé 
que  deux  prises  à  volonté,  savoir,  les  deux  premières;  elles  sont 
néanmoins,  en  général,  nécessaires  toutes  trois. 

En  effet,  ces  trois  équations  donnent  pour  a,  ^«,  4»?  des  valeurs 
en  /?,  q^  oc,  fj  z^  qui  sont  toutes  trois  constantes  pour  chaque 
enveloppée  développable,  et  qui  varient  d'une  enveloppe  à  l'autre. 
Or  il  pourrait  arriver  que  la  proposée 

(A)  F  j/?,  q,x,  jr,z\  =  o 

ne  fût  que  l'expression  d'une  relation  entre  les  valeurs  des  deux 
quantités  oc,  çoc.  Dans  ce  cas,  en  éliminant  /?,  q  entre  les  trois 
équations  (A),  (J'),  (K'),  les  trois  coordonnées  a?,  j,  z  disparaî- 
traient aussi;  et  l'équation  résultante  qui  serait  en  a,  cpa  ne  ferait 
qu'exprimer  la  manière  dont  les  valeurs  de  ces  deux  quantités 
entrent  dans  la  proposée,  et,  par  conséquent,  déterminer  la  forme 
de  la  fonction  (pa,  qui  ne  serait  plus  arbitraire. 
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En  général,  la  proposée  (A)  n'est  autre  chose  que  l'expression 
d'une  relation  qui  existe  entre  les  valeurs  des  trois  quantités  a, 
(p«,  4a.  Si  donc  entre  les  quatre  équations  (A),  (  J'),  (K'),  (L'),  on 
élimine  trois  des  cinq  quantités/?,  ç,  x^  y,  z,  les  deux  autres  dispa- 
raissent, et  il  reste  en  a,  (pa,  ^^  une  équation  qui  exprime  cette 
relation,  et  qui  a  pour  objet  de  déterminer  la  forme  d'une  des  deux 
fonctions,  dont  il  n'y  aura  plus  qu'une  seule  qui  soit  arbitraire. 
Posons  que  ce  soit  4»  que  l'on  détermine,  et  dont  on  substitue  la 
valeur  en  a,  (pa  dans  (L')  :  si  des  trois  équations  (J^),  (K'),  (L')  on 
élimine/?,  ^,  l'équation  résultante,  qui  sera  en  x^  j,  z,  a,  ^a,  sera 
celle  de  l'enveloppée  développable  mobile  en  vertu  de  la  variation 
de  a,  et  qui,  dans  toutes  ses  positions,  touchera  l'enveloppe  dans  la 
caractéristique.  Donc,  si  cette  équation  est  représentée  par  M  =  o, 
le  résultat  de  l'élimination  de  a  entre  les  deux  équations 

M  =  o, 

^M  _ 

sera  P intégrale  de  la  proposée,  complétée  par  la  fonction  arbi- 
traire ^. 

On  voit  que  l'intégration  d'une  équation  quelconque  aux  diffé- 
rences partielles  du  premier  ordre  et  à  trois  variables  ne  dépend 
que  de  celle  d'une  équation  aux  différences  ordinaires  à  deux 
variables  du  troisième  ordre,  et  dans  laquelle  la  différentielle  d'une 
des  variables  est  regardée  comme  constante.  Mais  les  méthodes, 
aussi  générales  que  celles  que  nous  venons  de  rapporter  sont  rare- 
ment utiles,  à  cause  des  longueurs  et  des  difficultés  analytiques 
qu'elles  entraînent,  et  elles  ne  dispensent  pas  des  méthodes  appli- 
cables à  des  cas  moins  généraux.  On  peut  en  trouver  un  plus  grand 
nombre;  nous  n'en  rapporterons  que  quelques-unes,  qui  serviront 
d'exemples. 
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XXI. 


Des  surfaces  dont  les  enveloppées  développahles  sont  cylindriques 
et  parallèles  h  un  plan  donné. 

Soient  Ax  -h  Bj  -h  z  =  o  T équation  du  plan  fixe  mené  par 
l'origine,  auquel  les  surfaces  cylindriques  doivent  être  parallèles  ; 
soit  j  -h  aar  =  o  celle  de  la  projection  sur  le  plan  des  j:,  j  de  la 
droite  à  laquelle,  dans  chaque  surface  cylindrique,  la  génératrice 
doit  être  parallèle  :  il  est  facile  de  voir  que  l'équation  intégrale  de 
la  surface  cylindrique  est 

A^  -f-  Bj  +  Z  =  (p  (  J  H-  OLX) , 

et  que  son  équation  aux  différences  partielles  est 

;?  H-  A  =  a(9  +  B), 

dans  laquelle  A,  B  sont  les  constantes  invariables  du  plan  fixe,  et 
où  a,  qui  est  une  constante  pour  chacune  des  surfaces  cylindriques, 
change  de  valeur  d'une  de  ces  surfaces  à  l'autre.  Si  donc  on  veut 
avoir  une  équation  qui  convienne  à  toutes  les  surfaces  cylindriques 
parallèles  au  plan  fixe,  il  faut  faire  disparaître  cette  constante  arbi- 
traire par  une  différentiation  aux  différences  ordinaires,  ce  qui 

donnera 

(/?  -I-  A)  rfy  —  (7  -+-  B)  fl^  =  o  ; 

or  nous  avons  vu  (art.  XII)  que  l'équation  de  l'enveloppée  déve- 
loppable  est 

{X^pZ)dq—{Y-h  rjZ)  dp  =  o. 

Donc,  pour  que  cette  enveloppée  soit  cylindrique  et  parallèle  au 
plan  fixe,  il  faut  que  les  valeurs  de  -1^,  que  fournissent  les  deux 
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dernières  équations,  soient  égales  entre  elles,,  ou  que  l'on  ait 

X{q-hB)-Y{p^A)  +  Z{Bp-Aq)  =  o; 

mais,  en  représentant  l'équation  aux  différences  partielles  de  l'en- 
veloppe par  U  =  o,  il  est  clair  que  les  trois  quantités  X,  Y,  Z  sont 

respectivement  \-t-)^  (^~)'  \~d~n  ^^^^  lesquelles  on  a  re- 
gardé/7 et  q  comme  constantes.  La  dernière  équation  est  donc  aux 
différences  partielles  du  premier  ordre  entre  les  quatre  variables  U, 
x^y^Zj  dont  les  trois  dernières  sont  principales.  Gomme  cette  équa- 
tion est  linéaire  et  à  coefficients  constants,  elle  est  facile  à  traiter, 
et  elle  exprime  que  la  quantité  U  doit  être  composée  d'une  manière 
quelconque  des  deux  quantités  Aoo  -\-By  -{-  z  et  z  —  px  —  qy^ 
et  des  quantités/?,  ç,  qui  sont  constantes  dans  cette  équation.  Donc 
l'équation  générale  des  surfaces  dont  l'enveloppée  développable 
est  cylindrique  et  parallèle  à  un  plan  fixe,  est 

(A)  FJAa;4-BrH-z,   z  —  px  —  qjr,p,q\  =  o. 

Il  est  facile  de  vérifier  ce  résultat;  car,  si  Ton  différentie  aux  diffé- 
rences ordinaires,  on  trouve  pour  X,  Y,  Z  les  valeurs  suivantes  : 

x  =  Ar—pr\ 

Y  =  BF'  —  qF% 

Z  =    F'+    F"; 
ce  qui  donne 

X-h/7Z=(/7  +  A)F', 

Y-h9Z=((7  +  B)F'; 
et,  par  conséquent,  l'équation  de  l'enveloppée  développable 

(X  +/7Z)  ^  —  (  Y  +  qZ)  dp  =  o 
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devient 

{p  -j-  A)  dq  —  {q  -h  B)  dp  =  o, 

qui  est  celle  d'une  surface  cylindrique  parallèle  au  plan  fixe. 

Actuellement,  nous  allons  voir  que  l'intégration  de  l'équa- 
tion (A),  de  quelque  manière  qu'elle  soit  composée  des  quatre 
quantités,  ne  dépend  plus  que  de  celle  d'une  seule  équation  aux 
différences  ordinaires  à  deux  variables.  En  effét,  l'équation  de  l'en- 
veloppée développable 

{p  -^  \)  dq  —  {q  -\-  B)  dp  =  o 

s'intègre  et  donne 

7  4-B  =  a(/?-h  A), 

dans  laquelle  a  est  la  constante  arbitraire  :  si,  de  cette  équation  et 
de  dz=p(iv  ■+-  qdy^  on  tire  les  valeurs  de/?,  //,  en  faisant,  pour 
abréger, 


on  trouve 


X  +  (xy  =  (^, 


du  A 
du  T> 
udif  —  vdu 

px-qy= ;j-— ; 


substituant  ces  valeurs  dans  la  proposée  (A) ,  elle  devient 

TH I         udi^  —  \^du      du         A  du        j^  ) 

équation  aux  différences  ordinaires  du  premier  ordre,  entre  les 
deux  seules  variables  w,  i^,  dans  laquelle  a  est  constante,  et  qui 
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appartient  à  Tenveloppée  développable.  L'intégrale  de  cette  équa- 
tion, complétée  par  une  fonction  arbitraire  (pa,  sera  en 

donc,  si  Ton  représente  cette  équation  par  M  =  o,  l'intégrale  de 

la  proposée  (A)  sera  le  résultat  de  l'élimination  de  a  entre  les  deux 

équations 

M  =  o, 

(f  ) = °- 

XXII. 

L'équation  F  |  Ax  H-  Bj  +  z,  z  — px  —  ^/,  p^  q\  =  o,  que 
nous  venons  de  traiter,  est  un  peu  plus  générale  que  nous  ne 
l'avons  dit;  car  elle  ne  convient  pas  seulement  aux  surfaces  dont 
l'enveloppée  développable  est  cylindrique  et  parallèle  au  plan  fixe, 
mais  encore  à  celles  qui  n'ont  pas  d'autre  enveloppée  développable 
qu'elles-mêmes,  c'est-à-dire  aux  surfaces  développables  dont  l'équa- 
tion est 

F^z—px  —  qx,p,g^  =  o. 

La  même  équation  générale  renferme  une  grande  partie  de  celles 
que  M.  Lagrange  a  traitées  dans  son  bel  ouvrage  sur  les  intégrales 
particulières,  imprimé  dans  les  Mémoires  de  l' académie  de  Berlin, 
pour  r  année  1 7  7  4  • 

Par  exemple,  si  la  quantité  z  —  px  —  qy  n'entre  pas  dans  l'équa- 
tion, et  si  l'on  a  de  plus  A  =  o,  B  =  o,  ce  qui  place  le  plan  fixe 
dans  celui  des  x,  j,  l'équation  devient 

F  (^»  P^  ?)  =  ^7 
que  M.  r^grange  intègre  au  moyen  de  l'hypothèse  q  =  ap.  Dans 
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ce  cas,  l'enveloppée  développable  a  pour  équation 

pdq  —  qdp=^  o, 

dont  r intégrale  q=  oip  appartient  à  une  surface  cylindrique  paral- 
lèle au  plan  des  a;,  /,  et  est  fournie  par  la  méthode. 

Si  réquation  générale  est  seulement  privée  de  la  quantité 
z  — px  —  qy^  elle  devient 

FJAa?  +  Bj-hJs, /?,9J  =  o, 

qui  renferme  l'exemple  précédent  comme  un  cas  particulier,  et  qui 
(comme  nous  l'avons  fait  voir  §  IX,  page  43o)  appartient  à  la  sur- 
face dont  l'enveloppée,  invariable  de  forme  et  de  grandeur,  se 
meut  sans  tourner,  de  manière  que  les  courbes  parcourues  par  tous 
ses  points  soient  semblables  entre  elles,  égales,  et  dans  des  plans 
parallèles  au  plan  fixe  :  dans  ce  cas,  l'intégrale  donnée  par  la  mé- 
thode n'est  pas  la  plus  élégante,  et  l'on  parvient  à  un  résultat  plus 
simple,  et  plus  facile  à  se  représenter  dans  l'espace,  en  employant 
l'équation  de  l'enveloppée  invariable. 

On  pourrait  traiter  d'une  manière  analogue  l'équation  générale 
des  surfaces  dont  l'enveloppée  développable  est  cylindrique  et 
dirigée  d'une  manière  quelconque  ;  mais  cette  équation  est  aux 
différences  partielles  du  second  ordre,  dont  nous  ne  nous  occupons 
pas  encore. 

XXIII. 

*Des  surfaces  dont  les  enveloppées  développables  sont  coniques,  et 
ont  toutes  leurs  sommets  sur  une  même  droite  donnée. 

On  sait  que  si  les  coordonnées  d'un  point,  dans  les  directions 
des  X,  7,  z,  sont  respectivement  p,  7,  a,  l'équation  aux  différences 
partielles  de  la  surface  conique,  qui  a  son  sommet  dans  ce  point,  est 

(A)  z^oc  =  p{x-p)-^-q{y-y). 
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Supposons  que  la  droite  donnée  sur  laquelle  doit  être  le  sommet 
ait  pour  équation 

X  =  Az  -h-  Uy     y  =  Bz-\-'b, 

(ians  lesquelles  A,  B,  a,  è  sont  des  constantes  données.  Ces  mêmes 
équations  auront  lieu  entre  les  coordonnées  du  sommet,  et  Ton  aura 

|3  =  Aa  +  a,     y  =  B(x-\-b. 

Si  Ton  substitue  ces  valeurs,  l'équation  de  la  surface  conique  sera 

z  —  p[x  —  a)—q{x  —  b)  =  a{i—Ap  —  Bq), 

dans  laquelle  a  est  une  constante  arbitraire  dont  la  grandeur  déter- 
mine, sur  la  droite  donnée,  la  position  du  sommet. 

Des  trois  dernières  équations  on  tire,  pour  a,  |3,  >,  les  valeurs 
suivantes  : 

^  ^        z  —  p{.r  —  a)  —  q(y  —  b) 
I  —  Ap  —  Bç 

6  _  A  ^  —  p[x  —  ^)  —  q[y  —  b)  .  ^ 

^  ~  ^  i  —  Kp—Bq  ^  ^' 

^  —  vi^  —  p{^—^)  —  9{y  —  ^)  ,  u 

^""  i  —  Kp  —  Bq  "^^' 

valeurs  qui  sont  constantes  pour  la  même  enveloppée  conique. 

Actuellement,  si  Ton  différentie  l'équation  (A)  en  regardant  a, 
^,  y  comme  constantes,  on  aura 

(r  —  y)dq-^{x-^  |5)  dp  =  o, 

qui  est  l'équation  aux  différences  ordinaires  de  toutes  les  surfaces 
coniques  qui  ont  leur  sommet  sur  la  droite  donnée,  et  dans  laquelle 
il  n'y  aura  plus  qu'à  mettre  pour  /3,  y  leurs  valeurs.  Or  l'équation 
générale  de  l'enveloppée  développable  est 

{x  +  pZ)  dq—  (Y  -{-  qZ)  dp  =  o; 
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donc  9  pour  que  cette  enveloppée  développable  soit  conique  et  ait 
son  sommet  sur  la  droite  donnée,  il  faut  que  les  deux  dernières 
équations  coïncident,  c'est-à-dire  que  Ton  ait 

X(a7-^)  +  Y(j-7)4.Z(z-«)  =  o. 

Mais  en  représentant  par  U  =  o  l'équation  aux  différences  par- 
tielles de  l'enveloppe,  il  est  évident  que  la  dernière  équation  est  aux 
différences  partielles  du  premier  ordre,  entre  les  quatre  variables 
U,  0?,  j,  j2,  et  qu'on  y  traite  les  quantités/?  et  q  comme  constantes; 
il  est  clair  aussi  que  les  quantités  a,  j3,  7  sont  constantes,  car  les 
différentielles  de  ces  quantités,  prises  en  regardant  p  et  q  comme 
constantes,  sont  toutes  trois  nulles.  Prenant  donc  dans  cette  équa- 
*tion  la  valeur  de  Z,  pour  la  substituer  dans 

d\]  =  Xdx  +  Ydy  H-  Zrfz, 
ce  qui  donne 

Z  —  a  \z — a/  \z  —  aj 

on  voit  que  U  doit  être  composée,  d'une  manière  quelconque,  des 

deux  quantités     _   >  ^  ^'  et  des  deux  quantités  p  et  q^  qui  ont 

été  regardées  comme  constantes.  Ainsi  l'équation  générale  des  sur- 
faces, dont  l'enveloppée  développable  est  conique,  et  a  son  sommet 
sur  la  droite  donnée,  est  de  la  forme 


dans  laquelle  il  faut  remettre  pour  a,  j3,  7  leurs  valeurs  données 
plus  haut;  ou  enfin,  pour  ne  laisser  qu'une  seule  quantité  à  substi- 
tuer, cette  équation  est  de  la  forme 
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dans  laquelle  il  faut  mettre  pour  a  sa  valeur 

(C)  ^^z-p(x-a)-q(j-b) 

m 

Gela  posé,  il  est  facile  de  faire  voir  que  F  intégration  de  l'équa- 
tion (B)  ne  dépend  que  de  celle  d'une  équation  aux  différences 
ordinaires  du  premier  ordre  entre  deux  variables.  En  effet,  l'équa- 
tion (C),  qui  n'est  autre  chose  que  celle  de  l'enveloppée  conique, 
dans  laquelle  a  est  une  constante  arbitraire,  peut  être  mise  sous  la 
forme  suivante  : 

p\x  —  a  —  Aaj  -^  q{y  —  b  —  Ba)  =  z  —  a; 

ou  en  faisant,  pour  abréger, 

X  —  a  —  Aa                    r  —  b  —  Ba 
=tt,      ^ =  (;, 

z  —  a  z  —  a 

l'équation  de  l'enveloppée  conique  sera 

/7^  -f-  y^  =  I  . 
Tirant  de  cette  équation  et  de 

pdx  -h  qdy  =  dz 
les  valeurs  de  />  et  de  ^,  on  a 

p{udy  —  ^dx)  =^  dy  —  i^rfz, 
q  {udy  —  ^dx)  =  —  dx  -h  udz, 
ou  bien 

y        udv  —  vdu 

—      —^ 
/         ud\f  —  vdu 

Donc,  substituant  toutes  ces  valeurs  dans  la  proposée   (B),  elle 
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deviendra  de  la  forme  suivante  : 


f\u,  V, 


dif  —  du      I  

udvf  —  vdu     udsf  —  i^du  )  ' 


équation  aux  difFérences  ordinaires  du  premier  ordre  entre  les 
deux  seules  variables  u^v^  ef  dans  laquelle  a  est  constante. 

L'intégrale 'de  cette  équation,  complétée  par  une  fonction  arbi- 
traire de  a,  sera  en 

u,  M,  (pa, 

ou  en 

X  —  a  —  Aa     y — b — Ba 


z  —  a  z  —  a 


,    <pa, 


et  appartiendra  à  l'enveloppée  conique.  Donc,  si  l'on  représente 
cette  équation  par  M  =  o,  l'intégrale  complète  de  la  proposée  (B) 
sera  le  résultat  de  l'élimination  de  a  entre  les  deux  équations 

M  =  o, 

(S)=»- 

On  pourrait  traiter  d'une  manière  analogue  l'équation  générale 
des  surfaces  dont  l'enveloppée  développable  est  conique.  Mais 
alors  les  sommets  des  cônes  ne  seraient  plus  assujettis  à  être  sur 
une  droite;  ils  seraient  sur  une  courbe  arbitraire  :  les  deux  coor- 
données ^,  y  seraient  des  fonctions  arbitraires  de  a,  et  l'équation 
de  l'enveloppe  serait  aux  difFérences  partielles  du  troisième  ordre. 
Dans  ce  cas  est  comprise  l'enveloppe'  de  l'espace  parcouru  par 
une  surface  quelconque  donné«e,  qui  se  meut  sans  tourner,  mais 
qui  change  de  forme  en  restant  toujours  semblable  a  elle-même. 
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XXIV. 


En  ne  considérant,  parmi  les  dix  équations  de  la  caractéristique 
rapportées  art.  XIII,  ni  la  huitième  ni  la  neuvième,  toutes  les 
Jbis  qu'une  quelconque  des  huit  ,autres  sera  intégrablCy  ou 
immédiatement,  ou  au  moyen  de  la  proposée,  l'intégration  de 
cette  dernière  ne  dépendra  plus  que  de  celle  d'une  seule  équation 
aux  différences  ordinaires  du  premier  ordre  h  deux  variables. 

Nous  allons  le  démontrer  pour  le  cas  de  la  dixième  équation,  à 
cause  de  Tanalogie  avec  les  articles  précédents. 

Supposons  qu'une  équation  quelconque  aux  différences  par- 
tielles du  premier  ordre,  U  =  o,  soit  telle,  que  l'équation 

(A)  (X  +  pZ)dq-  (Y+  qZ)dp  =  o 

soit  intégrable  directement,  ou  au  moyen  de  U  =  o,  et  que  cette 
intégrale  soit  représentée  par 

(B)  f{p^  q^  a)  =  o, 

dans  laquelle  a  est  la  constante  arbitraire  introduite  par  cette  pre- 
mière intégration,  et  que  Ton  ait,  par  conséquent, 

(G)  /'dp  ^f'dq  =  o; 

par  cela  seul,  la  quantité  U  est  susceptible  d'une  forme  générale 
qu'il  faut  trouver. 

Il  est  évident  que  les  valeurs  de  ^  que  fournissent  les  deux 

équations  (A),  (G),  doivent  être  égales  entre  elles;  ce  qui  donne 

X/'  +  Y/"-hZ(/;/'+^/")  =  o. 

Or  cette  dernière  équation,  dans  laquelle/?,  qr,  a  sont  regardées 
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comme  constantes,  est  aux  différences  partielles  entre  les  quatre 
variables  U,  j?,  j,  z.  Si  donc  on  prend  la  valeur  de  Z  pour  la 
substituer  dans 

rfU  =  X^H-Yrfr  +  Zrfz, 
on  aura 

{pf -^  qf")dyj  =  X[(/î/'+  qf")dx-f'dz\ 

+  ^{{pf'-^<lf")dy-f"dz\ 

dans  laquelle/;,  (/,  «  sont  constantes,  et  qui  indique  que  la  quan- 
tité U  doit  être  composée,  d'une  manière  quelconque,  des  deux 
suivantes  :  {pf  +  qf)x  -  zf\  {pf  +  ^/'^  J  -  zf\  et  de 
P',  q^  qui  sont  regardées  comme  constantes. 
On  aura  donc 

\]  =  ¥\x{pf'+qr)-zf\   y{pf'+qf")-zr,  p,  q\. 

OU,  ce  qui  revient  au  même, 

\]=.Y\z—px  —  qy,   xf—yf\p,  q\. 

et,  par  conséquent,  la  proposée  U  =  o  est  susceptible  d'être  mise 
sous  la  forme 

(D)  'Ç\z—px-^qy,   xf"—yf\p,   çrf=o, 

dans  laquelle  les  fonctions  dérivées/',  f"  sont  données  en  /?,  ^,  et 
contiennent,  de  plus,  la  constante  a,  qui  peut  être  chassée  au 
moyen  de  (B).  Il  est  inutile  de  former  cette  équation  (D);  il  suffit 
d'avoir  démontré  qu'elle  doit  avoir  lieu. 

Gela  posé,  l'équation  (B),  qui  appartient  à  l'enveloppée  déve- 
loppable,  est  elle-même  aux  différences  partielles;  elle  est  facile  à 
intégrer,  et  l'on  sait  que  pour  avoir  son  intégrale  il  faut,  i**  poser 

(E)  z—px  —  qy  =  4/?; 
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2°  chasser  q  au  moyen  de  sa  valeur  prise  dans  (  B)  ;  3*"  éliminer/?  au 
moyen  de  la  différentielle  de  (E) ,  prise  en  regardant  x^y^z  comme 
constantes,  c'est-à-dire  au  moyen  de 

—  xdp  —  ydq  =  A^^ pdp^ 
qui,  en  mettant  pour  dq  sa  valeur  prise  dans  (C),  devient 

(F)  ^/"-r/'=/"4'. 


Ainsi  ,r équation  intégrale  de  l'enveloppée  développable  est  le  ré- 
sultat de  l'élimination  des  deux  quantités/?,  q  entre  les  trois  équa- 
tions (B),  (E),  (F) ;  et  si  la  fonction  4,  qui  entre  avec  sa  dérivée 
dans  les  équations,  est  regardée  comme  arbitraire,  l'intégrale  ap- 
partient à  l'enveloppée  développable  générale. 

Mais  si  l'on  veut  que  cette  enveloppée  soit  celle  qui  convient 
particulièrement  à  la  surface  exprimée  par  U  =  o,  il  faut  déter- 
miner la  forme  de  la  fonction  4  de  manière  que  la  proposée  U=o, 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  que  l'équation  (D)  soit  satisfaite. 

Or,  si  dans  (D)  on  mettait 

pom'     z  — px  —  qy     sa  valeur     '>^/?,     tirée  de  (E), 

pour     xf" — yf  sa  valeur /'^4'/^»  ^^^^  ^^  (F)? 

et  pour     q  sa  valeur  en/?,      tirée  de  (B), 

il  ne  resterait  plus  que  a,  /?,  4/^,  4'/^-  Donc,  sans  former  l'équa- 
tion (D) ,  il  sera  toujours  possible,  entre  les  quatre  équations  U=o, 
(B),  (E),  (F),  d'éliminer  les'quatre  quantités  gr,  a:,  y^  z;  et  l'on 
aura  un  résultat 

(G)  en  «,  /?,  4/^,  4'/?, 

qui*  sera,  aux  différences  ordinaires  du  premier  ordre,  entre  les 
deux  variables/?,  4/^>  dans  lequel  a  est  constante,  et  qui  servira  à 
déterminer  la  forme  dç  la  fonction  4- 


Digitized  by 


Google 


-  463  — 

Posons  que  cette  équation  (G)  soit  intégrée,  et  que  son  inté- 
grale, complétée  par  une  fonction  arbitraire  de  a,  soit 

(H)  en  a,  /?,  ^p,  <p«. 

Cela  fait,  si  entre  les  cinq  équations  (B),  (EJ,  (F),  (G),  (H)  on 
élimine  les  quatre  quantités/?,  q,  4/^?  4p^  ^^  ^^^^  ^^ 

réquation  intégrale  de  Tenveloppée  développable.  Ainsi,  et  en 

représentant  cette  intégrale  par  M  =  o,  l'intégrale  de  la  proposée 

.  U=  o  sera  le  résultat  de  l'élimination  de  a  entre  les  deux  équations 

M  =  o, 

(f)=»- 

XXV. 

En  raisonnant  d'une  manière  analogue  pour  les  sept  autres  équa- 
tions de  la  caractéristique,  on  démontre  que  la  proposition  énoncée 
au  commencement  de  l'article  précédent  a  lieu  pour  chacune  d'elles. 
Nous  n'entrerons  pas  dans  ce  détail,  et  nous  nous  contenterons  d'en 
rapporter  les  résultats. 

1  *".  Si  l'équation  Vdy  —  Qrfa?  =  o  est  intégrable  directement  ou 
au  moyen  de  la  proposée  U  =  o,  et  si  l'intégrale  connue  est  repré- 
sentée par 

(B)  f{x,  j,  «)  =  o, 

dans  laquelle  a  est  la  constante  arbitraire,  la  proposée  sera  suscep- 
tible de  la  forme 

(D)  Y\pf-qf.x,y,z\=o: 
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on  fera 

(E)  z  =  ^x, 

(F)  Pf"-^qf'=f"-^ 


Entre  la  proposée  U  =f=  o  et  les  trois  équations  (B),  (E),  (F),  il 
sera  toujours  possible  d'éliminer  les  quatre  quantités  p^  </,  j,  z,  et 
la  résultante  sera 

(G)  en  a,  x^  A^x^  -^x^ 

dont  l'intégrale 

(H)  sera  en  a,  jr,  A^x^  (p«, 

et  déterminera  la  forme  de  la  fonction  4-  Mettant  pour  «^cT  sa 
valeur  z,  cette  dernière  équation  sera 

(K)  en  *       a,  x^  Zj   <pa.. 

Gela  fait,  des  équations  (B),  (K)  on  tirera  les  valeurs  de  a  et  ^;  et 
si  Ton  représente  ces  valeurs  par 

a  =  M,      (pa  =  N, 

r.intégrale  complète  de  la  proposée  U  =  o  sera 

N  =  (pM. 

2''.   Si  l'équation  (P/?  -f-  Qq)dx  —  pdz  =  o  est  intégrable,  et 
si  son  intégrale  connue  est  représentée  par 

(B)  f{x,  z,  a)  =  o, 

la  proposée  U  =  o  sera  susceptible  de  la  forme 

(D)  -    FJ^^',ar,r,2J  =  o; 
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on  fera 

(E) 

X  =  4z, 

(F) 

pr  -H/' = H', 

et  il  sera  possible  d'éliminer  les  quatre  quantités  p^q.x.y  entre  les 
quatre  équations  U  =  o,  (B),  (E),  (F),  f.e  résultat  de  cette  élimi- 
nation sera 

(G)  en  a,  z,  4^>  4'^? 

dont  l'intégrale 

(H)  sera  en  a,  z,  ^z,  ^a  ; 

mettant  dans  cette  intégrale  pour  4  z  sa  valeur  r,  tirée  de  (E),  on 
aura 

(K)  en  a,  j,  z,  (p«. 

Cela  fait,  si  de  (B)  et  (K)  on  tire  les  valeurs  de  a,  (p a,  et  si  Ton 
représente  ces  valeurs  par 

a  =  M,      (pa  =  N, 

l'intégrale  complète  de  la  proposée  U  =  o  sera 

N  =  (pM. 

3°.   Si  c'est  l'équation  (P/?  4-  Qy)  dy  —  Ç^dz  ■=  o  qui  est  inté- 
grable,  et  si  son  intégrale  connue  est  représentée  par 

(B)  F(/,z,a)  =  o, 

la  proposée  U  =  o  sera  susceptible  de  la  forme 

et  l'on  opérera  comme  dans  le  cas  précédent. 
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4**.   Les  deux  équations  de  la  caractéristique 

Vdp  +  (X  ~hpZ)dx=  o, 
Çldq+{Y  +  qZ)dy==o 

appartiennent  à  la  même  enveloppée  dont  l'équation  intégrale  est 
de  la  forme  générale 

et  dont  les  deux  équations  aux  différences  partielles  sont 

Donc,  si  la  première  de  ces  deux  équations  de  la  caractéristique 
peut,  au  moyen  de  la  proposée  U  =  o,  être  réduite  aux  deux 
variables/?,  œ,  la  seconde  sera  réductible  aux  deux  variables  9,  >  , 
et  réciproquement. 

Soient  leurs  intégrales 

dans  lesquelles  a  et  ^a  sont  les  deux  constantes  arbitraires.  L'équa- 
tion intégrale  de  l'enveloppée  sera 

^  =  ffi^i  «)  ^  -+-/f  (/>  <P^)  djr  ; 

et  si  l'on  représente  cette  équation  par  M  =  o,  l'intégrale  complète 
de  la  proposée  U  =  o  sera  le  résultat  de  l'élimination  de  a  entre 

les  deux  équations  M  =  o  et  -^  =  o. 
5°.  Si  l'équation  de  la  caractéristique 

Qdp-h  {X-hpZ)dy^  =  o 
est  rendue  intégrable  au  moyen  de  la  proposée  U  =  o,  et  si  cette 
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intégrale  connue  est 

(B)  /(/,,j,«)  =  o, 

dans  laquelle  <x.  est  la  constante  arbitraire,  la  proposée  sera  suscep- 
tible de  la  forme 

(D)  F  j  qf  +  xf\  pqf  +  zf\  /»,  J  j  =  o  ; 
on  fera 

(E)  P<lf'+zf"=r^y, 

(F)  qf'  +  ^f"=f''^' 

Entre  les  quatre  équations  U  =  o,  (B),  (E),  (F),  il  sera  toujours 
possible  d'éliminer  les  quatre  quantités/?,  i/,  .r,  z,  et  la  résultante 
sera 

(G)  en  a,  j,  -jj,  -^y, 
dont  r  intégrale 

(H)  sera  en  a,  j,  -jj,  (p«. 

Cela  fait,  si  entre  les  cinq  équations  (B),  (E),  (F),  (G),  (H),  on 
élimine  les  quatre  quantités  /?,  9,  «4/,  4^'  ^^  ^^^^  ^^^  «^S  J>  ^j 
a,  ^a,  l'équation  intégrale  de  l'enveloppée;  donc,  si  l'on  repré- 
sente cette  équation  par  M  =  o,  l'intégrale  complète  de  la  proposée 
Û  =  o  sera  le  résultat  de  l'élimination  de  a  entre  les  deux  équations 

M  =  o, 

6°.  Il  est  évident  que  si  c'était  l'équation  de  la  caractéristique 

"^dq  ^  {\  +  qZ)  dx  =  o 

59- 


Digitized  by 


Google 


—  468  — 

qui  fût  intégrable  directement,  ou  rendue  telle  au  moyen  de  la 
proposée  U  =  o,  tout  serait  comme  dans  le  cas  précédent,  et 
changeant  p  et  y  respectivement  en  q  et  x. 

Les  considérations  géométriques  sur  lesquelles  nous  venons  de 
fonder  la  recherche  des  équations  de  la  caractéristique  sont  fami- 
lières aux  élèves  de  l'Ecole  Polytechnique;  mais  elles  peuvent  être 
pénibles  pour  d'autres  lecteurs,  et  nous  croyons  devoir  conduire 
à  ces  mêmes  équations  par  un  procédé  purement  analytique.  Nous 
allons  d'abord  le  faire  pour  le  cas  des  équations  linéaires;  nous 
passerons  ensuite  au  cas  général. 

XXVI. 

On  sait  qu'une  équation  quelconque  aux  différences  partielles 
de  premier  ordre  appartient  à  l'enveloppe  de  l'espace  parcouru 
par  une  surface  donnée,  mobile  en  vertu  de  la  variation  d'un  para- 
mètre ûf,  et  dont  l'équation  intégrale  renferme  de  plus  une  fonction 
arbitraire  de  a  qui  a  disparu  par  la  différentiation.  Mais  cette  même 
équation  appartient  aussi  à  chacune  des  enveloppées  qui  sont  ren- 
fermées sous  l'enveloppe;  car  chaque  enveloppée  est  un  cas  parti- 
culier de  l'enveloppe  :  elle  est  ce  que  devient  l'enveloppe  lorsque 
le  paramètre  a  est  constant. 

D'après  cela,  soit  proposée  l'équation  linéaire  générale 

(A)  p^^Q^^L, 

dans  laquelle  les  trois  coefficients  P,  Q,  L  sont  donnés  d'une  ma- 
nière quelconque  en  a?,  j,  z  :  si  cette  équation,  qui  ne  contient 
pas  a  explicitement,  peut  appartenir  à  chacune  des  enveloppées 
individuelles,  il  faut  bien  qu'elle  contienne  au  moins  implicitement 
la  quantité  *,  qui  est  constante  pour  chaque  enveloppée,  et  dont 
les  différentes  valeurs  déterminent  chacune  d'elles  en  particulier; 
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et  il  n'y  a  que  les  quantités/?,  q  qui  puissent  la  contenir.  Mais  ces 
deux  quantités  ne  sont  point  indépendantes  ;  elles  ont  entre  elles 
une  relation  exprimée  par  Téquation 

dz  =  pcbc  H-  qdj^ 

qui  résulte  de  leur  définition.  On  peut  donc,  au  moyen  de  cette 
dernière  équation,  chasser  de  la  proposée  Tune  de  ces  deux  quan- 
tités, et  l'on  aura  Tune  des  deux  équations  suivantes  : 

(B)  p  i  Pr/j  —  qdx  j  =       Lrfj  —  Qrfz, 

(C)  q\l?dy  —  Çldœ\=^—l.dx-\^Vdz, 

dont  il  nous  suffira  de  considérer  une  seule,  la  première  par 
exemple. 

L'équation  (B),  dans  laquelle  p  renferme  implicitement  a,  est 
aux  diflférences  ordinaires;  elle  appartient  donc  à  toutes  les  en- 
veloppées, pour  chacune  desquelles  l'arbitraire  a  a  une  valeur 
constante,  mais  différente.  Si  donc,  considérant  une  certaine  enve- 
loppée pour  laquelle  la  constante  arbitraire  a  une  certaine  valeur  a, 
on  passe  à  l'enveloppée  infiniment  voisine,  pour  laquelle  l'arbi- 
traire ait  la  valeur  a  -h  du^  il  est  clair  que  l'équation  de  cette 
seconde  enveloppée  sera 

Or  la  caractéristique  de  l'enveloppe  n'est  autre  chose  que  l'inter- 
section de  deux  enveloppées  consécutives;  donc  les  équations  (B), 
(D),  qui  appartiennent  à  deux  enveloppées  consécutives,  sont  celles 
de  la  caractéristique. 

Si  l'on  retranche  (B)  de  (D),  on  a 

p^^  _Qrf,r=o, 
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en  vertu  de  laquelle  (D)  donne 

Ldy —  Qdz  =  o. 
Enfin,  éliminant  dy  entre  ces  deux  dernières,  on  a  encore 

hda: —  Pdz  =  o. 

Ces  trois  équations  aux  différences  ordinaires,  dont  une  quel- 
conque est  une  suite  nécessaire  des  deux  autres,  sont  celles  des 
projections  de  la  caractéristique  sur  les  trois  plans  rectangulaires, 
que  nous  avons  traitées  dans  Fart.  XIV  et  les  suivants. 

Il  est  évident  que  l'opération  que  nous  venons  de  faire  se  réduit 
à  différentier  l'équation  (B) ,  en  réjgardant  p  comme  seule  variable; 
ce  qui  donne  immédiatement 

Pdy  —  Qdx  =F=  o, 
hdf  —  Qdz  =  o. 

Si  Ton  eût  différentié  (G),  en  regardant  q  comme  seule  variable, 
on  aurait  eu  de  même 

Pdj  —  Qdi==o, 
hda;  —  Pdz  =  o  ; 

ce  qui  est  le  même  résultat.  Passons  maintenant  au  cas  général. 

XXVII. 

Lorsque  l'équation  aux  différences  partielles  du  premier  ordre 
n'est  pas  linéaire,  l'opération  que  nous  venons  de  faire,  et  qui 
consiste  à  substituer  pour  l'une  des  quantités/?,  g^  sa  valeur  prise 
dans  dz  =  pdx  -h  qdf,  et  à  différentier  ensuite,  en  regardant 
comme  seule  variable  celle  des  deux  quantités  qui  reste,  ne  fournit 
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qu'une  seule  équation  pour  la  caractéristique,  et  n'est  pas  suffi- 
sante. Pour  avoir  les  deux  équations  de  cette  courbe  par  une  même 
opération,  il  faut  difïerentier  la  proposée  une  fois  aux  différences 
partielles. 

Soit  proposée  l'équation  générale 

^\  P^  y^  ^^  .r^  -I  =  o, 
et  supposons  que  sa  différentielle  ordinaire  soit 

(A)  Pdp  -f-  Qcùj  +  XcLc  -i-Ydy  h-  7.dz  =  o, 

dans  laquelle  P,  Q,  X,  Y,  Z  sont  données  en/;,  q,  Xj  j,  2,  par  la 
différentiation  ;  ses  deux  différentielles  partielles  prises  en  regar- 
dant d'abord  .r,  puis  y  comme  seules  variables,  seront 

(B)  Pr-f-Qj-t-X+/?Z  =  o, 

(C)  Ps^Qt  -hY  ^  (ff.  =  o. 

De  ces  deux  équations,  il  nous  suffira  d'en  considérer  une  seule, 
la  première  par  exemple. 

L'équation  (B),  qui  est  aux  différences  partielles  du  second 
ordre  et  linéaire,  appartient  à  une  surface  plus  générale  que  celle 
de  la  proposée,  et  qui  a  deux  caractéristiques  :  mais  de  ces  deux 
caractéristiques,  l'une  lui  est  commune  avec  la  surface  de  la  pro- 
posée, et  l'autre  est  connue;  car  on  sait  que  cette  nouvelle  carac- 
téristique a  pour  équation  dy  =  o  ou  J=^.  Donc  les  équations 
de  la  première  caractéristique  de  la  surface  à  laquelle  appartient 
l'équation  (B),  seront  aussi  celles  de  la  caractéristique  de  la  surface 
à  laquelle  appartient  la  proposée. 

En  considérant  l'équation  (B)  comme  appartenant  à  l'enve- 
loppée mobile  en  vertu  de  la  variation  d'un  paramètre  a,  les  deux 
quantités  r,  s  sont  les  seules  qui,  en  passant  d'une  enveloppée 
quelconque  à  la  suivante,  soient  affectées  de  la  variation  de  et  :  car. 
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si  la  caractéristique  est  l'intersection  de  deux  enveloppées  consé- 
cutives, elle  est  aussi  une  ligne  de  contact  pour  ces  deux  surfaces; 
et,  en  passant  de  Tune  à  l'autre,  les  quantités/?,  q  ne  changent  pas, 
mais  les  deux  quantités  r,  j  ne  sont  pas  indépendantes;  elles  sont 
liées  entre  elles  par  l'équation 

dp  =  rdx  -h  sdy^ 

qui  est  l'expression  de  leur  définition,  et  au  moyen  de  laquelle  il 
est  facile  d'éliminer  de  (B)  l'une  quelconque  d'entre  elles;  ce  qui 
produit  l'une  des  deux  équations  suivantes  : 

(D)  ^  j Vax  —  qdx\  —  \  Pdp  -+-  (X  -h/?Z)  ^  j  =  o, 

( E)  r{  Pdf-  QrZr  [  4-  { Qdp  +  (X  -hpZ)  dy  j  =  o, 

dont  chacune  appartient  à  une  enveloppée  mobile,  et  ne  contient 
qu'une  seule  quantité  ^  ou  r  qui  soit  variable,  en  vertu  de  la  varia- 
tion du  paramètre  a.  De  ces  deux  équations,  il  suffit  d'en  consi- 
dérer une,  la  première  par  exemple. 

En  raisonnant  comme  nous  l'avons  fait  dans  l'article  précédent, 
il  est  évident  que,  pour  avoir  l'équation  de  la  caractéristique,  il 
faut  différentier  l'équation  (D)  de  l'enveloppée,  en  regardant  a, 
et  par  conséquent  ^,  comme  seule  variable;  et,  parce  que  s  est 
linéaire,  cette  opération  produira  les  deux  équations 

Pdf  —  Qctr  =  o, 
Pdp-h{X-hpZ)dx=  o, 

qui  appartiendront  à  la  caractéristique,  et  au  moyen  desquelles  et 
des  deux  suivantes 


(A) 


Pdp  +  Qdq  -h  (X  ^pZ)dx  -+-  (Y+  qZ)df  =  o, 
dz  =  pdx  +  qdy^ 
on  peut  former  les  dix  équations  de  l'art.  XII L 
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XXVIII. 

Si  Ton  difïerentiait  (E)  en  regardant  a,  et,  par  conséquent,  r 
comme  seule  variable,  on  aurait  les  deux  équations 

l?dy  —  Ç^dx  =  o, 
Ç^dp  -h  (X  -^ pz)dy  =  o, 

qui  produisent  également  les  dix  équations  de  l'art.  XI IL 

Au  lieu  d'opérer,  comme  nous  l'avons  fait,  sur  l'équation  (B), 
on  aurait  pu  traiter  de  même  l'équation  (C).  En  effet,  si  l'on  chasse 
de  cette  équation  l'une  des  deux  quantités  «y,  ^,  au  moyen  de 

dq  =  sdx  -h  tdy^ 

on  a  l'une  des  deux  équations  suivantes  : 

(F)  t  \Vdy  —  Q^ j  —  \Vdq^{Y-h  ql.) dx\  =  o, 

(G)  s [Pdy  —  Qdx)  -+-  Qdp  +-  (Y  +  qZ)dx  =  o, 

dont  la  première,  différentiée  en  regardant  a,  c'est-à-dire  f ,  comme 
seule  variable,  produit  les  deux  équations 

Pdy  —  Q^  =  o, 
Vdq^{Y-hqZ)dœ=o, 

qui  fournissent  les  dix  équations  de  l'art.  XIII;  et  dont  la  seconde, 
différentiée  en  regardant  a,  c'est-à-dire  s,  comme  seule  variable, 
produit  les  deux  équations 

Pdy  —  Qeir  =  o, 
qdq-h{Y^qZ)dy  =  o, 

qui  remplissent  le  même  objet. 


ao^^ 

60 
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CONSTRUCTION 


L'ÉQUATION  DES  CORDES  VIBRANTES. 


Lorsque  les  fonctions  arbitraires  qui  complètent  les  intégrales 
des  équations  aux  différences  partielles  sont  toutes  composées  de  la 
même  quantité,  c'est-à-dire  lorsque  les  surfaces  qui  appartiennent 
à  ces  équations  n'ont  qu'une  seule  caractéristique,  nous  avons  vu 
qu'il  était  toujours  possible  de  déterminer  les  formes  que  les  fonc- 
tions doivent  avoir  pour  que  la  surface  passe  par  autant  de  courbes 
arbitraires  données  qu'il  y  a  de  fonctions,  ou  soit  circonscrite  à  au- 
tant de  surfaces  données  arbitrairement,  ou  soit  normale  à  ces  der- 
nières, et  que  cette  opération  n'est  sujette  à  d'autres  difficultés  que 
celle  de  l'élimination  algébrique.  Mais  lorsque  les  fonctions  arbi- 
traires sont  composées  de  quantités  différentes,  le  même  procédé  ' 
pour  la  détermination  de  chacune  d'elles  conduit  à  une  équation 
aux  différences  finies.  Toutes  ces  équations  doivent  être  intégrées, 
et  leur  intégration  introduit  autant  de  fonctions  arbitraires  nou- 
velles qui  doivent  être  déterminées  par  d'autres  conditions  dont  la 
question  est  susceptible.  J'ai  cru  qu'il  était  convenable  de  donner 
un  premier  exemple  de  cette  opération,  et  j'ai  choisi  celui  de 
l'équation  des  cordes  vibrantes,  moins  par  l'intérêt  qu'inspire  une 
question  qui  a  été  traitée  avec  le  plus  grand  succès  par  les  premièi^ 
géomètres,  et  sur  laquelle  je  ne  me  propose  pas  de  revenir,  qu'à 
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cause  des  facilités  que  présentent  les  conditions  auxquelles  cette 
question  est  ordinairement  soumise  :  ainsi  mon  objet  est  de  pure 
géométrie  analytique. 

I. 

{PL  IV y  fig.  I .)  Si  l'on  conçoit  qu'une  corde  élastique  et  uni- 
forme AB,  tendue  en  ligne  droite,  entre  ses  deux  extrémités  fixes 
A,  B,  par  un  poids  déterminé,  soit  écartée  de  sa  position  par  une 
cause  quelconque  qui  lui  fasse  prendre  la  forme  curviligne  AMB, 
infiniment  peu  différente  de  la  droite  AB,  et  que  cette  cause  vienne 
à  cesser  subitement  dans  toute  l'étendue  de  la  corde,  la  corde,  aban- 
donnée à  elle-même,  tendra  à  reprendre  la  forme  rectiligne;  chacun 
de  ses  points  se  portera  vers  la  droite  AB  avec  une  force  accéléra- 
trice, et,  en  arrivant  dans  cette  droite,  il  aura  une  vitesse  acquise,  en 
vertu  de  laquelle  il  continuera  son  mouvement  de  l'autre  côté;  mais 
alors  il  tendra  de  nouveau  la  corde,  et  il  éprouvera  une  résistance 
toujours  croissante,  qui  lui  fera  perdre  peu  à  peu  toute  sa  vitesse. 
liOrsque  tous  les  points  de  la  corde  auront  ainsi  perdu  leurs 
vitesses,  la  corde  aura  une  nouvelle  position  AIVrB,  dans  laquelle 
elle  sera  de  nouveau  abandonnée  à  elle-même,  et  de  laquelle  elle  se 
reportera  vers  AB,  pour  passer  encore  au  delà,  et  ainsi  de  suite. 
Elle  oscillera  donc,  de  part  et  d'autre  de  AB,  dans  un  même  plan, 
et  le  mouvement  d'oscillation  ne  cesserait  pas  sans  quelques  résis- 
tances, dont  la  principale  est  celle  de  l'air  dans  lequel  il  s'exécute. 

Pour  passer  de  l'état  initial  AMB  à  l'état  final  AM'B,  la  corde 
emploie  un  certain  temps,  et,  dans  tous  les  instants  intermédiaires, 
elle  est  pliée  suivant  une  courbe  AmB,  A/w'B,  dans  l'équation  de 
laquelle  doit  entrer  le  temps  écoulé  depuis  le  commencement  du 
mouvement  :  ce  temps  est  une  quantité  constante  pour  chaque 
courbe  en  particulier,  et  variable  d'une  de  ces  courbes  à  l'autre. 

Depuis  longtemps  les  géomètres  se  sont  occupés  de  l'équation 
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de  la  courbe  AmB.  En  nommant  x  l'ordonnée  AP  comptée  dans  le 
sens  de  la  longueur  de  la  corde,  z  l'ordonnée  Pm  qui  lui  est  per- 
pendiculaire, et  y  le  temps  écoulé  depuis  le  commencement  du 
mouvement,  ils  ont  trouvé  que  l'équation  de  cette  courbe  était 

ou,  suivant  la  notation  que  nous  avons  employée  jusqu'ici, 

r  —  a^t  =  o, 

dans  laquelle  a  est  une  constante  qui  dépend  des  dimensions,  de  la 
densité  et  de  la  tension  de  la  corde.  La  même  équation  exprime  aussi 
le  mouvement  d'une  molécule  d'air  dans  la  propagation  du  son. 

Il  est  assez  remarquable  que  cette  équation,  qui  est  du  second 
ordre,  soit  la  première  équation  aux  différences  partielles  que  l'on 
ait  intégrée  complètement.  On  est  redevable  de  son  intégration  à 
MM.  d'Alembert  et  Euler,  qui  en  ont  déduit  l'explication  des  prin- 
cipaux phénomènes  que  présentent  les  cordes  vibrantes  et  les  lois 
de  la  propagation  du  son.  M.  Lagrange  a  traité  depuis  la  même 
matière  avec  la  généralité  et  l'élégance  qui  lui  sont  ordinaires. 

Je  vais  d'abord  exposer  rapidement  l'intégration  de  l'équation; 
je  passerai  ensuite  à  la  construction  de  l'intégrale,  qui  est  mon 
objet  principal. 

II. 

On  sait  que  lorsqu'une  équation  aux  différences  partielles  du 
second  ordre  est  linéaire  ou  de  la  forme 

Lr  4- M^ -+- N^  =  H, 

on  a  pour  chacune  de  ses  deux  caractéristiques  les  deux  équations 

Lé/y^    —  ^dxdy  -h  Nrfx^  =  o, 
Vtdpdy-^  ^dqdx=  Hdxdy. 
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Dans  le  cas  de  réquation  des  cordes  vibrantes  r — a- ^  =  o,  on  aura 
donc  pour  chacune  des  deux  caractéristiques  les  deux  équations 

dy-  —  a^dx^    =  o, 
dpdy  —  a^dqdx  =  o. 

La  première  est  composée  des  deux  facteurs 

df  -h  adœ  =  o, 
dy  —  ad.x  =  o, 

dont  les  intégrales  sont 

Y  -^  ax  =  a^ 
y  —  dx  z=  u  . 

Ce  qui  prouve  que  la  surface  a  deux  caractéristiques  indépen- 
dantes; que  chacune  de  ces  courbes  est  dans  un  plan  perpendi- 
culaire à  celui  des  j?,  j,  constamment  parallèle  à  lui-même;  et  que 
ces  deux  plans  font  avec  la  ligne  des  j?,  et  de  part  et  d'autre  de 
cette  ligne,  des  angles  égaux  entre  eux,  et  dont  la  tangente  est 
égale  à  la  constante  a. 

En  ne  considérant  que  la  première  des  deux  caractéristiques,  et 
substituant  pour  dy  la  valeur  —  ad^  qui  lui  convient,  la  seconde 
équation  devient 

dp  -h  adq  =  o, 

dont  l'intégrale  est 

/;  -h   a^   =  /3. 

Les  quantités  a,  ]3  sont  donc  toutes  deux  constantes  pour  la  pre- 
mière caractéristique;  elles  seront,  par  conséquent,  fonction  Tune 
de  l'autre  pour  tous  les  points  de  la  surface,  et  l'on  aura 
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Ainsi 

p  -4-  aq  =  (p(r  +  o^) 

sera  une  des  intégrales  premières  de  la  proposée,  et  cette  intégrale 
sera  complétée  par  la  fonction  arbitraire  ?). 

De  même,  en  ne  considérant  que  la  seconde  caractéristique,  et 
substituant  pour  dy  la  valeur  adx  qui  lui  convient,  la  seconde 
équation  devient 

dp  —  adq  =  o, 

dont  rintégrale  est 

p  —  aq  =  /3'. 

Les  quantités  a',  /3'  seront  donc  aussi  toutes  deux  constantes  pour 
la  seconde  caractéristique;  on  en  conclura  pareillement  que  la 
seconde  des  deux  intégrales  premières  de  la  proposée  est 

p  —  aq  =  '\{y  —  ax), 

complétée  par  la  fonction  arbitraire  4.  Ainsi  les  deux  intégrales 
premières  sont 

p  -^  aq  =  (p{y  -\-  ax), 

p  —  aq  =  4(j  —  ax). 
De  ces  deux  équations  on  tire,  pour/?  et  y,  les  valeurs  suivantes  : 

*2aq  =^  (p  —  4? 

qui,  substituées  dans  dz  =^ pdx  -\-  qdy^  donnent 

2  adz  =  [dy  -h  adx)  <p  —  [dy  —  a(ir)  4, 

équation  aux  différences  ordinaires  qui  est  intégrable  par  les  qua- 
dratures, quelles  que  soient  les  formes  des  deux  fonctions,  et  dont 
l'intégrale  est  de  la  forme 

2::=<î>(jH-  ax))  H-  ¥(j  —  ax). 
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C'est  cette  équation  qui  est  l'intégrale  seconde  de  la  proposée,  et 
qui  est  complétée  par  les  deux  fonctions  arbitraires  $  et  ^,  compo- 
sées des  quantités  différentes  >  +  «^S  .>  —  o,x. 

IIL 

Pour  construire  l'intégrale  que  nous  venons  de  trouver,  consi- 
dérons d'abord  que  si  l'on  avait  séparément  les  deux  équations 

z  =.  W{y  —  ojo), 

elles  seraient  celles  de  deux  surfaces  cylindriques  à  bases  quelcon- 
ques, parallèles,  l'une  à  la  droite  menée  par  l'origine  dans  le  plan 
des  .r,  >%  et  qui  aurait  pour  équation 

y  -^  ax  =  o, 

l'autre  à  la  droite  menée  par  le  même  point,  dans  le  même  plan,  et 
qui  aurait  pour  équation 

y  —  a.r  =  o; 

et  les  bases  de  ces  deux  surfaces  cylindriques,  considérées  dans  le 
plan  des  j,  2;,  auraient  pour  équations,  l'une 

z  =  *>', 

et  l'autre 

z  =  4^;>-. 

Donc,  si  après  avoir  mené  par  l'origine  dans  le  plan  des  .r,  / 
deux  droites  situées  de  part  et  d'autre  de  l'axe  des  x^  et  qui  fassent 
avec  cet  axe  le  même  angle  dont  la  tangente  est  a\  et  si,  a[)rès  avoir 
tracé  dans  le  plan  des  j,  z  deux  courbes  arbitraires  destinées  à  être 
les  bases  des  surfaces  cylindriques,  on  conçoit  que  le  plan  d'une 
de  ces  bases  se  meuve  parallèlement  à  lui-même  le  long  de  la  pre- 
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mière  droite,  et  que  le  plan  de  Tautre  se  meuve  parallèlement  à 
lui-même  lé  long  de  la  seconde,  on  engendrera  deux  surfaces  cylin- 
driques telles,  que  si,  pour  un  point  quelconque  pris  sur  le  plan  des 
or,  j,  on  construit  une  ordonnée  z  égale  à  la  somme  des  ordonnées 
des  deux  surfaces  cylindriques,  l'extrémité  de  cette  ordonnée  sera 
dans  la  surface  demandée. 

Ainsi,  pour  construire  la  surface  par  points,  il  ne  s  agit  plus  que 
de  déterminer  quelles  doivent  être  les  bases  des  deux  surfaces  cylin- 
driques, pour  que  la  surface  satisfasse  aux  conditions  particulières 
que  comporte  la  question  des  cordes  vibrantes. 

IV. 

Au  lieu  de  construire  la  surface  par  points,  on  peut  l'engendrer 
par  le  mouvement  de  l'une  ou  de  l'autre  de  ses  deux  caractéris- 
tiques. En  effet,  si  par  les  deux  droites  tracées  dans  le  plan  des 
07,  j,  et  dont  les  équations  sont 

j  +  ax  =  o, 
y  —  ax=o, 

on  conçoit  deux  plans  perpendiculaires  à  celui  des  a:,  j,  et  qui  se 
couperont,  par  conséquent,  dans  l'axe  des  z,  chacun  de  ces  plans 
coupera  celle  des  deux  surfaces  cylindriques  à  laquelle  il  n'est  pas 
parallèle,  suivant  une  trace  que  l'on  pourra  regarder  comme  ime 
autre  base  de  cette  surface.  Si  l'on  conçoit  que  le  plan  de  l'une 
quelconque  de  ces  traces  se  meuve  parallèlement  à  lui-même  sans 
tourner,  de  manière  que  le  point  de  ce  plan  qui  est  à  l'origine  par- 
coure l'autre  trace  (ce  qui  peut  se  faire  de  deux  manières,  selon 
que  c'est  l'une  ou  l'autre  trace  qui  est  regardée  comme  mobile),  la 
trace  mobile  engendrera  la  surface  dont  il  s'agit;  car  il  est  évident 
que,  pour  chacun  des  points  de  la  surface  engendrée,  l'ordonnée  z 
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sera  égale  à  la  somme  des  ordonnées  correspondantes  des  deux  sur- 
faces cylindriques,  et  que  T équation  de  cette  surface  sera 

z  =  $  (  j  -t-  ax)  -h^  {x  —  aœ). 

Il  faut  observer  que  les  deux  traces  génératrices  ne  sont  autre 
chose  que  les  deux  caractéristiques,  car  ces  traces  sont  dans  des 
plans  mobiles  dont  les  équations  sont,  pour  Tune, 

poiu*  l'autre, 

f — «cr  =  a', 

et  que  les  quantités  a ,  a',  dont  chacune  est  Ij  à  l'origine  du  plan 
correspondant,  sont  constantes  chacune  pour  la  trace  à  laquelle 
elle  appartient. 

Or  les  deux  traces  sont  faciles  à  construire  d'après  les  bases  des 
deux  surfaces  cylindriques;  donc,  pour  engendrer  la  surface  par  le 
mouvement  de  l'une  de  ses  caractéristiques,  il  ne  s'agit  plus  que  de 
déterminer  quelles  doivent  être  les  bases  des  deux  surfaces  cylin- 
driques pour  que  la  surface  satisfasse  aux  conditions  que  comporte 
la  question  des  cordes  vibrantes. 

Examinons  quelles  sont  ces  conditions. 


Dans  l'équation  des  cordes  vibrantes,  la  quantité  y  exprime  le 
temps  écoulé  depuis  l'instant  où  la  corde,  ayant  été  écartée  de  sa 
position  en  ligne  droite,  a  été  subitement  abandonnée  à  elle-même; 
et,  pour  chacune  des  formes  que  la  corde  prend  ensuite  successi- 
vement, cette  quantité  /  est  constante.  Or,  en  géométrie,  nous 
regardons  cette  même  quantité  comme  une  des  trois  coordonnées 
rectangulaires.  Donc,  si  l'on  conçoit  que  du  moment  que  la  corde 
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est  abandonnée  à  elle-même,  le  plan  des  x^  z  dans  lequel  s'exécu- 
tent les  vibrations  se  meuve  uniformément  sans  tourner,  et  res- 
tant toujours  perpendiculaire  aux  j,  la  corde  vibrante,  entraînée 
par  ce  plan  mobile,  parcourra  une  surface  qui  est  celle  qu'il  s'agit 
de  construire  ;  et  il  est  évident  que  toute  section  faite  dans  cette 
surface  par  un  plan  quelconque  perpendiculaire  aux  y  donnera  la 
figure  de  la  corde  pour  le  temps  j  qui  détermine  la  position  du  plan 
coupant. 

[PL  IV y  fig.  2 .)  Gela  posé,  on  suppose  que  les  deux  extrémités 
A,  B  de  la  corde  sont  fixes  et  ne  participent  pas  aux  vibrations;  ces 
deux  points  n'auront  donc  aucun  mouvement  dans  le  plan  mobile, 
et  ils  parcourront  dans  le  plan  des  x^  y  des  droites  AG,  BD  perpen- 
diculaires aux  X,  D'où  il  suit  que  la  surface  engendrée  passera, 

1°.  Par  la  droite  AG  ; 

2^.  Par  la  droite  BD. 

3"^.  Il  est  évident  que  la  surface  doit  passer  par  la  courbe  suivant 
laquelle  elle  a  été  pliée  dans  le  plan  des  j?,  z  au  commencement  du 
mouvement  ;  courbe  qui  doit  être  donnée  arbitrairement  et  connue. 
Nous  la  supposons  ici  couchée  sur  le  plan  des  x^  y  en  AMB. 

4"^.  Enfin,  au  commencement  du  mouvement,  c'est-à-dire  lors- 
qu'on abandonne  la  corde  à  elle-même,  la  vitesse  de  la  droite  AB 
est  naissante,  et  par  conséquent  nulle  :  l'ordonnée  d'un  point  quel- 
conque de  la  courbe  donnée  AMB  doit  donc  être  un  maximum  dans 
le  sens  des  r;  donc,  sur  la  surface,  et  pour  tous  les  points  de  la 
courbe  initiale  AMB,  on  doit  avoir 


(i)-°- 


Il  suit  de  là  que  la  surface  doit  être  perpendiculaire  au  plan  des 
a?,  z  dans  toute  l'étendue  de  cette  courbe. 
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Voilà  donc  quatre  conditions  indépendantes  auxquelles  les  bases 
des  deux  surfaces  cylindriques,  ouïes  deux  fonctions  4>  et  ^,  doivent 
satisfaire,  pour  que  l'intégrale  générale 

z  =  (!>{jr~hcu;)  -h  W  (  j  —  tujc) 

convienne  au  cas  particulier  des  cordes  vibrantes  ;  tandis  que  si  les 
deux  fonctions  qui  entrent  dans  cette  équation  étaient  composées 
de  la  même  quantité,  et  affectées  de  coefficients  pour  n'être  pas  ré- 
ductibles à  une  seule,  deux  de  ces  quatre  conditions  suffiraient 
pour  les  déterminer  toutes  deux  d'une  manière  complète. 

Recherchons  actuellement  ce  que  chacune  des  quatre  conditions 
que  nous  venons  d'exposer  exige  de  la  part  des  deux  bases  des  sur- 
faces cylindriques. 

VI. 

{PL  IV y  fig,  2.)  L'origine  des  coordonnées  rectangulaires  étant 
placée  au  point  A,  qui  est  Tune  des  extrémités  de  la  corde  vibrante, 
il  est  évident  que  les  deux  équations  de  la  droite  AC  sont 

j:'  =  o, 
:3  =  o. 

Or  la  première  condition  énonce  que  la  surface  doit  passer  par 
cette  droite;  il  faut  donc  que  si  l'on  substitue  pour  x  et  z  ces 
valeurs  dans  T  équation 

jZ;  =  $  (  j  -f-  ax)  -f-  y  (  j  —  rtX'), 

cette  équation  soit  satisfaite  ;  on  aura  donc 

* j  H-  ^ j  =  o  ; 

ce  qui  établit  une  première  relation  entre  les  deux  fonctions  arbi- 
traires $,  ¥.  11  suit  de  là  que  les  bases  des  deux  surfaces  cylin- 
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driques  sont  parfaitement  opposées,  puisque,  pour  la  même/,  leurs 
ordonnées  sont  égales  entre  elles  et  de  signes  contraires,  c'est-à- 
dire  que  si  Tune  quelconque  de  ces  bases  faisait  une  demi-révolu- 
tion autour  de  l'axe  AC  des  j,  elle  s'appliquerait  exactement  sur 
l'autre.  Ainsi,  si  l'une  de  ces  bases  était  représentée  par  la  ligne 
pleine  ^^^M^'M^MMM'M'^lVr'',  l'autre  le  serait  par  la  ligne  ponctuée 
'''N^N'NN'N''N''',  dont  les  coordonnées  correspondantes  G'M' 
et  G'N'  sont  partout  égales  entre  elles  et  de  signes  contraires. 

Voilà  tout  ce  qu'exige  la  première  condition  prise  isolément. 

C'est  pour  diminuer  le  nombre  des  figures  que,  dès  à  présent,  je 
donne  aux  bases  une  forme  particulière,  qui  sera  justifiée  dans  la 
suite. 

VIL 

En  nommant  A  la  longueur  AB  de  la  corde  vibrante,  les  deux 
équations  de  la  droite  BD  sont 

œ  =  A^ 

z  =  o. 

Or,  d'après  la  seconde  condition,  la  surface  doit  passer  encore  par 
cette  droite  ;  donc,  si  l'on  substitue  ces  nouvelles  valeurs  de  j?  et  z 
dans  l'équation  intégrale,  il  faut  que  cette  équation  soit  encore  satis- 
faite. On  aura  donc 

*(j  +  ^A)  -h^(j  —  a  A)  =  o, 

ce  qui  établit  une  seconde  relation  entre  les  deux  fonctions 
arbitraires. 

Actuellement,  représentons  par  u  la  quantité  y — ax  qui  est  sous 
la  fonction  ¥  :  la  quantité  y  -^  ax  qui  est  sous  l'autre  fonction  $ 
sera  e^  -+-  saA,  et  l'équation  précédente  deviendra 

*(w  +  2  a  A)  -+-  ^w  =  o, 
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et,  par  conséquent, 

4)  (  j  H-  2  aA)  -h  Wy  =  o. 

En  vertu  des  deux  premières  conditions  considérées  simultané- 
ment, on  aura  donc  entre  les  deux  fonctions  *  et  ^  les  deux  relations 

*/  4-  Wf  =  o, 

$  (  j  ~t-  2  a  A)  H-  Wf  =  o, 

équations  qui,  retranchées  Tune  de  l'autre,  donnent 

$(/-!-  2  a  A)  —  $j  =  o, 
et,  par  conséquent, 

^(j+  2aA)  —  ^j=  o. 

Ainsi,  pour  chacime  des  deux  fonctions  $  et  y,  on  a  une  équation 
qui  doit  servir  à  la  déterminer. 

Les  deux  équations  que  nous  venons  de  trouver,  l'une  en  *, 
l'autre  en  Y,  sont  aux  différences  finies,  et,  pour  chacune  d'elles,  la 
différence  finie  de  la  variable  principale  j  est  constante  et  =  2  a  A, 
c'est-à-dire  qu'en  faisant  pour  les  deux  fonctions 

Ar  =  2  aA, 

on  a,  pour  l'une, 

AOj  =  o, 

et  pour  l'autre, 

Aï^r  =  o. 

Or  ces  équations  aux  différences  finies  sont  très-simples,  et 
leurs  intégrales  expriment  évidemment  que  chacune  des  bases  des 
deux  surfaces  cylindriques  est  une  courbe  périodique  dont  toutes 
les  périodes  constamment  étendues  de  la  quantité  2  a  A  dans  le  sens 
des  /  sont  égales  entre  elles,  de  manière  qu'étant  toutes  superpo- 
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sées,  elles  coïncideraient  parfaitement;  mais  elles  ne  statuent  rien 
sur  la  forme  d'une  de  ces  périodes,  qui  doit  être  déterminée  par 
d'autres  conditions. 

Donc,  après  avoir  mené  par  l'origine  A ,  et  dans  le  plan  des  x^  j, 
les  deux  droites  AB',  A^B,  faisant,  de  part  et  d'autre  de  AB,  l'angle 
dont  la  tangente  est«,  jusqu'à  ce  qu'elles  coupent  la  droite  BD  dans 
les  points  B',  ^B,  ce  qui  donnera  BB'  =  a  A  et  B^B  =  —  a  A ,  et  par 
conséquent  B'^B  =  2  a  A;  si  sur  l'axe  AC  des  >%  et  à  partir  d'un 
point  quelconque,  on  porte  cette  quantité  B'^B  un  nombre  de  fois 
indéfini  tant  eh  avant  qu'en  arrière,  on  déterminera  sur  cet  axe  une 
suite  d'intervalles  égaux "^A A,  A'^A,  .  .  .,  pour  lesquels  les  parties 
correspondantes  de  chaque  base  seront  parfaitement  égales  entre 
elles,  et  celles  des  deux  bases  seront  aussi  égales  entre  elles,  mais  en 
sens  opposés  l'une  par  rapport  à  l'autre. 

Voilà  tout  ce  qui  résulte  des  deux  premières  conditions  prises 
simultanément.  La  nature  des  périodes  doit  être  déterminée  par  les 
autres  conditions. 

VIII. 

Considérons  actuellement  celle  des  conditions  que  nous  avons 
énoncée  la  quatrième,  et  qui  comporte  que  la  surface,  dans  son 
intersection  avec  le  plan  des  a:,  z,  soit  partout  perpendiculaire  à  ce 
plan,  c'est-à-dire  que,  pour  tous  les  points  de  la  surface  qui  sont 

dans  ce  plan,  on  ait  f  ^  j  =  o. 

Si  Ton  différentie  l'équation  intégrale 

z  =  $  (j  -h  ax)  4-  ^^  {y  —  ax), 
en  regardant  x  comme  constante,  on  a 
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mais,  pour  le  plan  des  .r,  z,  on  a 

{%)  =  "' 

done,  si  l'on  substitue  ces  valeurs,  Féquation  précédente  doit  être    * 
satisfaite.  On  aura  donc 

*'  {ax)  -f-  ^'  (—  ax)  =  o, 

et  par  conséquent,  en  général, 

*'(r)-H^'(— j)  =o, 

équations  aux  différences  ordinaires,  que  l'on  peut  écrire  de  la 
manière  suivante  : 

et  dont  l'intégrale  est 

la  quantité  2e  étant  la  constante  arbitraire  introduite  par  l'inté- 
gration, et  qui  est  toujours  la  même,  quelle  que  soit  la  valeur  de  j. 
L'équation  que  nous  venons  de  trouver  est  entre  les  coordon- 
nées des  bases  des  deux  surfaces  cylindriques  ;  mais ,  en  vertu  de 
l'art.  VI,  on  a 

donc,  si  l'on  substitue  successivement  pour  ces  quantités  leurs 
valeurs,  on  aura  les  deux  équations  aux  différences  finies 

<D(j)  -h  4>  (— j)  =  2e, 
dont  chacune  appartient  à  une  des  bases  en  particulier. 
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Avant  que  d'aller  plus  loin,  il  convient  de  déterminer  la  constante 
arbitraire  2e. 

IX. 

Chacune  des  équations  aux  différences  finies  que  nous  venons  de 
trouver  a  lieu  pour  la  base  à  laquelle  elle  appartient,  quelle  que 
soit  la  valeur  de/.  Considérons  le  point  de  cette  courbe  qui  cor- 
respond à  l'origine  A,  et  pour  lequel  on  a  j  =  o  ;  la  première  de 
ces  équations  deviendra 

$(o)  +  $( —  o)  =  ne; 

or  les  deux  quantités  $  (o)  et  4>  ( —  o)  sont  évidemment  égales  entre 
elles,  puisqu'elles  sont  évidemment  deux  expressions  de  l'ordonnée 
de  la  base  à  l'origine  ;  on  aura  donc 

2$  (o)  =  2€j 


OU 


î)  (o)  =  e. 


On  trouve  de  même 


^  (o)  =  e. 

Donc  la  constante  e,  pour  chacune  des  bases  des  deux  surfaces 
cylindriques,  est  égale  à  l'ordonnée  de  cette  base  à  l'origine. 

D'après  cela,  considérant  sur  chacune  des  deux  bases  le  point  a 
qui  correspond  à  l'origine,  si  pour  chacune  d'elles  on  mène  par  ce 
point  une  droite  ac  parallèle  à  l'axe  AG  des  j,  et  qui  en  sera 
distante  de  la  quantité  H-  2e  pour  l'une,  et  —  2e  pour  l'autre  ;  et 
si,  rapportant  chacune  de  ces  deux  courbes  à  la  droite  ac  corres- 
pondante, regardée  comme  un  nouvel  axe  des  j,  on  représente 
leurs  nouvelles  ordonnées  par  fy  et/j,  on  aura,  pour  la  première 
de  ces  courbes, 

Hx)  =  ^{x)  —  ^i 

f(— j)  =o(_j)  —e, 
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ce  qui  donne,  en  ajoutant, 

f  (j)  +  f  (— r)  =  *  (j)  +  *(  -j)  —  2e. 

Or  le  second  membre  est  nul  en  vertu  de  la  première  équation  aux 
différences  finies  de  Tarticle  précédent  ;  donc  on  aura 

f(j)+f(-j)  =  o: 
on  trouverait  de  même 

/(7)+/(-j)  =  o. 

Ainsi,  à  la  place  des  deux  équations  aux  différences  finies  de  l'ar- 
ticle précédent,  rapportées  au  même  axe  AG  des  j,  on  a  pour  les 
deux  bases,  rapportées  chacune  à  son  axe  particulier  ac,  la  même 
équation  aux  diflférences  finies  délivrée  de  la  constante  arbitraire  e, 
c'est-à-dire  qu'en  faisant  pour  les  deux  bases 


on  a,  pour  l'une, 
et  pour  l'autre. 


Afj  =  —  afj, 
A/r  =  —  2/j- 


Les  équations  aux  différences  finies  que  nous  venons  de  trouver 
sont  faciles  à  intégrer,  et  leurs  intégrales  expriment  évidemment 
que,  pour  la  même  base,  deux  ordonnées  quelconques  ui^,  W, 
prises  à  distances  égales  et  de  part  et  d'autre  du  pointa,  sont  égales 
entre  elles  et  de  signes  contraires.  Donc,  pour  chacune  des  bases 
des  deux  surfaces  cylindriques,  le  point  a  qui  correspond  à  l'origine 
est  un  véritable  centre  de  la  courbe,  dont  toute  la  partie  qui  est 
dans  la  région  des  j  et  z  négatifs  est  symétrique,  et  semblable  à  celle 
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qui  est  dans  la  région  des  j  et  z  positifs  ;  de  manière  que  si  Tune  de 
ces  deux  parties  était  construite,  l'autre  s'ensuivrait  nécessairement. 
Il  suit  de  là  que  si  sur  la  droite  ac,  et  à  partir  du  point  a,  on 
porte  de  part  et  d'autre  deux  quantités  aa\  a^a  égales  chacune 
à  BB',  c'est-à-dire  à  la  quantité  a  A,  ce  qui  détermine  sur  cette 
droite  l'intervalle  ^a  a!  d'une  période,  la  portion  de  la  base  qui  cor- 
respond à  cette  période  est  partagée  par  le  point  a  en  deux  parties 
de  même  étendue  dans  le  sens  des  j,  et  dont  l'une  n'est  autre  chose 
que  la  répétition  de  l'autre  dans  la  région  diamétralement  opposée. 
Il  en  est  de  même  des  deux  périodes  a'a/'^,  V^V,  et  ainsi  de  suite. 
Donc  si,  à  partir  du  point  a,  on  partage  la  courbe,  tant  en  avant 
qu'en  arrière,  en  demi-périodes  étendues  chacune  dans  le  sens  des  j 
de  la  quantité  a  A,  ces  demi-périodes  seront  telles,  que  deux  quel- 
conques consécutives  seront  l'une  la  répétition  de  l'autre  dans  la 
région  diamétralement  opposée;  et  que,  de  deux  en  deux,  elles 
seront  parfaitement  égales  et  semblables  entre  elles.  Ainsi,  pour 
connaître  entièrement  les  deux  bases  des  surfaces  cylindriques,  il 
ne  reste  plus  qu'à  déterminer,  pour  l'une  quelconque  d'elles,  la 
forme  d'une  de  ces  demi-périodes,  qui  dépend  uniquement  de  la 
figure  initiale  arbitraire  AMB  donnée  à  la  corde  vibrante. 

XL 

Non-seulement  la  constante  e  que  nous  avons  employée  art.  VII 
et  VIII  est  arbitraire,  mais  encore  sa  grandeur  est  absolument  in- 
différente à  la  surface  parcourue  par  la  corde  vibrante,  surface  qui 
est  toujours  la  même,  quelle  que  soit  la  grandeur  de  la  constante  e. 

En  effet,  nous  avons  vu  qu'on  obtient  les  deux  caractéristiques  de 
la  surface,  en  coupant  les  deux  surfaces  cylindriques  par  deux  plans 
parallèles  aux  z,  l'un  mené  par  la  droite  AB',  dont  l'équation  est 

y  —  oa:  =  o, 
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l'autre  mené  par  la  droite  A^B,  dont  l'équation  est 

j  H-  aj;  =  o, 

et  qu'on  engendre  la  surface  parcourue  par  la  corde  vibrante,  en 
faisant  mouvoir  Tune  quelconque  de  ces  deux  caractéristiques  de 
manière  que,  son  plan  restant  toujours  parallèle  à  lui-même,  et  les  z 
de  ce  plan  restant  toujours  parallèles  entre  elles,  le  point  du  plan 
qui  était  d'abord  à  l'origine,  rendu  mobile  avec  le  plan,  parcoure 
l'autre  caractéristique.  Or,  si  l'ordonnée  d'une  des  bases  à  l'origine 
est  H-  e,  celle  de  l'autre  base  à  l'origine  est  —  e\  les  ordonnées 
des  deux  caractéristiques  à  l'origine  sont  donc  aussi  H-  e  pour  l'une 
et  —  e  pour  l'autre.  Donc,  si  poui'  opérer  la  génération  de  la 
surface,  on  transporte  l'origine  mobile  de  la  première  caractéris- 
tique sur  la  courbe  de  la  seconde,  on  abaisse  la  première  de  ces 
courbes  de  la  quantité  e,  et  cette  courbe  alors  passe  elle-même  par 
l'origine. 

Lors  donc  qu'ensuite  elle  se  meut  de  manière  que  son  origine 
mobile  parcoure  la  seconde,  son  mouvement  est  le  même  que  si,  les 
deux  caractéristiques  étant  transportées  à  l'origine  sans  changer  de 
formes,  on  faisait  mouvoir  l'une  de  manière  que  son  point  qui  est  à 
l'origine  parcourût  l'autre. 

On  peut  donc,  sans  changer  ni  la  forme  ni  la  position  de  la  sur- 
face engendrée,  donner  à  la  quantité  e  la  valeur  que  l'on  voudra. 
Tout  se  simplifie  beaucoup  si  l'on  fait  cette  quantité  e  =  o  ;  les 
axes  particuliers  ac  des  deux  bases  coïncident  alors  avec  l'axe  pri- 
mitif AG,  et  hifig*  a  se  change,  dans  la  Jig.  3,  où  les  points  ana- 
logues sont  marqués  par  les  mêmes  lettres. 

XII. 

Pour  achever  de  déterminer  entièrement  les  bases  des  deux  sur- 
faces cylindriques  {fig>  3),  il  ne  s'agit  plus  que  de  construire  pour 
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chacune  d'elles  la  première  demi-période  AM'A',  AN 'A',  dont 
rétendue  dans  le  sens  des  y  est  égale  à  BB',  c'est-à-dire  à  la  quan- 
tité a  A  :  c'est  ce  qu'on  fera  en  satisfaisant  à  la  troisième  condition 
de  l'art.  V,  qui  est  la  seule  qui  n'ait  pas  encore  été  employée.  Cette 
condition  porte  que  la  surface  engendrée  coupe  le  plan  des  x^  z 
dans  la  courbe  initiale  qui  doit  être  donnée  arbitrairement. 

Soit  AMB  la  courbe  initiale  donnée,  et  couchée  sur  le  plan  des 
X',  j,  et  soit  GM  une  quelconque  de  ses  ordonnées;  si,  par  le 
pied  G  de  cette  ordonnée,  on  mène  deux  droites  GG',  G^G  paral- 
lèles aux  directrices  AB'  et  A^B  des  deux  surfaces  cylindriques,  et  si 
l'on  prolonge  ces  parallèles  jusqu'à  ce  qu'elles  rencontrent  l'axe  AC 
en  deux  points  G',  ^G,  il  est  évident  que,  pour  le  point  G  de  la 
droite  AB,  les  ordonnées  des  deux  surfaces  cylindriques  seront 
égales,  l'une  à  G'M',  et  l'autre  à  ^G^N  :  donc  on  doit  avoir 

G'M'^'G'N  =  GM. 

Mais  on  a,  art.  VI, 


et,  art.  VIII, 
donc  on  doit  avoir 


g'm/  =  _g'n;, 

^G'N  =  — G'N'; 
G'M'='G'N; 


donc  chacune  des  ordonnées  G' M',  ^G^N  est  la  moitié  de  l'or- 
donnée connue  GM. 

En  opérant  de  la  même  manière  pour  tout  autre  point  G  de  la 
droite  AB,  on  aura  autant  d'ordonnées  que  l'on  voudra  de  la  pre- 
mière demi-période  de  chacune  des  bases  des  deux  surfaces  cylin- 
driques ;  les  bases  seront  donc  déterminées  dans  toute  leur  longueur 
indéfinie,  et  il  sera  facile  de  construire  l'ordonnée  z  de  la  surface 
pour  un  point  P  quelconque  pris  arbitrairement  sur  le  plan  des  x^y. 
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Car,  en  menant  par  ce  point  deux  droites  PP',  PP"  parallèles  aux 
directrices  des  deux  surfaces  cylindriques,  on  déterminera  sur  AC 
les  pieds  P',  P'^  des  ordonnées  P'Q',  P'^Q'^  des  bases  correspon- 
dantes ;  et  l'ordonnée  z  de  la  surface  au  point  P  sera  égale  à  la 
somme  de  ces  deux  ordonnées  particulières,  prises  avec  le  même 
signe  si  elles  sont  placées  du  même  côté  par  rapport  à  AG,  et  avec 
des  signes  contraires  si  elles  sont  de  côtés  différents. 

Il  sera  également  facile  d'engendrer  la  surface  par  le  mouvement 
de  l'une  de  ses  caractéristiques  sur  l'autre,  car  ces  deux  courbes  ne 
sont  autre  chose  que  les  intersections  des  deux  surfaces  cylindriques 
par  des  plans  parallèles  aux  z,  menés  l'un  par  la  droite  AB'et  l'autre 
par  A^B,  intersections  qui  sont  faciles  à  construire,  puisque  les  bases 
des  cylindres  sont  entièrement  déterminées. 

XIII. 

La  construction  par  points  que  nous  venons  de  donner  pour  la 
surface  peut  être  abrégée  considérablement,  et  l'on  peut  se  dis- 
penser de  la  construction  des  bases  des  deux  surfaces  cylindriques. 

Soit  AB  la  corde  vibrante  tendue  en  ligne  droite  {PL  V,  fig.  4), 
soit  AMB  la  figure  initiale  donnée  arbitrairement  à  la  corde,  et  que 
nous  supposons  couchée  sur  le  plan  des  x^  y]  soient  AC,  BD  les 
deux  droites  perpendiculaires  à  AB,  par  lesquelles  nous  avons  vu 
que  la  surface  devait  passer,  en  vertu  des  deux  premières  conditions 
de  l'art.  V  ;  à  partir  du  point  A,  soit  divisée  la  droite  AC  en  par- 
ties A  A',  A'A'^  M^M" ,. . . ,  toutes  égales  à  l'étendue  a  A  dans  le  sens 
des  y  d'une  demi-période;  et  par  tous  les  points  A',  A'^  A"\... 
ainsi  déterminés,  soient  menées  parallèlement  à  AB,  et  jusqu'à  la 
rencontre  de  l'autre  droite  BD,  les  droites  A'B',  M'h\  M"W,,. .  ; 
soient  menées  les  diagonales  AB',  A'B  qui  seront  parallèles  aux 
directrices  des  •  surfaces  cylindriques  ;   enfin ,   soit  construite  la 
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courbe  AmB  qui  passe  par  les  milieux  des  ordonnées  de  la  courbe 
donnée  AMB. 

Gela  fait,  étant  donné  un  point  P  pris  arbitrairement  sur  le  plan 
des  .r,  r  ;  pour  trouver  l'ordonnée  z  de  la  surface  en  ce  point, 
on  mènera  par  ce  point,  et  du  côté  de  la  droite  AB,  deux  parallèles 
aux  diagonales  AB',  A'B,  et  on  les  prolongera  jusqu'à  ce  qu'elles 
rencontrent  chacune  l'une  des  deux  droites  AG,  BD;  on  les  réflé- 
chira l'une  et  l'autre  de  manière  que  l'angle  de  réflexion  fait  avec 
cette  droite  soit  égal  à  l'angle  d'incidence,  et  on  les  prolongera 
jusqu'à  la  rencontre  de  l'autre  droite  ;  on  les  réfléchira  encore,  et 
ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  qu'elles  parviennent  enfin  à  la  droite  AB, 
et  la  rencontrent  entre  ses  extrémités,  l'une  en  un  point  9,  l'autre 
en  un  point ^',  ce  qui  déterminera,  pour  la  courbe  AmB,  deux  or- 
données qn^  q^'y  dont  la  somme  donnera  l'ordonnée  z  de  la  sur- 
face pour  le  point  donné  P  ;  en  observant  que  le  signe  de  chacune 
de  ces  ordonnées  partielles  est  positif  si  le  nombre  des  réflexions 
éprouvées  par  la  droite  qui  la  détermine  est  pair,  et  négatif  si  le 
nombre  de  ces  réflexions  est  impair. 

XIV. 

Les  deux  droites  menées  par  le  point  P,  ainsi  que  nous  venons 
de  le  dire,  après  leurs  réflexions  successives,  se  rencontrent  de 
nouveau  dans  des  points  P',  P'',...,/?',  /?'',...,  pour  lesquels  les 
ordonnées  z  de  la  surface  sont  égales  à  la  somme  des  mêmes  or- 
données partielles  qn^  q'n\  et,  par  conséquent,  égales  entre  elles; 
mais  ces  ordonnées  sont  positives  pour  tous  ceux  de  ces  points  tels 
que  P,  P',  P'^  qui  sont  placés  dans  les  demi-périodes  impaires,  et 
elles  sont  négatives  pour  les  points  p\  p^  qui  sont  placés  dans  les 
demi-périodes  paires.  Et  parce  que  tous  les  points  P,  P',  P'^,... 
sont  semblablement  placés  dans  leurs  périodes  respectives,  ainsi 
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que  les  points/?',  /?''  dans  les  leurs,  il  s'ensuit  qu'à  chaque  période 

entière  tout  se  renouvelle;  et  que,  pour  connaître  entièrement  la 

surface,  il  suffit  de  l'étudier  dans  toute  l'étendue  de  la  première 

période. 

XV. 

(  PL  F,  fig.  5.  )  En  ne  considérant  de  la  surface  que  la  partie  qui 
correspond  à  la  première  période  AA'^B'^B,  recherchons  d'abord 
l'intersection  de  la  surface  par  le  plan  parallèle  aux  z  qui  termine  la 
période,  ce  qui  se  réduit  à  construire  l'ordonnée  de  la  surface  pour 
un  point  quelconque  P'  pris  sur  la  droite  A'^B'^  :  il  est  clair  que  cette 
intersection  donnera  l'état  de  la  corde  vibrante  à  la  fin  de  la  pre- 
mière période,  c'est-à-dire  après  le  temps  exprimé  analytiquement 
par  la  quantité  2  a  A. 

Si  l'on  suit  le  procédé  indiqué  art.  XII,  on  mènera  les  lignes 
P'wm'P  et  Vvv'V  jusqu'à  leur  rencontre  avec  la  droite  AB  ;  or,  de 
ce  que  l'intervalle  A  A''  est  égal  à  l'étendue  2aA  d'une  période 
entière,  il  suit  :  i®  que  ces  deux  lignes  rencontreront  AB  dans  le 
même  point  P  ;  2®  que  le  point  P  sera  placé  sur  AB  de  la  même 
manière  que  P'  sur  A'^B'^  ;  3**  que  chacune  de  ces  lignes  aura  éprouvé 
deux  réflexions,  en  w,  u'  pour  l'une,  et  en  v^  v'  pour  l'autre.  L'or- 
donnée en  P'  sera  donc  égale  au  double  de  l'ordonnée  Pm  et  de 
même  signe  ;  elle  sera  donc  égale  à  l'ordonnée  PM  de  la  courbe  ini- 
tiale, et  dans  le  même  sens  par  rapport  au  plan  des  x^  y.  Donc,  la 
section  faite  par  A'^B'^,  et  qui  termine  la  première  période,  est  par- 
faitement égale  et  semblable  à  la  courbe  initiale  AMB,  et  placée  du 
même  coté. 

11  suit  de  là  qu'à  la  fin  du  temps  exprimé  par  aaA,  la  corde 
vibrante  se  retrouve  dans  le  même  état  où  elle  avait  été  abandonnée 
à  elle-même  à  l'origine  ;  et  parce  que  tout  se  renouvelle  après  chaque 
période,  la  corde  reprend  le  même  état  à  des  intervalles  égaux  entre 
eux  et  exprimés  par  la  quantité  analytique  2  a  A. 
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XVI. 

Pour  connaître  F  état  de  la  corde  au  milieu  d'une  période,  il  faut 
construire  la  section  de  la  surface  par  un  plan  mené  par  A'B',  paral- 
lèlement aux  z  ;  c'est-à-dire  construire  l'ordonnée  de  cette  surface 
pour  un  point  quelconque/?  pris  sur  A'B'.  Or  il  est  clair  que  si, 
parle  point/?,  on  mène  les  lignes /^i^'P  etpu'V  jusqu'à  la  rencontre 
de  la  droite  AB,  i®  ces  droites  coupent  AB  dans  le  même  point  P  ; 
2®  le  point/?  sera  placé  sur  AB  d'une  manière  opposée  à  celle  dont/? 
est  situé  sur  A'B',  c'est-à-dire  que  l'on  aura  PB=/?A'  ;  3®  enfin,  les 
lignes  auront  éprouvé  chacune  une  seule  réflexion.  L'ordonnée  de 
la  surface  au  point  /?  sera  donc  égale  à  l'ordonnée  entière  PM  de  la 
courbe  initiale,  mais  de  signe  contraire. 

Il  suit  de  là  que  la  section  faite  par  A'B'  est  égale  et  semblable  à 
la  courbe  initiale,  mais  renversée  par  rapport  à  elle;  c'est-à-dire  que 
si  la  courbe  initiale  est  représentée  {fig-  6)  par  AMB,  l'état  de  la 
corde,  après  une  demi-période,  est  la  courbe  AmB  placée  de 
l'autre  côté,  et  telle,  que  le  milieu  E  de  la  droite  AB  est  le  centre  de 
la  figure  renfermée  par  ces  deux  courbes.  D'après  cela,  toutes  les 
ordonnées  de  la  section  faite  par  A'B'  [fig-  5)  sont  des  minima 
dans  le  sens  des  j,  comme  celles  de  la  courbe  AMB  sont  des 
maxima  ;  ainsi  cette  courbe  est  un  état  initial  pour  la  demi-période 
suivante.  Donc,  l'étendue  d'une  demi-période  A  A',  A  A",...  repré- 
sente la  durée  entière  d'une  vibration  de  la  corde  vibrante. 

XVIL 

{Fig.  6.)  Recherchons  actuellement  l'état  de  la  corde  au  quart 
de  la  première  période. 

Il  est  évident  que  si,  par  l'intersection  E  des  deux  diagonales  AB', 
A'B,  on  mène  ab  parallèle  à  AB,  et  que  si,  par  cette  droite,  on  fait 
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passer  un  plan  parallèle  aux  z^  la  section  faite  par  ce  plan  donnera 
l'état  demandé  de  la  corde;  il  s'agit  donc  de  construire  les  ordon- 
nées z  de  la  surface  pour  les  différents  points  de  la  droite  ah. 

Opérons  d'abord  pour  le  point  E,  qui  est  le  milieu  de  ah.  D'après 
la  construction,  l'ordonnée  z  de  la  surface  en  ce  point  est  égale  à 
la  somme  des  demi-ordonnées  de  la  courbe  initiale  aux  points  ex- 
trêmes A,  B.  Or,  quelle  que  soit  la  courbe  initiale,  ses  ordonnées 
aux  points  extrêmes  sont  toutes  deux  nulles;  donc  l'ordonnée 
pour  le  point  E  est  nulle  aussi.  Donc,  au  quart  de  la  période,  ou 
lorsque  la  corde  est  à  la  moitié  de  sa  vibration,  le  milieu  de  la  corde 
se  trouve  sur  le  milieu  de  la  droite  AB. 

S'il  s'agit  de  l'ordonnée  d'un  point  Q,  pris  d'une  manière  quel- 
conque sur  aè,  après  avoir  mené  par  ce  point  les  lignes  ^u"q  et  Qy' 
jusqu'à  ce  qu'elles  aient  rencontré  la  droite  x\B  dans  des  points  q^  q\ 
pour  lesquels  les  ordonnées  de  la  courbe  A  MB  soient  respective- 
ment qn^  q'n'  :  il  est  évident,  i®  que  les  deux  points  ^,  q^  seront 
placés  à  distances  égales  des  deux  extrémités  A,  B,  car  ces  distances 
seront  chacune  égales  à  QE  ;  2**  que  l'une  des  lignes  de  construc- 
tion aiu*a  éprouvé  une  réflexion  en  w'^  tandis  que  l'autre  n'en  aura 
pas  éprouvé;  que,  par  conséquent,  l'ordonnée  qn  doit  être  prise 
avec  le  signe  négatif.  L'ordonnée  z  de  la  surface  au  point  Q  sera 
donc  égale  à  q'n'  —  qn\  cette  ordonnée  ne  peut  donc  être  nulle, 
à  moins  que  l'on  n'ait  q^n^  =  qn^  c'est-à-dire  à  moins  que  les 
ordonnées  de  la  courbe  initiale  prises  à  distances  égales  des  extré- 
mités A,  B  ne  soient  égales  entre  elles;  ou,  enfin,  à  moins  que  la 
courbe  initiale  ne  soit  symétrique  de  part  et  d'autre  de  son  milieu. 

Il  suit  de  là  que,  lorsque  la  figure  initiale  de  la  corde  vibrante  est 
symétrique  de  part  et  d'autre  de  son  milieu,  à  la  moitié  de  la  durée 
de  sa  vibration,  tous  les  points  de  la  corde  sont  en  ligne  droite, 
c'est-à-dire  que,  dans  chacune  des  vibrations,  tous  les  points  de  la 
corde  passent  en  même  temps  par  la  droite  AB  ;  mais  que  quand  la 
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courbe  initiale  n'est  pas  symétrique,  dans  aucun  instant  de  la  durée 
de  sa  vibration  la  corde  ne  se  trouve  en  ligne  droite,  et  ses  diffé- 
rents points  ne  passent  que  successivement  par  la  droite  AB. 

Maintenant,  si  l'on  opère  pour  un  autre  point  Q'de  la  droite  aè, 
pris  de  l'autre  côté  du  milieu  E  et  à  même  distance  que  le  point  Q , 
pour  trouver  l'ordonnée  z  de  la  surface  en  ce  point,  il  faut  mener 
les  lignes  de  construction  Q^q  et  Q  V(jr'  jusqu'à  leur  rencontre  avec 
la  droite  AB.  Or  il  est  évident  que  les  points  de  rencontre  7,  q' 
sont  les  mêmes  que  ceux  qu'on  trouve  pour  le  point  Q,  avec  cette 
différence,  que  c'est  celle  des  lignes  de  construction  qui  n'avait 
pas  éprouvé  de  réflexion  dans  le  premier  cas,  qui  l'éprouve  dans  le 
second,  et  réciproquement;  donc  l'ordonnée  au  point  Q'  est  égale 
à  qn  —  q'n\  c'est-à-dire  est  égale  à  celle  du  point  Q  prise  avec  le 
signe  contraire. 

II  suit  de  laque,  lorsque  la  figure  initiale  de  la  corde  vibrante  n'est 
pas  symétrique  de  part  et  d'autre  de  son  milieu,  à  la  moitié  de  sa 
vibration  la  figure  de  la  corde  est  {Jig.  6)  une  courbe  A^uEyu'B 
dont  les  ordonnées,  prises  à  distances  égales  du  milieu  E,  sont 
égales  entre  elles,  et  dont  le  point  E  est  en  même  temps  centre  et 
point  d'inflexion. 

{Fig.  5.)  Enfin,  soit  PM  la  plus  grande  ordonnée  de  l'état  initial  : 
si  par  le  point  P  on  mène  les  lignes  de  construction  Pw'n'  et  Pn 
jusqu'à  ce  qu'elles  rencontrent  la  droite  ab  dans  les  points  n,  n', 
ces  deux  points  seront  à  égales  distances  de  part  et  d'autre  du 
point  E,  et  il  est  clair  que  leur  intervalle  sera  égal  à  2 PB;  car  on 
aura  PB=  IlE  =  En'.  Cela  posé,  si  l'on  veut  construire  les  ordon- 
nées de  la  surface  pour  les  points  II,  n',  il  faut  mener  par  ces  deux 
points  les  autres  lignes  de  construction  II/tt  et  IlV  jusqu'à  ce 
qu'elles  rencontrent  la  droite  AB.  Or  il  est  évident,  i®  que  ces  deux 
dernières  lignes  rencontrent  la  droite  AB  dans  le  même  point  tt  ; 
2""  que  Ton  a  nA  =  PB;  donc  les  ordonnées  de  la  surface  aux 
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points  n,  n'  seront 

Pm  —  n^,  pour  la  première, 
et 

—  Pm  —  Il/u,  pour  la  seconde  ; 

elles   seront,   par   conséquent,   égales  entre  elles  et  de  signes 
contraires. 

{Fig,  6.  )  De  plus,  il  est  facile  de  voir  que,  de  ces  deux  ordon- 
nées, la  première  est  un  maximum  et  la  seconde  un  minimum; 
donc  la  figure  A/>cE^'B  que  prend  la  corde  au  milieu  de  sa  vibra- 
tion a  deux  ordonnées  Ilyu  et  nV'  égales  entre  elles  et  de  signes 
contraires,  dont  Tune  est  un  maximum  et  l'autre  un  minimum.  Ces 
deux  ordonnées  sont,  de  part  et  d'autre,  à  égales  distances  du 
milieu  E;  la  distance  de  chacune  d'elles  au  milieu  est  égale  à  PB, 
et  l'intervalle  qui  sépare  ces  deux  ordonnées,  plus  grande  et  plus 
petite,  est  =  2PB. 

II  serait  facile  de  pousser  plus  loin  la  discussion  de  la  première 
demi-période,  et  de  rechercher  l'état  de  la  corde  à  d'autres  inter- 
valles plus  petits;  mais  tant  que  l'état  initial  n'est  pas  déterminé, 
ces  recherches  ont  peu  d'intérêt,  et  nous  en  resterons  là  à  cet 
égard. 

XVIII. 

Nous  avons  vu  que  la  surface  coupe  le  plan  des  x,  y  dans  les 
deux  droites  indéfinies  A  A'A'^ . . ,  BB'B'^ . . ,  et  dans  le  centre  E  de 
chacune  des  demi-périodes;  mais,  sous  ce  point  de  vue,  le  centre  E 
n'est  pas  isolé  :  il  est  sur  une  courbe  dans  laquelle  la  surface  coupe 
encore  le  plan  des  j?,  /,  et  qu'il  s'agit  de  construire. 

{Fig.  7.)  Pour  cela,  toutes  choses  analogues  étant  les  mêmes 
dans  \^fig'  7  que  dans  ^^fig-  5,  soit  menée  la  droite  hk  parallèle 
à  x\B,  et  qui  coupe  la  courbe  A/wB  en  deux  points  /^,  n',  dont  les 
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ordonnées /?n,  p'n!  seront  égales  entre  elles;  et  par  les  pieds//,  p 
de  ces  deux  ordonnées  soient  menées  des  lignes  de  construction. 
Gela  fait,  si  dans  la  première  demi-période  on  compare,  pour  Tun 
de  ces  points,  la  ligne  de  construction  qui  n'a  pas  encore  éprouvé 
de  réflexion  avec  celle  de  l'autre  point  qui  en  a  déjà  éprouvé  une, 
et  réciproquement;  et  si  l'on  considère  les  points  dans  lesquels  ces 
deux  lignes  se  coupent,  on  aura  deux  solutions,  c'est-à-dire  que 
l'on  trouvera  deux  points  tt,  tt',  qui  seront  tels  que  l'ordonnée  z 
de  la  surface  sera  nulle  pour  l'ime  et  pour  l'autre;  car  l'ordonnée 
du  j>oint  TT  est 

z  ^z=:  p'n'  — pn  =  o, 

et  celle  du  point  tt'  est 

z  =  — p'n'  -^ pn  =  o. 

Or  les  deux  points  tt,  tt'  sont  évidemment  les  sommets  des  angles 
diagonalement  opposés  d'un  parallélogramme  dont  E  est  le  centre; 
donc  ils  sont  en  ligne  droite  avec  le  point  E,  et,  de  part  et  d'autre, 
à  égales  distances  de  ce  point. 

En  opérant  de  la  même  manière  pour  tant  d'autres  droites  ///• 
que  l'on  voudra,  on  trouvera  autant  de  systèmes  de  points  tt,  tt' 
pour  lesquels  l'ordonnée  z  de  la  surface  sera  nulle,  et  le  lieu  de 
tous  ces  points  sera  une  nouvelle  intersection  de  la  surface  par  le 
plan  des  Xj  y.  Ce  lieu  est  une  courbe  t^VE^'w/  passant  par  le 
point  E,  qui  en  est  le  centre,  et  par  les  points  p',  u  que  détermine 
le  pied  P  de  la  plus  grande  ordonnée  de  l'état  initial  A  MB,  et  il  se 
renouvelle  d'une  manière  opposée  dans  la  seconde  demi-période 
en  wEV  :  les  points  ^',  w'  sont  donc  deux  sommets  de  cette  courbe 
placés,  l'un  en  deçà,  l'autre  au  delà  de  la  droite  06,  et  à  égales 
distances  de  cette  droite. 

Il  suit  de  là  que  dans  le  commencement  de  la  durée  de  la  vibra - 
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tion,  et  pendant  tout  le  temps  représenté  par  Bw',  aucun  des  points 
de  la  corde  vibrante  ne  parvient  à  Taxe  AB.  A  la  fin  du  temps  Bu\ 
la  figure  de  la  corde,  qui  est  la  section  faite  dans  la  surface  suivant 
la  droite  a'w'  parallèle  à  AB,  ne  coupe  point  encore  la  droite  AB 
{^/lg>  S) ,  mais  elle  la  touche  en  B  comme  A^B  :  ce  point  de  contact 
se  change  à  Tinstant  en  un  point  d'intersection  qui  se  meut  de  B 
vers  A;  sa  vitesse,  qui  commence  par  être  infinie,  décroît  rapide- 
ment jusqu'à  la  moitié  de  la  vibration,  époque  à  laquelle  il  se  trouve 
en  E,  et  sa  vitesse  est  alors  un  minimum.  Il  continue  à  se  mouvoir 
vers  A,  où  il  parvient,  à  la  fin  du  temps  exprimé  par  Ap',  avec  une 
vitesse  qui,  après  avoir  crû  de  plus  en  plus  depuis  le  minimum 
en  E,  est  enfin  redevenue  mfinie,  et  il  prend  pour  un  instant  infi- 
niment petit  rétat  de  point  de  contact.  Alors  la  figure  de  lacorde, 
qui  est  la  section  faite  dans  la  surface  suivant  la  droite  v'b'  parallèle 
à  AB  [fig.  7),  cesse  de  couper  la  droite  AB  {/ig>  8);  elle  la  touche 
en  A,  et  devient  A^t'B  opposée  à  A^^B.  Ensuite  la  corde  n'a  phis 
aucun  de  ses  points  intermédiaires  sur  la  droite  AB,  non-seulement 
pendant  la  durée  du  reste  de  la  vibration,  mais  encore  jusqu'à  la  fin 
du  temps  exprimé  par  Au  {fig>  ?)?  <^^  ^He  reprend  la  figure  A^u'B 
{fis-  ^)'  ^^  touche  en  A  la  droite  AB,  et  où  tout  ce  que  nous 
venons  de  dire  pour  la  première  demi-période  se  renouvelle  pour 
la  seconde,  mais  en  sens  contraire. 

XIX. 

(  ^^8'  9)  Jusqu'ici  nous  avons  supposé  que  la  corde  vibrante 
était  terminée  à  ses  deux  points  fixes  A,  B,  et,  dans  cette  hypo- 
thèse, nous  avons  vu,  i*"  que  toute  la  surface  qui  est  le  lieu  des 
différents  états  que  la  corde  prend  successivement  est  terminée 
par  les  deux  droites  AG,  BD  prolongées  indéfiniment  du  côté  des  r 
positifs,  c'est-à-dire  du  temps  futur;    a**  que  cette  surface  est 
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composée  de  demi-périodes  de  même  étendue  dans  le  sens  des  >", 
dont  deux  consécutives  sont  opposées  entre  elles,  et  qui,  de  deux 
en  deux,  sont  égales  et  semblables.  Mais  il  peut  arriver  que  la 
corde  AB  ne  soit  qu'une  partie  d'une  corde  indéfinie  AB,  tendue 
d'une  manière  uniforme,  et  dont  les  seuls  points  A,  B,  gênés  par 
des  obstacles,  ne  puissent  prendre  de  mouvement:  dans  ce  cas,  si 
l'on  veut  reconnaître  l'état  de  la  corde  pour  tous  les  temps  futurs, 
il  faut  construire  la  surface  dans  toute  l'étendue  où  l'on  peut  le 
faire  d'après  l'état  initial  et  connu  de  la  partie  AB  de  la  corde. 

Or,  1**  d'après  la  génération  de  la  surface,  il  est  facile  de  recon- 
naître qu'elle  est  composée  des  deux  demi-périodes  qui  se  succè- 
dent alternativement,  tant  dans  le  sens  des  x  que  dans  celui  des  j, 
comme  on  le  voit  dans  ^Sijig.  9,  où  nous  avons  marqué  du  n^  i  les 
parties  du  plan  des  x\  y  qui  correspondent  aux  demi-périodes 
égales  à  la  première,  et  du  n®  2  les  parties  de  ce  plan  qui  corres- 
pondent aux  demi- périodes  égales  à  la  seconde;  12"*  d'après  la 
construction  par  points,  il  est  évident  que  si  par  les  points  A,  B 
on  mène  les  droites  A  A' A'''...  et  BB'B'^..,  projections  de  deux 
caractéristiques  différentes,  on  ne  peut,  d'après  l'état  initial  AMB 
de  la  seule  partie  AB,  construire  de  nouvelles  portions  de  la  sur- 
face que  celles  qui  sont  en  avant  des  deux  caractéristiques. 

Donc  la  surface  prolongée  indéfiniment  en  avant,  mais  terminée 
en  arrière  par  la  courbe  initiale  AMB,  et  par  les  deux  .caractéris- 
tiques divergentes,  menées  en  avant  par  les  deux  points  A,  B, 
contient  tous  les  états  par  lesquels  passe  successivement  la  corde 
indéfinie  lorsque  sa  partie  AB  a  été  mise  en  vibration. 

Ainsi  l'état  initial  de  la  corde  entière  étant  ci  AMBilî),  après  l'in- 
tervalle d'une  demi-période,  c'est-à-dire  à  la  fin  de  la  première 
vibration,  la  corde  aura  la  figure  c\/A'M'M'M^B'ilî>';  après  une 
période  entière,  c'est-à-dire  à  la  fin  de  la  seconde  vibration,  elle 
aura  la  figure  -VA''M'^..  B'^'iiî/.  Au  milieu  d'une  des  vibrations, 
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elle  sera,  comme  on  le  voit  en  UV,  composée  elle-même  de  pé- 
riodes semblables  et  égales  à  celle  qui  {Jig»  6)  est  représentée 
par  A^Ea'B. 

Il  suit  de  là  que,  lorsqu'une  partie  AB  d'une  corde  indéfinie  a  été 
mise  en  vibration,  le  mouvement  se  propage  de  part  et  d'autre  des 
extrémités  A,  B,  avec  une  vitesse  telle,  qu'après  un  intervalle  de 
temps  égal  à  la  durée  d'un  nombre  quelconque  m  de  vibrations,  il 
a  parcouru,  de  part  et  d'autre,  un  espace  égal  à  m  fois  la  longueur 
AB  de  la  partie  mise  en  mouvement;  mais,  pendant  chaque  vibra- 
tion, ce  mouvement  n'est  pas  uniforme,  il  est  intermittent,  comme 
nous  avons  vu,  dans  l'article  précédent,  que  l'était  celui  du  point 
d'intersection  de  la  corde  vibrante  avec  la  droite  AB. 

Donc  si,  d'après  le  ton  que  produit  la  partie  vibrante  AB  de  la 
corde,  le  nombre  des  vibrations  qu'elle  fait  par  seconde  est  /w,  et  si 
l'on  nomme  A  la  longueur  AB,  l'espace  que  la  vibration  parcourra, 
de  part  et  d'autre,  sur  la  corde  indéfinie,  dans  une  seconde,  sera 
exprimé  par  mA. 

XX. 

Nous  ne  pousserons  pas  plus  loin  ces  conséquences,  qui,  quoi- 
qu'elles soient  rigoureuses  lorsqu'on  ne  s'occupe  que  de  la  construc- 
tion de  l'équation  générale 

z  =  ^[y  -\-  ax)  H-  ^(7  —  dx), 

pourraient  induire  en  erreur  si  on  les  appliquait  sans  réserve  aux 
phénomènes  des  cordes  vibrantes.  En  effet,  cette  équation  n'ex- 
prime le  mouvement  de  la  corde  vibrante  que  dans  l'hypothèse  des 
excursions  infiniment  petites:  or,  dans  la  nature,  les  excursions, 
quoique  peu  considérables,  ne  sont  jamais  infiniment  petites;  car  le 
son  qu'elles  produiraient  alors  serait  si  faible,  qu'il  serait  impercep- 
tible à  nos  sens.  Donc  les  conséquences  que  l'on  tire  de  l'équation 
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précédente  ne  doivent  être  regardées  que  comme  approchées  par 
rapport  aux  phénomènes  de  l'acoustique. 

XXL 

Nous  terminerons  en  observant  que  s'il  s'agissait  de  construire 
en  relief  la  surface  dont  l'équation  est 

z  ==  *(j  -h  ax)  +  ^'(j  —  a.r), 

pour  des  conditions  analogues  à  celles  des  cordes  vibrantes,  et 
pour  un  état  initial  donné,  il  sera  très-commode  de  l'exécuter  en 
plâtre,  et  de  la  pousser  comme  une  moulure  dont  le  profil  serait 
ime  des  deux  caractéristiques  que  l'on  ferait  mouvoir  le  long  de 
l'autre. 

Dans  ce  cas,  il  serait  encore  plus  simple  de  n'exécuter  de  cette 
manière  que  la  seule  première  demi-période  de  la  surface,  d'en 
prendre  la  contre-épreuve,  ce  qui  produirait  la  seconde  demi-pé- 
riode; de  tirer  ensuite  de  chacune  de  ces  demi-périodes  un  certain 
nombre  de  plâtres  qu'on  placerait  enfin  alternativement  les  uns  à 
côté  des  autres,  comme  il  est  indiqué  dans  la^g*.  9. 

C'est  ainsi  que,  dès  la  première  année  de  l'Ecole  Polytechnique 
(1 796),  nous  avons  fait  exécuter  en  relief  cette  surface,  en  suppo- 
sant que  l'état  initial  fut  composé  de  deux  droites  inégales  entre 
elles.  Ce  relief  existe  encore  dans  la  collection  de  l'École,  et  on 
peut  le  consulter  pour  étudier  la  surface  d'une  manière  plus  facile. 
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RECHERCHES 

SUR  LA 

THÉORIE  GÉNÉRALE  DES  SURFACES  COURBES  ; 

Par  m.  C.-F.  GAUSS  ^*K 


Disquisitiones ,  in  quibus  de  directionibus  variarum  rectarum  in  spatio 
agitur,  plerumque  ad  majus  perspicuitatis  et  simplicitatis  fastigium  evehuniur, 
in  auxilium  vocando  superficiem  sphœricam  radio  =  i  cîrca  cenirum  arbiira- 
rium  dcscriptam,  cujus  singula  puncta  repraesentare  censebuntur  directiones 
rectarum  radiis  ad  illa  terminatis  parallelarum.  Dum  situs  omnium  punctorum 
in  spatio  per  très  coordinatas  determinatur,  puta  per  distantias  a  tribus  planis 
fixis  inter  se  normalibus,  ante  omnia  considerandœ  veniunt  directiones  axium 
his  planis  normalium  :  puncta  superficiei  sphaericae,  quae  bas  directiones  reprae- 
sentant,  per  (i),  (2),  (3)  denotabimus;  mutua  igitur  horum  distantia  erit  qua- 
drans.  Ceterum  axium  directiones  versus  eas  partes  acceptas  supponemus, 
versus  quas  coordinatœ  respondentes  crescunt. 

II. 

Haud  inutile  erit,  quasdam  propositiones ,  quse  in  hujusmodi  quaestionibus 
usum  frequentem  offerunt,  bic  in  conspectum  producere. 

1 .  Ângulus  inter  duas  rectas  se  sécantes  mensuratur  per  arcum  inter  puncta , 
quae  in  superficie  spbaerica  illarum  directionibus  respondent. 


(*)  Disquisitiones  générales  circà  superficies  curvas.  Ce  Mémoire  a  été  présenté  à  la  Société  royale  de 
Gottingue  le  8  octobre  1827,  et  imprimé  dans  le  tome  VI  des  Commentationcs  recentioves.  En  l'insérant 
ici  comme  une  sorte  de  complément  à  Vouvrage  de  Monge ,  nous  avons  cru  devoir  nous  en  tenir  au 
texte  latin,  dont  notre  traduction  n'aurait  pu  qu'altérer  Téléganoe. 
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2.  Situs  cujuslibet  plani  repraeseniari  poiest  per  circulum  maximum  in 
superficie  sphœrica,  cujus  planum  illi  est  parallelum. 

3.  Ângulus  înter  duo  plana  aequalis  est  angulo  sphaerico  inter  circules 
maximos  illa  repraesentantes ,  et  proîn  etiam  per  arcum  inler  horum  circu- 
lorum  maximorum  polos  înterceptum  mensuratur.  Et  perinde  inclînatio  rectae 
ad  planum  mensuratur  per  arcum,  a  puncio ,  quod  respondet  directioni  rectse, 
ad  circulum  maximum,  qui  plani  situm  représentât,  normaliter  ductum. 

4.  Denotantibus  x^  j^  z^  x\  y\  z'  coordinatas  duorum  punctorum, 
/•.  eorundem  distantiam ,  atque  L  punctum ,  quod  in  superficie  sphaerica  re- 
praesentat  directionem  rectae  a  puncto  priori  ad  posterius  ductae,  erit 

x'=  X  -I-  r  cos  (i)  L, 
y'  =  y  4-  rcos(2)L, 
z'  =^  z  -\-  r  cos  (3)  L. 

5.  Hinc  facile  sequitur,  haberi  generaliter 

cos  (i)  L'  H-  cos  (a)  L'  -h  cos  (3)  L-  =  i , 
nec  non ,  dénotante  L'  quodcunque  aliud  punctum  superficiel  sphaericae ,  esse 
cos  (i)  L .  cos  (i)  U  +  cos  (a)  L .  cos  (a)  U  -i-  cos  (3)  L .  cos  (3)  U  =  cos  LU. 

6.  Theoremà.  Denotantibus  L,  L',  L",  U'^  quatuor  puncta  in  superficie 
sphœrœ,  atque  A  angulum,  quem  arcus  LL',  UU'  in  puncto  concursus  siii 
formant,  erit 

cos  LU',  cos  U L"'  —  cos  LU",  cos  VU  =  sin  LL'.  sin  U\J".  cos  A . 

Démonstration  Denotet  littera  A  insuper  punctum  concursus  ipsum,  statua- 
turque 

KL  =  t,     AU=f',     kU=t\     AU"=f'". 

Habemus  itaque 

cos  LL''  =  cos  t  cos  t"  -f-  sin  t  sin  t"  cos  A  , 
cos  UIJ"=  cos  t*  cos  t"'  +  sin  f'  sin  V"  cos  A , 
cos  LL'''  =  cos  (  cos  t"'  +  sin  t  sin  t"'  cos  A , 
cos  L'L"  ==  cos  t'cos  t"  H-  sin  t' sin  t"  cos  A; 
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ei  proin 

r  os  \AJ\  c  os  L'L"'  —  ces  LU",  cos  IJL' 

.  (      cos  ^  cos  f"  sin  t' sin  «'" 
=  cos  A  j 

(-f-cosfcosr'sînfsîn?''— cos^cos/"'sm<'sini''— cosf'cosf"sintsiii<'" 

~  cos  A  (cos  t  sin  t^  —  sin  t  cos  t')  (cos  «''  sîn  ^'"  —  sin  f  "  sin  f  "') 

=  cos  A  .  sin  (f'  —  t) .  sin  (^'"—  f") 

=riosA.sinLL'.sinL"I/'. 

Celerum  quum  inde  a  puncto  A  bini  ramî  ulriusque  circuli  maximi  proficî- 
scantur,  duo  quidem  ibi  anguli  formantur,  quorum  alter  alterius  comple- 
mentum  ad  180^:  sed  analysis  nostra  monstrat,  eos  ramos  adoptandos  esse, 
quorum  dircctîones  cum  sensu  progressionis  a  punclo  L  ad  L',  et  a  puncto  1/ 
ad  V"  consentiunt  :  quibus  intellectis  simul  patet,  quum  circuli  maximi  duobus 
punctis  concurrant,  arbîtrarîum  esse  utrum  eligatur.  Loco  anguli  A  etiam 
arcus  înter  polos  cîrculorum  maximorum,  quorum  partes  sunt  arcus  LU, 
L"]/',  adliiberi  potest:  manifesto  autcm  polos  taies  accipere  oportet,  qui  re- 
spectu  liorum  arcuum  similiter  jacent,  puta  vel  uterque  polus  ad  dextram 
jacens,  dum  a  L  versus  L'  atque  ab  L"  versus  L'"  procedimus,  vel  uterque  ad 
lœvam. 

7.  Sinl  L,  L',  L''  tria  puncta  in  superficie  sphserica,  statuaniusque,  brevitalis 
causa . 

cos  (i)  L  =  jr  ,       cos  (2)  L  =  ^,       cos  (3)  L  =  2 , 

cos  (i)  V  =  x\      cos  (2)  U  =  y',      cos  (3)  U  =  z\ 

cos  (i)  \J'  =  x\      cos  (2)  V=y%      cos  (3)  U'  =  z", 

nec  non 

xy'z"  -+-  x'f'z  ^  xyz'  —  xf'z'  —  x'yz^'  —  x"y'z  =  A. 

Designet  X  polum  circuli  maximi,  cujus  pars  est  ai^us  LL',  et  quidem  eum , 
qui  respectu  hujus  arcus  similiter  jacet ,  ac  punctum  (i)  respectu  arcus  (2)  (3). 
Tune  erit,  ex  theoremate  précédente, 

yz'  — y'z  =  cos  (i)  /  .  sin  (2)  (3)  .  sin  LL', 

si\e,  propter  (2)  (3)  =  90°, 

yz'  — y' z  =  cos  (i)  X  .  sin  LL', 
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et  perinde 

zx'  —  z'x=  cos  (2)  \  .  sin  LU, 

xy*  —  x!y  =  cos  (3)  i  .  sin  LI/. 

Multjplicando  bas  sequationes  resp.  per  a:",  j'',  z^\  etaddendo,  obtinemus 
adjumento  theorematis  seçundi  in  5  prolati 

A  =  cos  XL".  sînLL'. 

Jam  très  casus  sunt  distinguendi.  Primo,  quoties  L''  jacet  in  eodem  circule 
maximo  cujus  pars  est  arcus  LL',  erit  XL"  =  90**,  adeoque  A  =  o.  Quoties  vero 
L''  jacet  extra  circulum  illum  maximum,  aderit  casus  secundus,  si  est  ab 
eadem  parte,  a  qua  est  X;  tertius,  si  ab  opposita  :  in  bis  casibus,  puncta 
L5  L',  L"  formabunt  triangulum  spbaericum,  et  quidem  jacebunt  in  casu 
secundo  eodem  ordine  quo  puncta  (i),  {2),  (3),  in  casu  tertio  vero  ordine  oppo- 
sito.  Denotando  angulos  illius  trianguli  simpliciter  per  L,  L',  L'',  atque  perpen- 
diculum  in  superficie  spbœrîca  a  puncto  L"  ad  la  tus  LL'  ductum  per  p,  erit 
sin  p  =  sin  L  .  sin  LL"  =  sin  L'.  sin  L'L",  atque  X  L"  =  90^  zp  ;; ,  valente  signo 
superiori  pro  casu  secundo ,  inferiore  pro  tertio.  Hinc  itaque  coUigimus 

±:  A  =  sinL  .  sinLL'.  sinLL"=sinL'.  sînLL'.  sjnL'L  =  sinL",  sinLL".  sinL'L''. 

Ceterum  manifesto  casus  primus  in  secundo  vel  tertio  comprehendi  censeri 
potest,  nuUoque  negotio  perspicitur,  ±A  exbibere  sextuplum  soliditatis  py- 
ramidis  inter  puncta  L,  L',  L"  atque  centrum  spbaerse  formatas.  Denique  bine 
facillime  coUigitur,  eandem  expressionem  ±-5  A  generaliter  exprimere  soli- 
ditatem  cujusvis  pyramidis  inter  initium  coordinatarum  atque  puncta  quorum 
coordinatae  sunt  x,  j,  2;  x\  y',  z' '^  x'\  j",  z"  content». 

m. 

Superficies  curva  apud  punctum  A  in  ipsa  situm  curvatura  continua  gau- 
dere  dicitur,  si  directiones  omnium  rectarum  ab  A  ad  omnia  puncta  super- 
ficiel ab  A  infinité  parum  distantia  ductarum  infinité  parum  ab  uno  eodemque 
piano  per  A  transicnte  deflectuntur  :  boc  planum  superficiem  curvam  in 
puncto  A  tangere  dicitur.  Quodsi  huic  conditioni  in  aliquo  puncto  satisfieri 
nequit,  continuitas  curvaturae  hic  interrumpitur,  uti  e.  g.  evenit  in  cuspide 
coni.  Disquisitiones  praesentes  ad  taies  superficies  curvas,  vel  ad  taies  super- 
ficiei  partes ,  restringentur,  in  quibus  continuitas  curvaturae  nidlibi  interrum- 
pitur. Hic  tantummodo  observamus,  methodos,  quse  positioni  plani  tangentis 
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dcterminandae  inserviunt,  pro  punctis  singularibus ,  in  quibus  conlinuitas 
curvalurœ  interrumpîtur,  vîm  suam  perdere ,  et  ad  îndeterminata  perducere 
debere. 

IV. 

Sîtus  planî  tangentis  commodissime  e  situ  rectae  îpsi  in  puncto  A  normalis 
cognoscilur,  quae  etiam  ipsi  superficici  curvœ  normalis  dicitur.  Directionem 
hujus  normalis  per  punctum  L  in  superficie  sphaerae  auxiliaris  repraesenta- 
bimus,  atque  statuemus 

cos  (i)  L  :=  X  •     cos  (2)  L  =  Y,     cos  (3)  L  =  Z  ; 

coordinatas  puncti  A  per  x,  y^  z  denotamus.  Sint  porro  x  -^r  dx^  y  -{-  dy^ 
z  -hdz  coordinatœ  alius  puncti  in  superficie  curva  A' 5  ds  ipsius  distantia  in- 
finité parva  ab  A-,  denique  i  punctum  superficiei  sphœric^  reprœsentans  dire- 
ctionem elementi  A  A'.  Erît  itaque 

dx  =  ds  .  cos  (i)  ^ ,     dy  =  ds .  cos  (2)  X ,     dz  =  d$  ,  cos  (3)  X  , 

et ,  quum  esse  debeat  XL  =  90°, 

X  cos  (i)  X  H-  Y  cos  (2)  X  -h  Z  cos  (3)  X  =  o. 

Et  combinatione  harum  aequationum  derivamus 

Xdx-^Ydy-^Zdz  =  o, 

Duae  habentur  metbodi  générales  ad  exhibendam  indolem  superficiei  curvœ. 
Methodus  prima  utitur  aequatione  inter  coordinatas  a:,  /,  z  ,  quam  reductam 
esse  supponemus  ad  formam  W  =  o ,  ubi  W  erit  functio  indeterminatarum 
X,  j,  z.  Sit  differentiale  completum  funclionis  W, 

dVf  =  Vdx  +  C^dy  -^  Rrfz  ; 

eritque  in  superficiei  curva 

P/ix -I- Qé/^ H- Rrfz  =  o  , 

et  proin 

P  cos  (i)  X  -4-  Q  cos  (2)  X  -h  R  cos  (3)  X  =  o. 

Quum  haec  aequatio ,  perinde  ut  ea  quam  supra  stabilivimus ,  valere  debeat  pro 
dîrectionibus  omnium  elementorum  ds  in  superficie  curva  9  facile   perspi- 
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riemus  X ,  Y,  Z  proportionales  esse  debere  ipsis  P,  Q ,  R ,  et  proin ,  quum 
fiai  XX  -(-  YY  4-  ZZ  =  1 ,  erit  vel 

X^—       P  Y^ 9 Z=  ^ 


vPP-i-QQ-hRR  VPP-HQQ  +  RR  \/PP-hQQ-hRR 

sel 


V^PP-hQQ-hRR  v^PP-f-QQ-f-RR  v'PP  +  QQ-hRR 

Methodus  seciinda  sisiit  coordinalas  in  forma  functionum  duarum  variabi- 
lium  /?,  q,  Supponamus  per  differeiiliationem  harum  funoiionum  prodire 

{]x  =:  adp  -f-  a'd<] , 
dy  =  bdp  -h  b'dq , 
dz  =  cdp  -h  c'dq , 

quibus  valoribus  in  formula  supra  data  substitutis ,  obtinemus 

{a\  ^bY  -^  cZ)  dp  -+-  (a'X  H-  i'Y  4-  c'Z)  ^  =  o. 

Quum  hœc  aequatio  locum  habere  debeat  independenier  a  valoribus  differen- 
lialium//p.  dq^  manifesto  esse  debebii 

aX  -f-  iY-+-  cZ  =  o,     a'X  +  VX^c'Z  =  o ; 

unde  colligimus  X,  Y,  Z  proportionales  esse  debere  quantitatibus 

ftc'  —  cb\     ca'  —  ac\     aV  —  bo! , 

Staluendo  itaque,  brevitatis  causa, 


sf^—  cVy  -h  (ca'  —  ac'Y  ^-  {aV  —  ba'Y  =  A, 

erit  vel 

bc'  —  ch'       ^        ca'  —  ac'        ^         ab' —  ba' 

X  =  --— ,     Y=— ^ ,     Z  = ^ , 

vel 

_^        cb'  —  hc'       -;.        ac'  —  cû'       „        ^fl' — ab' 
A  = 9       X  = j      ^  ^= — 

A  A  A 

His  duabus  methodis  generalibus  accedit  terlia,  ubi  una  eoordinalarum , 
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<\  ^.  z  cxhibeiur  in  forma  functionis  reliquarum  x^y  \  haec  inethodus  luaiii- 

festo  nihil  aliud  est,  nîsi  casus  specialis  vel  methodi  primae.  vel  serunda*. 

Quodsi  hic  staïuîtur 

dz  =^  tdx  -k-  udy, 
erii  vel 

X=— =^-^,     Y  =  -:=.^JL=.,     Z=   ._      ■ 


vel 


^i  -h  tt  -h  tiu  v/i  4- ^^  -f-  «w  \/i  4-^^  -H  ttti 


Duaî  soluliones  in  ariiculo  praecedenteinventcC  manifesto  ad  puncta  superfîciei 
sphaericae  opposita,  sive  addirectiones  oppositas  referunlur,  quod  cum  rei  natura 
quadrat,  quum  normalem  ad  utramvîs  plagam  superficiei  curvse  ducere  liceal. 
Quodsi  duas  plagas,  superficiei  contiguas,  inter  se  distinguerez  alteramque 
exteriorem  alteram  interiorcm  vocare  placet,  etiam  utrique  normali  suam  solu- 
tionem  rite  tribuere  licebît  adjumento  theorematis  in  art.  II  (7)  evoluti,  simuJ 
atque  critérium  stabilitum  est  ad  plagam  alteram  ab  altéra  distinguendam. 

In  methodo  prima  taie  critérium  petendum  erit  a  signo  valoris  quan- 
titatis  W.  Scilicet  generaliter  loquendo  superficies  curva  eaa  spatii  partes,  in 
quibus  W  valorem  positivum  obtinet ,  ab  iis  dîrimet ,  in  quibus  valor  ipsius  W 
fit  negativus.  E  tbeoremate  illo  vero  facile  coUîgitur,  si  W  valorem  positivum 
obtineat  versus  plagam  exteriorem ,  normalisque  extrorsum  ducta  concipiatur, 
solutionem  priorem  adoptandam  esse.  Ceterum  in  quovis  casu  facile  dijudica- 
bitur,  utrum  per  superficiem  integram  eadem  régula  respectu  sîgni  ipsius  W 
valeat,  an  pro  diversis  partibus diversœ  :  quamdiu  coefficientes  P,  Q,  R  valores 
finitos  habent,  nec  simul  omnes  très  evanescunt,  lex  continuitatis  vicissitu- 
dinem  vetabit. 

SI  methodum  secundam  sequimur,  in  superficie  curva  duo  systemata  linea- 
rum  curvarum  concipere  possumus  :  alterum  ,  pro  quo  p  est  variabilis , 
(j  constans;  alterum,  pro  quo  ç  variabilis,  p  constans  ;  situs  mutuus  harum 
linearum  respectu  plagae  exterioris  decidere  débet ,  utram  solutionem  adopiare 
oporteat.  Scilicet  quoties  très  lineœ,  puta  ramus  Une»  prions  systematis  a 
puncto  A  proficiscens  crescente  p ,  ramus  posterions  systematis  a  puncto  A 
egrediens  crescente  q ,  atque  normalis  versus  plagam  exteriorem  ducta  similiter 
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jacent,  ut,  inde  ab origine  abscissarum ,  axes  ipsarum  x^y^  z  resp.  (e.  g.  si 
tum  e  tribus  lineis  illîs,  lum  e  tribus  bis,  prima  sinislrorsum,  secunda  dex- 
trorsum  ,  tertia  sursum  directa  concipi  potest) ,  solutio  prima  adoptari  débet  ; 
quoties  autem  situs  mutuus  trium  linearum  priorum  oppositus  est  sîtui  mutuo 
axium  ipsarum  x  ^y^  z,  solutio  secunda  valebit. 

In  metbodo  tertia  dispicicndum  est ,  utrum,  dum  z  încrementum  positivum 
accipit,  manentibus  x  ex.  y  invaria tis,  transitus  fiât  versus  plagam  exteriorem 
an  intcriorem.  In  casu  priori,  pro  normali  extrorsum  direcia,  solutio  prima 
valet ,  in  posteriori  secunda. 

VI. 

Sicuti  5  per  translatam  directionem  normalis  in  superficîem  curvam  ad  super- 
ficiem  spbaerae ,  cuivis  puncto  determinato  prioris  superficiei  respondet  pim- 
ctum  determinatum  in  posteriori  ,  ita  etiam  quaevis  linea,  vel  qusevis  figura  in 
illa  reprœsentabitur  per  lineam  vel  figuram  correspondentem  in  bac.  In  compa- 
ratione  duarum  figurarum  boc  modo  sibi  mutuo  correspondeniium ,  quarum 
altéra  quasi  imago  alterius  erit ,  duo  momenta  sunt  respicienda  :  alterum ,  qua- 
tenus  sola  quantitas  consideratur ;  alterum,  quaienus  abstrabendo  a  rela- 
tionibus  quantitativis  solum  situm  contemplamur. 

Momentum  primum  basis  erit  quarundam  notionum,  quas  in  doctrinam  de 
superficiebus  curvis  recipere  utile  videtur.  Scilicet  cuilibet  parti  superficiei 
curvae  limitibus  determinatis  cinctœ  curv^aîwam  totalem  seu  integram  adscri- 
bimus,  quae  per  aream  figurse  illi  in  superficie  spbaerica  respondentem  expri- 
metur.  Ab  bac  curvatura  Integra  probe  distinguenda  est  curvalura  quasi  speci- 
fica ,  quam  nos  mensuram  cuivaturœ  vocabimus  :  haec  posterior  ad  punctuni 
superficiei  refertur,  et  denotabit  quotientem  qui  oritur,  dum  curvatura  intégra 
elementi  superficialis  puncto  adjacentis  per  aream  ipsius  elementi  dividitur,  et 
proin  indicat  rationem  arearum  infinité  parvarum  in  superficie  curva  et  in 
superficie  spbœrica  sibi  mutuo  respondentium.  Utilitas  barum  innovationum 
per  ea,  quae  in  posterum  a  nobis  explicabuntur,  abunde,  ut  speramus,  sancietur. 
Quod  vero  attinet  ad  terminologiam ,  imprimis  prospiciendum  esse  duxîmus  • 
ut  omnis  ambiguitas  arceatur,  quapropter  baud  congruum  putavimus ,  analo- 
giam  terminologiœ  in  doctrina  de  lineis  curvis  planis  vulgo  receptam  (etsi  non 
omnibus  probatam)  stricte  sequi,  secundum  quam  mensura  curvaturœ  simpli- 
citer  audire  debuisset  curvatura,  curvatura  intégra  autem  amplitudo.  Sed 
quidni  in  verbis  faciles  esse  liceret,  dummodo  res  non  sint  inanes,  neque  dîciio 
interpretationi  erroneae  obnoxia  ? 
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"Situs  figun-c  in  superficie  sphœrica  vel  similis  esse  potest  siluî  figurae  re- 
spondentis  in  superficie  curva,  vel  oppositus  (in versus)*,  casus  prior  locum 
habet,  ubi  bina;  linea;  in  superficie  curva  ab  codem  puncto  directionibus  inœ- 
qualibus,  sed  non  oppositis,  proficiscentcs  reprœsentantur  in  superficie  spbœrica 
per  lineas  simili  ter  jacentes ,  puta  ubi  imago  lineœ  ad  dextram  jacenlis  ipsa  est 
ad  dextram^  casus  poslerior,  ubi  conlrarium  valet.  Hos  duos  casus  per  signum 
mensurae  curvaturae  vd  positivum  vel  negativum  distinguemus.  Sed  manifesto 
haec  distinctio  eatenus  tantum  locum  habere  potest,  quatcnus  in  utraque  su- 
perficie plagam  determinatam  elîgimus ,  in  qua  figura  concipi  débet.  In  sphsera 
auxiliari  semper  plagam  exterîorem ,  a  centro  aversam ,  adhibebimus  :  in  su- 
perficie curva  etiam  plaga  exterior,  sive  qu»  tamquam  exlerior  consideratur, 
adoptari  potest,  vel  potius  plaga  eadem,  a  qua  normalis  erecta  concipi tur 5 
manifesto  enim  respectu  simili tudini s  figurarum  nihil  mutatur,  si  in  superficie 
curva  tum  figura  ad  plagam  oppositam  transfertur,  tum  normalis,  dummodo 
ipsius  imago  semper  in  eadem  plaga  superficiel  sphaîricœ  depingatur. 

Signum  positivum  vel  negativum,  quod  pro  situ  figurae  infinité  parvœ  men" 
surœ  curvatura;  adscribimus ,  etiam  ad  curvaturam  integram  figurée  finitœ  in 
superficie  curva  extendimus.  Attamen  si  argumentum  omni  generalitate  am- 
plecti  suscipimus,  quœdam  dilucidationes  requiruntur,  quas  hic  breviter  tan- 
tum attingemus.  Quamdiu  figura  in  superficie  curva  ita  comparata  est ,  ut 
singulis  punctis  intra  ipsam  puncta  dÎK^ersa  in  superficie  sphirica  respon- 
deant,  definitio  ulteriori  explicatione  non  indiget.  Quoties  autem  conditio  ista 
locum  non  habet ,  necesse  erit ,  quasdam  partes  figurœ  in  superficie  spluerica 
bis  vel  pluries  in  computum  ducere,  unde,  pro  situ  simili  vel  opposito,  vel 
accumulatio  vel  destruc tio  oriri  poterit.  Simplicissimum  erit  in  tali  casu , 
figuram  in  superficie  curva  in  partes  taies  divisam  concipere,  quae  singulœ  per 
se  spectatae  conditioni  illi  satisfaciant ,  singulis  tribuere  curvaturam  suam  in- 
tegram, quantitate  per  aream  figurœ  in  superficie  sphaerica  respondentis,  signo 
per-situm  déterminâtes ,  ac  denique  figura;  toti  adscribere  curvaturam  integram 
ortam  per  additionem  curvaturarum  integrarum ,  qua;  singulis  partibus  res- 
pondent.  Generaliter  itaque  curvatura  intégra  figurae  est  =:fkd(j^  dénotante  (ta 
elementum  areae  figurae,  A'  mensuram  curvaturae  in  quovis  puncto.  Quod  vero 
attinet  ad  repracsentationem  geometricam  hujus  integralis,  praecipua  hujus  rei 
momenta  ad  sequentia  redeunt.  Peripheriae  figurae  in  superficie  curva  (sub 
restrictione  art.  III)  semper  respondebit  in  superficie  sphaerica  linea  in  se  ipsam 
rediens.  Quae  si  se  ipsam  nullibi  intersecat,  totam  superficiem  sphaericam  in 
duas  partes  dirimet,  quarum  altéra  respondebit  figurae  in  superficie  curva,  et 
cujus  area ,  positive  vel  négative  accipienda .  prout  respectu  peripheriae  suae 
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si  militer  jacet  ut  figura  in  superficie  curva  respectu  suae,  vel  inverse,  exhib(»bit 
posieriorîs  curvaturam  integram.  Quolies  vero  linea  isla  se  ipsam  semel  vel 
pluries  secat ,  exhibebil  figuram  complicatam ,  cui  tamen  area  certa  œque  légi- 
time tribui  potest ,  ac  figuris  absque  nodis ,  hœcque  area ,  rite  intellecta ,  semper 
valorem  justum  curvaturae  intégras  exhibebit.  Attamen  uberiorem  hujus  argu- 
raenti  de  fîguris  généralissime  conceptis  expositionem  ad  aliam  occasionem 
nobis  reservare  debemus. 

VIL 

InvestJgcmus  jam  formulam  ad  exprimendam  mensuram  curvaturae  pro 
quovis  puncto  superficiei  curvœ.  Dénotante  da  aream  elementi  hujus  super- 
ficiei ,  Xdd  erit  area  projectionis  hujus  elementi  in  planum  coordinatarum 
.r,  j;  etperinde,  si  d'Z  est  area  elementi  respondentis  in  supei*ficie  sphaerica  , 
erit  Zé/2  area  projectionis  ad  idem  planum  :  signum  positivum  vel  negativum 
ipsius  Z  vero  indicabit  situm  projectionis  similem  vel  oppositum  situi  elementi 
projecti  :  manifesto  itaque  illae  projectiones  candem  rationem  quoad  quanii- 
tatem ,  simulque  eandem  relationem  quoad  situm,  inter  se  tenent,  ut  elementa 
ipsa.  Consideremus  jam  elementum  triangulare  in  superficie  curva  ,  suppona- 
musque  coordinatas  trium  punctorum ,  quae  formant  ipsius  projectionem ,  esse 

x-^dx,    y  +  dy, 

^  +  ^j?  y-^^y- 

Duplex  area  hujus  trianguli  exprimctur  per  formulam 

dx  ,$y  —  dy  .  dx^ 

et  quidem  in  forma  positiva  vel  negativa ,  prout  situs  lateris  a  puncto  primo  ad 
tertium  respectu  lateris  a  puncto  primo  ad  secundum  similis ,  vel  oppositus  est 
situi  axis  coordinatarum  y  respectu  axis  coordinatarum  x, 

Perinde  si  coordinatae  trium  punctorum ,  quae  formant  projectionem  elementi 
respondentis  in  superficie  sphaerica,  a  centro  sphaerae  inchoatae,  sunt 

X,  Y, 

X-i-rfX,    Y+dY, 
X+(ÎX,     Y-H(ÎY. 

Duplex  area  hujus  projectionis  exprimetur  per 

dX.dY  —  dX.dX, 
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de  cujus  expressionis  signo  eadem  valent  qus  supra.  Quocîrca  mensiira  oiir- 
vaturac  în  hoc  loco  superficiel  curvœ  erit 

,_dX.S^'-dY.SX 
da:  .  $x  —  ^7  •  ^^ 

Quodsi  jam  supponimus,  indolem  superficiel  curvae  datam  esse  secuiidnm 
modum  tertium  in  art.  IV  consideratum ,  habebuntur  X  et  Y  in  forma  fuii- 
ctionum  quanti  tatuin  x,  >•,  unde  erît 

Substîtutis  his  valoribus,  expressio  praecedens  transit  in  hanc, 
Statucndo  ut  supra 


dz                 dz 

alque  însuper, 

ddz       rp         àdz          -,        ddz 

=  v, 

sive 

dt  =  Tdx  -h  Hdj,     du  =  \}dx  -h  Vrfj, 

habemus  ex  formulis  supra  datis 

X  =  — fZ,    T  =  — uZ,     (n-fr-h-wtt)ZZ  =  i, 

atque  h  hic , 

dX  =  —Zdt  —tdZ, 

d\  =—Zdu  —  udZ, 

(i  -htt-huu)dZ-{'Z{tdt  -hudu)  ==o, 
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r/Z  =:  —  V  (tdt  -+-  udu) , 

r/X  =  —  Z •  (i  -4-  un)  dt  -+-  Z^tudu , 

r/Y  =  —  Z'n/rf^  — Z^(i-+-«)ria, 

g  =  Z^[.«T-(i  +  «)U], 
^  =  Z»[.izU-(n-«)VJ, 

quibus  valoribus  in  expressione  praecedente  subslitutîs,  prodit 

TV— UU 


A-  =  Z« (TV  —  UU)  (i  -f-  ff  4-  un)  =  Z* (TV  —  UU) 


(I  +«  +  uuy 
VIIL 

Per  idoneam  electionem  initii  et  axium  coordinatarum  facile  effici  potest ,  ui 
pro  puncto  determinato  A  valores  quantitatum  f,  u,  U  evanescant.  Scîlicet 
duœ  priores  conditiones  jam  adimplentur,  si  planum  tangens  in  hoc  puncto 
pro  piano  coordinatarum  x^  y  adoptatur.  Quarum  initium  si  insuper  in 
puncto  A  ipso  collocatur,  manifesto  expressio  coordinatarum  z  adîpiscitur 
formam  talem 

z  =  ^T^^xx  H-  U*>a3^  H-  }  V^jj  -h  n, 

ubi  ft  erit  ordinis  altioris  quam  secundi.  Mutando  dein  situm  axium  ipsarum 
x^  y  angulo  M  tali ,  ut  habeatur 

tang2M=^p— ^, 

facile  perspicitur,  prodituram  esse  aequationem  hujus  formas 

.    ^  =  LTxx^\yyj-^a, 

quo  pacto  etiam  tertiae  conditioni  satisfacium  est.  Quibus  ita  factis ,  patel  : 
1 .  Si  superficies  curva  secetur  piano  îpsi  normali  et  per  axem  coordina- 
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tarum  x  traiiseunte,  orirî  curvam  planam,  cujus  radius  curvalurae  in  puncio  A 
fiât  =  — ,  signo  posîtivo  vel  négative  indicante  concavitatem  vel  ©Dnvexitatem 
versus  plagam  eam,  versus  quam  coordinatse  z  sunt  positivsc. 

2.  Simili  modo  —  erît  in  puncto  A  radius  curvaturœ  curvœ  planse ,  qusc  oritur 
per  sectionem  superficiei  curvœ  cum  piano  per  axes  ipsarum  y^  z  transeunte. 

3.  Statucndo  x  =  r  cos  (p ,  j^  =  r  sin  y ,  fit 

r  =  -^  (Tcosy*  -I- V  sin(p')r/'  -f-  ft, 

unde  colligitur,  si  sectio  fiât  per  planum  superficiei  in  A  normale  et  cum  axe 
ipsarum  x  angulum  (f  officions,  oriri  curvam  planam,  cujus  radius  curvaturaî 
in  puncto  A  sit 


Tcosy»-|- VsiiKp» 


4.  Quoties  itaque  habetur  T  =  V,  radii  curvaturœ  in  cunctis  planis  norma- 
libus  sequales  erunt.  Si  vero  T  et  V  sunt  inaequales ,  manifestum  est,  quum 
T  cosç' -h  Vsîn(p*  pro  quovis  valore  anguli  (p  cadat  intra  ï  et  V,  radios 
curvaturae  in  sectionibus  principalibus ,  in  1  et  2  consideratis ,  referri  ad  cur- 
vaturas  extremas ,  puta  alterum  ad  curvaturam  maximam ,  alterum  ad  mini- 
mam ,  si  T  et  V  eodem  signo  affectse  sint  5  contra  alterum  ad  maximam 
convexitatem ,  alterum  ad  maximam  concavitatem,  si  T  et  V  signis  oppositis 
gaudeant.  Hœ  conclusiones  omnia  fere  continent  quae  ill.  Euler  de  curvatura 
superficierum  curvarum  primus  docuît. 

5.  Mensura  curvaturae  superficiei  curvœ  in  puncto  A  autem  nanciscitur 
expressionem  simplicissimam  h  =  TV,  unde  habemus  : 

Theorema.  Mensura  cufvaturœ  in  quov^is.  superficiei  puncto  œqualis  est 
fractioni,  cujus  numerator  unitas,  denonunator  autem  productum  duorum 
radiorum  cwvaturœ  extremorum  in  sectionibus  per  plana  normalia, 

Simul  patet ,  mensuram  curvaturae  fieri  positivam  pro  superficiebus  concavo- 
concavîs  vel  convexo-convexis  (quod  discrimen  non  est  essentiale) ,  negativam 
vero  pro  concavo-convexis.  Si  superficies  constat  e  partibus  utriusque  generis, 
in  earum  confiniis  mensura  curvaturae  evanescens  esse  debebit.  De  indole  su- 
perficierum curvarum  talium,  in  quibus  mensura  curvaturae  ubique  evanescit, 
infra  pluribus  agetur. 


Digitized  by 


Google 


—  5i8  — 


IX. 

Formula  generalis  pro  mensura  curvaturae  in  fine  art.  VII  proposita ,  omnium 
simplicissima  est ,  quippe  quœ  quinque  tantum  elementa  implicat;  ad  magis 
complicatam,  silicet  novem  elementa  involventem,  deferimur,  si  adhihere 
volumus  modum  primum  indolem  superficiel  curvœ  exprimendi.  Retînendo 
iiotaliones  art.  IV,  insuper  statuemus 

ddVf  _  p,  ddVf  _      ,         ddVf  _  ^, 

d^  —^  '  dy^     -^'  dz'     ~  *^' 

ddyf  _  djlW   _  ddW  _      , 

—  ^  '        ,/-..  ^,   ~"  V  ^       TZZJZ  —  ^  î 


ita  ut  fiât 


dy  dz  dx  dz  ^  dx  dy 

dV  =  V'dx  +  Wdj  +  (^"dz, 
dQ  =  R'Wx  H-  Q'dj  4-  P"dz, 
d-R  =  q"dx-h  V"dy  -hWdz. 

P    .         . 
Jam  quum  habeatur  J  =  —  —  ,  invenimus  per  difïerentiatiouem 

RRdt  =  —  RrfP  -t-  PrfR  =  (PQ"  —  RP')dx  -+-  (PP"  —  RR")rfr 
-h{m'  —  RQ")dz, 

sivc ,  eliminata  dz  adjumento  squationis  Pdx  ■+■  Qdjr  ■+-  B.dz  =  o , 

j{»dt  =  (—  RRP'  4-  2  PRQ"  —  PFK')dx 

-h  (PRP  "  ■+■  QRQ"  —  PQR'  —  RRR" )  dy. 

Prorsus  simili  modo  obtinemus 

R'du  =  (PRP."  +  QRQ"  —  PQR'  —  RRR")  dx 
-f-  (—  RRQ'  +  2  QRP"  —  QQR')  dy. 

Hinc  itaque  coUigimus 

R'  T  =  —  RRP'  4-  a  PRQ"  —  PPR', 

R»  L  =  PRP"  +  QRQ"  —  PQR'  —  RRR", 

R*  V  =  —  RRQ'  +  2  QRP"  —  QQR'. 

Substituendo  hos  valores  in  formula  art-  VII,  obtinemus  pro  mensura  curva- 
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lune  k  expressionem  symetricam  sequentem  : 

(PP  +  QQ-f-RR)»* 
=  PP(Q'R'  —  P"P")  +  QQ  (P'R'  —  Q"Q")  4-  RR  (P'Q'  —  R"R"  ) 
-H  a  QR  (Q"R"—  P'F)  -f-  2  PR  (P"R"—  Q'Q")  -f-  2  PQ(P''Q"  —  R'  R"). 

X. 

Formulam  adhuc  magis  complicatam ,  puta  e  quindecim  élément! s  conllatam  , 
obtmemus,  si  methodum  generalem  secundam,  indolem  superficienira  rurva- 
rum  exprimendî ,  sequîmur.  Magni  tamen  momenti  est ,  hanc  quoque  élabora  rc. 
Retinendo  signa  art.  IV,  insuper  statuemus 


ddx 

dp^  ' 

ddx 
""*'       dpdq    " 

-.ce', 

dda:  _ 
dq'  " 

=  «", 

ddy 
dp-' 

^'        dpdq 

■■^, 

ddy 
dq' 

:/3", 

ddz 
dp^- 

ddz 
"î''         dpdq    "" 

■7'^ 

ddz 

dq^  ~ 

:/'. 

Prgeterea,  brevitatis 

\  causa 

,  faciemus 

hc'  —  cV 

=  A, 

» 

ca'  —  ac' 

=  B, 

aV—ha! 

=  C. 

Primo  observamus, 

haberi 

i 

kdx-\'  Bflf^-+- 

Cdz 

=  0, 

sive 

dz  =  -\dx 

B 
C 

djr; 

quatenus  itaque  z  spectatur  tanquam  functio  ipsarum 

x,jr 

%='  = 
dx 

A 

dt  _     _ 
dx~"~ 

B 
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Porro  deducimus  ^  ex  dx  =  adp  ^  a'dq^  dy  =  bdq  -h  b'dq^ 

Cdp  =  Vdx  —  o,'dj^ 
Qdq  =  —  bdx  H-  ady, 

Hinc  obiinemus  differeiitialia  compléta  jpsarum  t^u^ 

'="'*  =  ['^'i-'^î)  C'^—'-Ô')*  (C|-A^)  (**-«''>), 

Jam  si  in  his  formulis  substiluimus 

dq 

—  =  a' y  H-  ca'  —  ay'  —  c  <x  ^ 


dq 


=  a'f'  4-  ca"  —  ay"  —  c'a', 


dp 

"1 

atque  perpeiidimus ,  valores  difFerentialium  dty  du  sic  prodeuniium ,  œquales 
esse  debere,  independenter  a  differentialibus  <&,  dj,  quantitatibus Tdx-hl^dj  , 
D  (fx  -+-  \'dy  resp. ,  invcniemus ,  post  quasdam  transformationes  satis  obvias , 

C'T  =  «AA'A'  + /5Bi'i'4- yCè'6' 

—  2a'Abb'—  afi'Bôi'—  2/C6Z.' 
-+-  a"Abb  -+■  fi"\ibb  -+■  y"Cbb, 

C»U  ^  —  aAa'b'  —  ^Ba'b'  —  yCa'b' 

-+-  «'A {ab'-h ba')  +  ^'B{ai'  +ba')+  y'C[ab'+  ba!) 

—  «"A«i  —  i3"Bai  —  y"Cab, 

C'V  =  «Aa'a'  +  /3Ba'a'  +  7C/«'a' 

—  a  «'Aaa'  —  2  /j' Baa'  —  2  y'Caa' 
-h  «"Aofl  +  (5"Baa -I- y"Ca« 
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Si  itaque,  brevitatis  causa,  statuimus 

(i)  Aa  -f-  B^  +  C-/  =  D, 

(2)  A«'-4-B/3'-f-C/  =  D', 

(3)  A«"-f-B/5"-i-C7"=D", 

fil 

C'T  =  Db'b'  —  iXi'hV  -+-  D"ii, 

C»  U  =  —  Da'A' +  D' (ai' +  Aa')  —  D"afe, 

C»  V  =  Ha! a'  —  aD' aa'  -<-  Waa. 

Hinc  invenimns,  evolutione  facta, 

C» (TV  —  UU)  =  (DD"  —  D'D')  {aV  —  ba')*  =  (DD"  —  D' D')  CC , 

et  proin  formulam  pro  mensura  curvaturs, 

_      DD^  —  D^D' 
""  (AA  +  BB  +  CC)'" 

XI. 

Formulœ  modo  invents  jam  aliam  superstruemus ,  quse  inter  fertilissima 
theoremata  in  doctrina  de  superficiebus  curvis  referenda  est.  Introducamus 
sequentes  notationes 

aa  -h  ii  -4-  ce  =  E  5 

aa'  H-  bb'  -t-  ce'  ==  F, 

a'a'-f-  VV^c'c'^  G, 

(4)  aoL  -+-  b^  -h  cy  =  m^ 

(5)  aa'^  b^'-hcy=  m', 

(6)  ««"-+-  i/3''-H  cy"=  m% 

(7)  a'oL'^-  i'|S-+-c'7=  /i, 

(8)  a'a'4-y/3'^-cy=  /*', 

(9)  a'aL"^b'^"^c'f=  n\ 
AA4-BB-^CC  =  EG  —  FF  =  A. 

Eliminemus  ex  œquationibus  (i),  (4),  (7)  quantitates  j3,  7,  quod  iit  multi- 

66 
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plicando  îUas  per  bc'  —  cV^  VC  —  c'B,  cB  —  iC,  et  addendo  :  ita  orîtur 

[A(*c'  — c6')-f-û(i'C  — c'B)-|-a'(cB  — iC)]a 
=  D(ic'  — cft'I-hmifc'C  — c'B)-hn(cB  — iC), 

quam  aequationem  facile  transformamus  in  hanc 

AD  =  a  A -h  «  («F  —  mG)  4- a' (mF  —  nE). 

Simili  modo  eliminatio  quantitatum  a ,  y  vel  a ,  |3  ex  iisdem  aequadonibus  sup- 
peditat 

BD  =  /3A4-i(«F  — mG)-f-6'(/nF  — TiE), 

CD  =  y  A -h  c  (/iF  —  mG) -+- c' (mF  —  wE). 
Multiplicando  has  1res  aequationes  per  a",  jS'^,  y'',  et  addendo,  obtinemus 
(lo)     DD"=(aa"-*-|3|3"-+.y7")A-^/n"(nF  — /nG)-H/ï"(mF  — nE). 
Si  perinde  tractamus  aequationes  (2),  (5),  (8),  prodit , 

AD'  =  a'A  4-  a (n' F  —  m'G)  -f-  a'  (m'F  —  /»'E) , 
BD'  =  P'A-hft(»T  — m'G)-f-6'(m'F  — «'E), 
CD'  =  /A-Hc(7iT  — m'G)-+-c'(F7i'F  — n'E), 

quibus  aequationibus  per  a\  |3',  y'  multiplicatis ,  additio  suppeditat 

D'D'=(«'a'4-|3'P'-^7'/)A-f-/n'(7i'F  — /n'G)-4-/ï'KF— n'E). 

Combinatio  hujus  aequationis  cum  aequatione  (10)  producit 

DD''— D'D' =(««"■+■ /3/3''-^7y"— a'a'  —  /3'(3'—//)  A 
-f-E(wV— n»")4-F(/im''— am'n'-f-/nn")-+-G(m'/n'— mm"). 

Jam  patet  esse  ^ 

rfE  ^/E  ,       ^F  ,  dY  „ 

--=2 m,      -7-=am,      -— =m-f-/ï,      -7- =  m^' -f- /t , 
W//  "9  ^P  "^ 

-;— =2/1,  — -=2n    , 


^9 
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sive 

,  rfE  ,        ,  ^E  „       d¥       ,  dG 

*  ay  ^  dq  dq  '  dp 

dF        ,dE  f        ,dG  „        ,  ^G 

//  =  :j T:r"»     '*=ïj~»  '*  =5■:7— 

l 

Porro  facile  confirmatur  haberi 

"~         -'  dq-"   "^  dp  ,dq         '  '  r//i'  * 

Quodsi  jam  has  expressiones  diversas  in  formula  pro  mensura  curvaturae  \n 
fine  articuli  prœcedentis  eruta  substituimus,  pervenimus  ad  formulam  sequen- 
tem ,  e  solis  quantitatibus  E ,  F,  G  atque  earum  quotientibus  diflferentialibus 
primi  ei  secundi  ordinis  concinnatam, 


//i7i-       i7T7x«i       t^r^E    ^'G  d¥    dû        idOy 

4(EG-FF)'A  =  E[^-.^-.-.^+(^) 

^fdE    dO        dE    dG  dE     d¥        ,d¥    df  d¥    dQ\ 

\dp      dq  dq     dp  dq      dq  dp      dq  dp     dp   / 

'\_dp    '  dp  '^dp'  dq  \dq  I    \ 


-2(EG-FF)(^^-.^^+— j. 


XII. 

Quum  indefinite  habeatur 

dx*  4-  djr^  -h  dz*  =  Edp'  -h  2  Fdp  .  dq  +  Cjdq\ 


palet  v^ Edp "  -I-  a ¥dp  .dq-hGdq*  esse  expressionem  generalem  elementi 
linearis  in  superficie  curva.  Docet  itaque  analysis  in  articulo  précédente  ex- 
plicata ,  ad  inveniendam  mensuram  curvaturœ  haud  opus  esse  formulis  finitis, 
quaecoordinatasx,  j^,  z  tanquam functiones  indeterminatarum  ^,  q  exhibeant, 
sed  sufficere  expressionem  generalem  pro  magnitudine  cujusvis  elementi  linearis. 
Progrediamur  ad  aliquot  applicationes  bujus  gravissimi  theorematis. 

Supponamus  superficiem  nostram  curvam  explicari  posse  in  aliam  super- 
(iciem,  curvam  seu  planam,  iu  ut  cuivis  puncto  prioris  superficiei  per  coor- 
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dinatas  x^  y^  z  determinato  respondeat  punctum  determinatum  superficiel 
posterioris,  cujus  coordînatae  sint  a:',  y\  z' .  Manifesto  itaque  x\y\  z'  quoque 
considerari  possunt  tanquam  functiones  indetcrminatarum  p-,  q-^  unde  pro 
elemento  sldx'^  H-  dj'*  -|-  dz'^  prodibit  expressio  talis 


V/ EW/7'  -h  aFW/; .  dq  -h  G'dq\ 


denotantibus  etiam  E',  F',  G'  functîones  ipsarum  p^q.  Ât  per  ipsam  notionem 
explicationis  superficîei  in  superficiem  patet ,  elcmenta  in  utraque  superficie 
correspondenlîa  necessario  a;qualia  esse ,  adeoque  idenlice  fieri 

E  =  E',     F  =  F',     G  =  G', 

formula  itaque  articuli  prœcedentis  spontc  perducit  ad  egregium 

Theorema.  Si  superficies  ciitva  in  quamcwnque  aliam  superficiem  e.rpli- 
catury  mensura  cwvaturœ  in  singulis  punctis  in\fariata  manet. 

-Manifesto  quoque  quœv^is  pars  finita  superficiel  curuœ  post  explicationem 
in  aliani  superficiem  eandem  cutvaturam  integram  retinebit. 

Casum  specialem,  ad  quem  géométrie  hactenus  investigationes  suas  re- 
sirinxerunl,  sistunt  superficies  in  planum  explicabiles.  Theoria  nostra  sponte 
dooet,  talium  superficierum  mensuram  curvaturae  in  quovis  puncto  fieri  =  o, 
quocirca,  si  earum  indoles  secundum  modum  tertium  exprimitur,  ubique  erît 

ddz    ddz        /    ddz  y  __ 
d^  '  dy' ~  [d^TTdxj    "~^' 

quod  critérium,  dudum  quidem  notum ,  plerumque  nostro  saltem  judicio  haud 
eo  rigore  qui  desiderari  posset  demonstratur. 

XIII. 

Quœ  in  articulo  prœcedenle  exposuimus,  cohaerent  cum  modo  peculiari 
superficies  considerandi ,  summopere  digno ,  qui  a  geometrîis  diligenter  exco- 
latur.  Scilicet  quatenus  superficies  consideratur  non  tamquam  limes  solidi  , 
sed  tamquam  solidum ,  cujus  dimensio  una  pro  evanescenle  habetur,  flexile 
quidem ,  sed  non  extensibile ,  qualitates  superficiei  partim  a  forma  pendent , 
in  quam  illa  reducta  concipitur,  partim  absolutœ  sunt,  atque  invariatœ  ma- 
nent ,  in  quamcumque  formam  illa  flectatur.  Ad  has  posteriores,  quarum 
in\estîgatio  campum  geometriœ   novum   fertilemquc  aperit ,  referends  sunt 
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meiisura  curvaturae  atque  curvalura  intégra  eo  sensu ,  quo  ha;  expressiones  a 
nobis  accipiuutur  j  porro  hue  pertiuet  doctrina  de  lincis  brevissimis ,  pleraque 
alia ,  de  quibus  în  posterum  agere  nobis  reservamus.  In  hoc  considerationis 
modo  superficies  plana  atque  superficies  în  planum  explîcabilis ,  e.  g.  cylin- 
drica,  conica,  etc.  tamquam  essentialiter  ideiiticas  spectantur,  modusque  ge- 
nuinus  indolem  superficie!  ita  considérât»  generaliter  exprimendi  semper 
innitilur  formulas  sEdp* -h  ^Fdp  ,  cUf -hCrdç*^  quae  nexum  elementi  cum 
duabus  indeterminatis  /?,  q  sistit.  Sed  antequam  hoc  argumenlum  iJlerius 
prosequamur,  principia  théorise  linearum  brevissimarum  în  superficie  ciy^va 
data  praemittere  oportet. 

XIV. 

Indoles  linea;  curvœ  in  spatio  generaliter  ita  datur,  ut  coordinalœ  jr,  >',  z  sin- 
gulis  illîus  punctis  respondentes  exhibeantur  in  forma  functîonum  unius  varia- 
bîlis,  quamper  wdcnotabimus.  Longitulo  talis  lincse  a  puncto  initiali  arbitra rîo 
usque  ad  punrtum,  cujus  coordinatae  sunt  x,  j,  z,  exprimitur  per  intégrale 


/■"-VWFWFm'- 


Si  supponimus,  situm  lineae  curv»  variationem  infinité  parvam  pati,  ita  ut 
coordinatse  singulorum  punctorum  accipiant  variationes  âx^  dy^  âz^  variatio 
totius  longitudinis  invenitur 

.  d$x  4-  dy .  dSy  -h  dz  .  d$z 


=/- 


v/^ 


df'-h  dz^ 

quam  expressionem  in  hanc  formam  transmutaniu  s 

dx 


dx.Sx  -h  djr.^x  ■+-  dz.$z  I      1 

^dx'-^d/^-hdz*  J      j 


âx.d- 


sjdx^ 


■dz.d- 


•  dx^ 

dz 


dz' 


^djr.d 


sJdx'-^-dx'^dz 


^dx^-^df'-^dz^ 

In  casu  eo,  ubi  linea  est  brevissîma  inter  puncta  sua  extrema,  constat,  ea, 
quœ  hic  sub  signo  integrali  sunt,  evanescere  debere.  Quatenus  linea  esse  débet 
in  superficie  data,  cujus  indolos  exprimitur  per  rcquationem 

Pdx-hQ{fy-hB^dz=o^ 

etiam  variationes  âx^  dy^  dz  satisfacerc  debent  œquationi 

Vax  -I-  Qdj  -4-  Rdz  =  o  5 
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unde  per  prindpia  nota  facile  colligitur  diiTerendalia 


\ldx^-Jrdy'-^dz''  ^dx^-h  dy^^ -h  dz^  ^dx^ -^  df^ -^  dz' 

resp.  quantitatibus  P,  Q  ,  R  proportion alia  esse  debere.  Jam  sit  </r  elementum 
lineae  curvae,  X  punctum  in  superficie  sphxrica  reprsesentans  directionem  hujus 
elementi ,  L  punctum  in  superficie  sphaerica  repraesentans  directionem  normalis 
in  superficiem  curvam  ;  denique  sint  ^ ,  ti  ;  Ç  coordinatae  puncti  X,  atque  X ,  Y,  Z 
coordinatae  puncti  L  respectu  centri  sphœrœ.  Ita  erit 

dx  =  Idr^     dj  =  ndr^     dz  =  ^dr-^ 

unde  colligimus  differentialia  illa  fieri  d^^  dr,  ^  d^.  Et  quum  quantitates 
P,  Q,  R  proportionalcs  sint  ipsis  X,  Y,  Z,  character  lineae  brevissimae 
consistit  in  aequationibus 

dj_d^_d^ 

X  ""  Y  ""  z"* 


?"  Ceterum  facile   perspicitur    ^d^*  -i-  dr,*  -i-  d^^   aequari  arculo  in  superficie 

p  <"  sphaerica ,  qui  mensurat  angulum  inter  directiones  tangentium  in  initio  et  fine 

s.  elementi  rfr,  adeoque  esse  =  — ,  si  p  denotet  radium  curvaturae  in  hoc  loco 

%  curicT  brevissimae  ;  ita  fiet 

•^ 

pd^  =  Xdr^     pdxi  =Ydr^     pdi^  =  Zdr, 

f 

XV. 

^  Supponamus ,  in  superficie  curva  a  punctodato  A  proficisci  innumeras  curvas 

^    ;^  brevissimas ,  quas  inter  se  distinguemus  per  angulum ,  quem  constituit  singu- 

C  larum  elementum  primum  cum  elemento  primo  unius  ex  his  lineis  pro  prima 

^  assumptœ  :  sit  f  ille  angulus ,  vel  gencralius  functio  illius  anguli ,  nec  non  r 

longitudo  talis  lineae  brevissimae  a  puucto  A  usque  ad  punctum ,  cujus  coordi- 

natae  sunt  x^j^  z,  Quum  itaque  valoribus  determinatis  variabilium  r,  <f  re- 

^  spondeant  puncta  determinata  superficiei ,  coordinatœ  x,  y^  z  considerarî  pos- 

f  *  sunt  tamquam  functioncs  ipsarum  r,  (}».  Notationes  X,  L,  { ,  y? ,  ^  ,  X,  Y,  Z  in 

eadem  significatione  retinebimus ,  in  qua  in  articulo  praecedente  accepta;  fue- 
runt,  modo  indéfini  te  ad  punctum  indefinitum  cujuslibet  linearum  brevissi- 
A  niarum  referantur. 
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Lineae  brevissimœ  omnes ,  quse  sunt  aequalis  longitudinis  /*,  terminabuntur 
ad  aliam  lineam,  cujus  longitudinem  ab  initio  arbitrario  numeratamdenotamus 
per  u,  Considerari  poterit  itaque  f^  tamquam  functio  indeterminatarum  r,  tp ,  et 
si  per  X'  designamus  pimctum  in  superficie  sphœrica  respondens  directioni  ele- 
menti  di^y  nec  non  per  Ç',  tj',  Ç'  coordinatas  bujus  puncti  respeclu  centri 
sphœrae,  habebimus 


Hinc  et  ex 


sequitur 


dx y/    d(f        dy f    dsf        dz yf    dv 

d^  dff        df  d(f        d(f        ^     d(f 

dx ^ ^  —  y 

d?-^^'      dr""^'  dr-^^' 


dx    dx       dy    dy       dz    dz        .^,,  ,        ^t,,\     dv  ^»,    dv 

Membrum  primum  hujus  sequationis ,  quod  etiam  erit  functio  ipsarum  r,  9, 
per  S  denotamus  \  cujus  difTerentiaiio  secundum  r  suppeditat 

dS__ddx    dx       d^    4y       ddz    dz       .  "^LW/  "^  \^/  "^  Vh  J 
dr        dr^     d<f        dr^     d^        dr^    dy        '  dy 

^dl    dx       dyj    dy   ^    dX.    dz    ^    ^rf(gg-H„„-f-^^) 
dr     dy        dr    dy       dr    dy        '  dy 

Sed  ÇÇ  -t-  yjyj  -H  f Ç  =  i ,   adeoque  ipsius  differentiale  =  o ,  et  per  articulum 
praecedentem  habemus ,  si  etiam  hic  p  dénotât  radium  curvaturae  in  linea  /•, 

rfÇ__  X       ^_  Y       dX,_Z 
dr         p         dr         ''         dr  p 

lu  obtinemus 

quoniam  manifesto  V  jacet  in  circulo  maximo,  cujus  polus  L.  Hinc  itaque 
concludimus,  S  independentem  esse  ab  r  et  proin  functionem  solius  9.  At  pro 

r  =  o,  manifesto  fit  t'  =  o,  et  proin  etiam—  =  o,  nec  non  S  =  o  îndependenter 

a, 9.  Necessario  iuque  getieraliter  esse  debebit  S=o,  adeoque  co8XX'=o,  id 
est,  W  z=z  90*^.  Hinc  coUigimus  : 
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Theorema.  Ductis  in  superficie  cwva  ab  eodem  puncto  initiali  innumeris 
lineis  bres^issimis  œqualis  longitudinis y  linea  earum  extremitates  jungens  ad 
nias  singulas  erit  nomialis, 

Operac  prelium  esse  duximus,  hoc  theorema  e  proprietaie  fundamentali 
linearum  brevissimarum  deducere  :  ceterum  ejus  veritas  etiam  absque  calculo 
per  sequeiis  ratiocinium  intelligi  potest.  Sint  AB,  AB'  duae  lineac  brevissimae 
ejusdem  longitudinis ,  angulum  infinité  parvum  ad  A  includentes  ;  suppona- 
musqué  alterutnim  angulorum  elementi  BB'  cum  lineis  BA ,  B'A  differre 
quantitate  finita  ab  angulo  recto ,  unde  per  legem  continuitatis  alter  major,  alter 
minor  erit  angulo  recto.  Supponamus  angulum  ad  B  esse  =  90° —  «  ,  capia- 
musque  in  linea  BA  punctum  C,  ita  ut  sit  BC  =  BB' .  cosec  o)  :  hinc  quum 
triangulum  infinité  parvum  BB'C  tamquam  planum  tractare  liceat,  erit 
C  B'  =  BC  .  cos  0) ,  et  proin 

AC  -h  CB'=  AC  -h  BC .  cosw  =  AB  —  BC .  (1  — cos w)  =  AB'—  BC(i  —  cosw), 

id  est,  transitus  a  puncto  A  ad  B'  per  punctum  C  brevior  linea  brevissima. 
Q.  E.  A. 

XVI. 

llieoremati  articuli  praecedentis  associamus  aliud,  quod  ita  enunciamus  : 
Si  in  superficie  eurv^a  concipitur  linea  qualiscunque  y  a  cujus  punctis  singulùs 
proficiscantur  sub  angulis  rectis  et  versus  eandem  plagam  innumerœ  lineœ 
brevissimœ  œqualis  longitudinis,  cun^ay  quœ  earum  extremitates  altéras  jungit, 
nias  singulas  sub  angulis  rectis  secabit.  Ad  demonstrationem  nihil  in  analysi 
prœcedente  mutandum  est,  nisi  quod  (f  designare  débet  longitudinem  curvse 
datœ  inde  a  puncto  arbitrario  numeratam ,  aut  si  mavis  functionem  hujus  lon- 
gitudinis ^  ita  omnia  ratiocinia  etiamnum  valebunt ,  ea  modificatione ,  quod 
veritas  aequationis  S  =  o  pro  r  =  o  nunc  jam  in  ipsa  hypothesi  implicatur. 
Ceterum  hoc  alterum  theorema  generalius  est  pra*cedente,  quod  adeo  in  illo 
comprehendi  censeri  potest,  dum  pro  linea  data  adoptamus  circulum  infinité 
parvum  circa  centrum  A  descriptum.  Denique  monemus,  hic  quoque  conside- 
rationes  geometricas  analyseos  vice  fungi  posse,  quîbus  tamen  quum  salis 
obviae  sint  hic  non  immoramur. 

XVII. 


Revertimur  ad  formulam    ^Erf^'  -f-  2  F  dp  .  dq  -hGdq*^    quœ  indéfini  te 
magnitudinem  elementi   linearis  in  superficie  curva  exprimit ,   atque    ante 
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emnia  significationem  geometricam  cocfficientium  E,  F,  G  examinamus.  Jam 
in  art.  V  raonuimus,  in  superticie  curva  concipi  posse  duo-systemata  linearum  : 
alterum,  înquibus  singulis  sola  p  sit  variabilis,  q  coustans^  altcrum,  in  qui- 
bus  sola  q  variabilis ,  p  constans.  Quodlibet  punctum  superficiei  considerari 
potest  tamquam  intersectio  lîncœ  prinii  systematSs  cum  lînea  secundi  :  tuncque 
elcnientum  lineœ  primse  huic  puncto  adjacens  et  variationi  dp  respondens  erît 
=  ^K  .  iip^  nec  non  elementum  linea*  secundœ  respoudens  variationi  clq  erit 
=  vG.rf^5  denique  denotando  per  o)  angulum  inter  hîEC  elemenla,  facile 

F 

perspicîtur  fîeri  cosco  =  -p=.-    Area  autem  démenti  parallelogrammatici   in 

superficie  curva  inter  duas  lineas  primi  systematis  ,  quibus  respondent  q , 
q  -h  rfy,  atque  duas  lineas  systematis  secundi,  quibus  respondent  ;>,  p  -f-  dp, 
erit  ^EG  — FF  dp,  dq. 

Linea  quœcunque  in  superficie  curva  ad  neutrum  illorum  systematum  per- 
tineiis,  oritur,  dum  p  et  q  concipiuntur  esse  functiones  unius  variabilis  novœ , 
vcl  altéra  illarum  functio  altcrius.  Sit  s  longitudo  talis  curvae  ab  initio  arbi- 
trario  numerata  et  versus  directionem  utramvis  pro  positiva  habita.  Denotemus 
per  9  angulum,  quem  efficit  elementum  ds  =  ^'Edp*  -h  a  F  dp  .  dq  -f-  Cidq- 
iiixn  linea  primi  systematis  per  initium  elemenli  ducta,  et  quidem  ne  uUa 
ambiguitas  remaneat,  hune  angidum  semper  ab  eo  ramo  illius  linea; ,  in  quo 
valores  ipsius  p  crescunt ,  inchoarî ,  et  versus  eam  plagam  positive  accipi  suppo- 
nemus,  versus  quam  valores  ipsius  q  crescunt.  His  iia  intellectis  facile  perspi- 
citur  haberi 

cos 6  .  ds  ==  ^E  ,  dp  -h  s^Cj  .  cos  w  .  dq  =  —  -— ?^ ' 

VE 


sin 6  ,as  =  y  ij.s\n(ù.dqz=: 


VK 


XVIII. 


Investigabimus  nunc,  quaenam  sit  conditio,  ut  hivv  linea  sit  brevissinia. 
Quum  ipsius  longitudo  s  expressa  sit  per  intégrale 


5  =f\  Edp^  4-  2  Fdp  .  dq  -f-  ijdq\ 


conditio  minimi  requirit ,  ut  variatio  hujus  iutegralis  a  mutatione  infinitif 
parva  tractus  lincœ  oriunda  fiât  =  o.  Calculus  ad  propositum  nostruni  in  hoc 
casu  commodius  absolvitur,  si  p  tamquam  funciioneni  ipsius  q  consideranius. 

Cl 
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Quo  pacto ,  si  variatio  per  cliaracteristicam  d  denotatur,  habemus 


-/^ 


dp  I 


dp 


îds 


^  '\  2ds  ds  / 

constatque ,  quaB  hîc  sunt  sub  signo  integrali ,  independenter  a  âp  evanescere 
debere.  Fit  ilaque 

rfE      ,  ,        2rfF      ,        ,         dG     j  ^  j      jEdp-i-Ydq 

=  2(!s.d.  v^cosÔ  =  ^^•^^'="^^  —  arfo  .  rfÔ  .  v/¥.  sin  9 

Hinc  itaque  nanciâcimur   aequationem  conditionalem  pro   linea   brevissima 
sequenlem 


dF     ,  ,    dG     , 

-df^P-'df-'^'l^ 

quam  etiam  ita  scribere  licet 

Ceterum  adjumento  ae^uationis 

V/EG  — FF    dq        ^EG  — FF 

ex  illa  aequaiione  angulus  Q  eliminari ,  atque  sic  aequatio  dîfferentîo-differen- 
tîalis  înterp  et  q  evolvi  potest,  quae  tamen  magis  complicata,  et  ad  applica- 
tiones  minus  utilis  evaderet ,  quàm  praecedens. 
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XIX. 


Formulœ  générales,  quas  pro  mensura  curvaturœ  et  pro  variatioue  directionis 
lineœ  brevissimae  in  art.  XI,  XVIII,  eruimus,  multo  simpliciores  Gunt,  si 
quantitaies  p  y  q  ha.  sunt  electae,  ut  lineae  primi  systematis  lineas  secundi 
systematis  ubique  orlhogonalitcr  secent ,  id  est,  ut  generaliter  habeatur  w  =  90*", 
sive  F  =  o.  Tune  scilicet  fit,  pro  mensura  curvaturœ , 

4EEGG*  =  E.^.^ 


"'■^-f-^CTT-^i'-f-^CT)' 


p^  fddl.       ddG\ 
et  pro  variatione  anguli  6, 

■    /EG.rf9  =  ;^^.,/,-;^^.^,. 

Inter  varios  casus,  inquibus  hœc  conditio  orthogonalitatis  valet,  primariuni 
locum  tenet  is,  ubi  lineae  omnes  alterutrius  systematis,  e.  g.  primi,  sunt 
lineœ  brevissimae.  Hic  itaque  pro  valore  constante  ipsius  ^,  angulus  0  fit  =  o  , 

unde  sequatio  pro  variatione  anguli  6  modo  tradita  docet,  fieri  debere  —  =  o, 

sive  coeflicientem  E  a  y  independentem ,  id  est ,  E  esse  débet  vel  constans  vel 
functio  solius  p.  Simplicissimum  erit,  pro  p  adoptare  longitudinem  ipsam 
cujusque  lineœ  primi  systematis ,  et  quidem ,  quoties  omnes  lineae  primi  syste- 
matis in  uno  puncto  concurrunt ,  ab  hoc  puncto  numeratam ,  vel ,  si  communis 
intersectio  non  adest,  a  qualibet  linca  secundi  systematis.  Quibus  ita  intellectis 
patet ,  p  et^  jam  eadem  denotare,  qua;  in  art.  XV,  XVI  per  /•  et  ç  expressera- 
mus,  atque  fieri  E  =  i .  Ita  duœ  formulae  prsecedentes  jam  transeunt  in  bas 

MG 


vel  statuendo  v/  G  =  m, 

,  I      ddm  ,«  dm      , 

m      dp^  dp        ' 

Generaliter  loquendo,  m  erit  functio  ipsarum  p,  7,  atque  mdq  expressio  ele- 

67. 
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menii  cujusvis  lineœ  secundi  systematis.  In  casu  speciali  autem,  ubî  omnes 

lineap  p  ab  eodem  puncto  proflciscunlur,  manifesto  prop  =  o  esse  débet  m=o*, 

porro  si  in  hoc  casu  pro  q  adoptamus  angulum  îpsum ,  quem  elementum  prî- 

mum  cujusvis  liiiea;  primi  systematis  facit  cum  elemento  aKcujus  ex  ipsis  ad 

arbitrium  electa?,  quum  pro  valore  infinité  parvo  ipsius  p,  elementum  lineœ 

secundi  systematis  (quœ  considcrari    potest  tamquam  circulus  radio  p  de- 

scripius),  sit  =pdq^  erit  pro  valore  infinité  parvo  ipsius  p^m  =  p^  adeoquo, 

,  dm 

pro  /?  =  o,  simul  m  =  o  et 


dp 


XX. 


Immoremur  adhuc  iidera  supposîtioni ,  puta  p  designare  indefinite  longitu- 
dînem  linea;  brevissimse  a  puncto  dcterminato  A  ad  punctum  quodlîbet  super- 
ficîei  ductum,  atque  q  angulum,  quem  primum  elementum  hujus  lineœ  efBcît 
cum  elemento  primo  alicujus  lincae  brevissimnc  ex  A  proficiscentis  datœ.  Sil  B 
punctum  deierminatum  in  hac  linea  pro  qua  </  =  o,  atque  C  aliud  punctum  de- 
lerminatum  superficiei ,  pro  quo  valorem  ipsius  q  simplicîter  per  A  designa- 
bimus.  Supponamus  puncta  B ,  C  per  lineam  brevissimam  juncta ,  cujus  partes , 
inde  a  puncto  B  numeratas,  indefinite  ut  in  art.  XVIII  per  s  denotabimus, 
nec  non  perinde  ut  illic,  per  Q  angulum,  quem  quodvis  elementum  ds  facit 
(um  elemento  dp  :  denique  sint  0°,  9'  valores  anguli  9  in  punctîs  B,  C.  Ha- 
bemus  itaque  in  superficie  curva  triangulum  lineis  brevissimis  inclusum, 
ejusque  anguli  ad  B  et  C,  per  lias  ipsas  litteras  simpliciter  designandi  œquales 
crunt  ille  complemento  anguli  0^  ad  i8o°,  hic  ipsi  angulo  0',  Sed  quum  ana- 
lysin  nostram  inspicienti  facile  pateat,  omnes  angulos  non  per  gradus  sed  per 
numéros  expressos  concipi,  ita  ut  angulus  57°  17' 45''»  cui  respondet  arcus 
radio  a^qualis,  pro  unitate  habeatur,  statuere  oportet,  denotando  per  2  7r  péri-- 
pheriam  circuli 

O^^TT  — B,     9'  =  C. 

Inquiramus  nunc  in  curvaturam  iutegram  bujus  triânguli,  quœ  fit  z=kdf7. 

dénotante  d(7  elementum  superficiale  triânguli ,  quare  quum  hoc  elementum 

exprimatur  per  m  dp  .  dq^  eruere  oportet  intégrale  ffhm  dp  .  dq  supra  totam 

triânguli  super ficiem.  Incipiamus  ab  integratione  secundum  p,  quae  propter 

,  I     ddm  ,.  ,       /  dm\ 

H  = — -  suppeditat  dq.   fconst.  — 7~  )  '  P'*^^  curvatura  intégra  areœ 

jacentis  inter  lineas  primi  systematis  quibus  respondent  valores  indetermi- 
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natœ  secundae  q^  tf  -h  dq  :  quum  haec  curvalura  pro  p  =  0  evanescere  dcbeat , 
quanti  tas   coiistans  per  intégra tioncm  inCroducta  sequalis  esse    débet  valori 

ipsius  -r-  pro  ;?  =  o ,  id  est ,  unitati .  Habemus  itaque  dqli  —  ;7-  )  '  ^^^  f^^  -f 

accipere  oportet  valorem  respondentem  fini  illius  areœ  în  linea  CB.  In  hac 

tint  • 

Unea  vero  fit  pér  articulum  prœcedenleni  — .  dq  =^ — dO^    unde  expressio 

nostra  mutatur  in  dq  H-  dO,  Accedcnte  jam  întegratione  altéra  a  y  =  o 
usque  ad  q  =  A  extendenda ,  obtlnemus  curvaturam  integram  trianguli 
=  A4-^— 9^=A-hB-4-C  — TT. 

Curvatura  intégra  œqualis  est  areœ  ejus  partis  superficiei  sphoerieœ,  quœ  rc- 
spondet  triangiJo,  signo  positivo  vel  negativo  affectœ,  prout  superficies  curvà, 
iiiqua  triaugulum  jacet,  est  concavo-concava  vel  coricavo-convexa  :  pro  unitate 
areae  accipiendum  est  quadratum,  cujus  latus  est  unitas  (radjus  sphîerae) ,  quo 
pacto  superficies  tota  sphrerre  fit  =47:.  Est  itaqufs  pars  superficiei  sphœricae 
triaugulo  respondens  ad  spbrerae  superficiem  integram  ut  zt(A-!-B-f-C  —  tt) 
ad  4  TT.  Hoc  ibeorema,  quod,  ni  fallimur,  ad  elcgantissima  in  theoria  supcrficie- 
rum  curvarum  référendum  esse  vîdetur,  etiam  scquenti  modo  enunciari  potest  : 

Exccssiis  siimniœ  angulorum  trianguli  a  lineis  brev^issimis  in  superficie  cwva 
concavfo-conca\^a  formati  ultra  180°,  vel  defectus  summœ  angulorum  tnan- 
gulia  lineis  brei^isgimis  in  superficie  cwva  concav^o-con\^exa  formati  a  iSo*', 
rnensuratur  per  aream  partis  superficiei sphœricœ ,  q'uœ  illi  triangulo  per  dire- 
ctiones  normalium  respondety  si  superficies  intégra  720  gradibus  œquiparatur. 

Generalius  in  quovîs  polygono  n  laterum,  quœ  singula  formantur  per  lineas 
brevissimas,  excessus  summoe  angulorum  supra  an  — 1\  rectos ,  vel  defectus  a 
in  —  4  rectis  (pro  indole  curvaturœ  superficiei),  œquatur  areœ  polygoni  re- 
spondentis  in  superficie  spbœrica ,  du  m  tota  superficies  spbœrœ  720  gradibus 
œquiparatur,  uti  per  discerptionem  polygoni  in  triangula  e  theoremate  prœce- 
dente  sponte  demanat. 

XXL 

Restituamus  characteribus  p^  q^  E,  F,  G,  w  significationes  générales, 
quibus  supra  accepti  fuerant ,  supponamusque  indolem  superficiei  curvœ  prœ- 
terea  alio  simili  modo  per  duas  alias  variabiles  p',  q*  determinari,  ubi  ele- 
mentum  lineare  indefinitum  exprimatur  per 


\fWdp^'  ^  2  ¥'dp'.  dq'  4-  i^'dq". 
Ita  cuivis  puncto  superficiel  per  valores  determinatos  variabilîum/;,  q  definito 
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respondebuni  valores  deierminati  variabilium  p'  -,  q'  -i  quocirca  hœ  erunt  fun- 
ctiones  ipsanim;?,  9,  e  quaruin  differentiatione  prodire  supponemus 

dp'  =  adp  -h  ^d(j  ^ 
dq'  =z  y  dp  -+-  ddq, 

Jam  proponimus  nobis  investigare  significationem  geomeiricam  horum  coeffi- 
cientium  a,  (3,  7,  cJ. 

Quatuor  itaque  nuiic  systemata  linearum  in  superficie  curva  concipi  pos- 
sunl ,  pro  quibus  resp.  q,  p^  q' ^  p'  sint  constantes.  Si  per  punctum  determina- 
lum,  cui  respondent  variabilium  valores  y?,  q^p\  7',  quatuor  lineas  ad  siugula 
illa  systemata  pertinentes  ductas  supponimus ,  harum  elementa ,  variationibus 
positivis  dp,  dq^  dp' ^  dq' ^  respondentes  erunt 

sl^.dp,     s/G,dq,     ^T'.dq',     yfG'.dq'. 

Aiigulos,  quos  horum  elementorum  directiones  faciunt  cum  dîrectione  fixa 
arbitraria,  denotabimus  per  M,N,M',N',  numerando  eo  sensu,  quo  jacet 
secunda  respectu  primœ ,  ita  ut  sin  (N —  M)  fiât  quanti  tas  positiva  :  eodem 
sensu  jacere  supponemus  (quod  licet)  quartam  rcspectu  tertiae,  ita  ut  etiam 
sin  (IN'  —  M')  sit  quantitas  positiva.  His  ita  intellectis,  si  consideramus  pun- 
ctum aliud,  a  priori  infinité  parum  distans,  cui  respondeant  valores  variabilium 
p  -h  dp,  q  -\-  dq^  p'  ~^  dp' ^  q'  -}-  dq' ^  levi  attentione  adhibita  cognoscemus, 
fieri  generaliter,  id  est,  indcpendenter  a  valoribus  variationum  dp^  dq^  dp' ^  dq' , 

v/^ .  rfy^  .  sin  M  -f-  v/G  .  ^/^  .  sin  N  =  /Ë^ .  dp' .  sin  M'  -h  \/ G' .  dq' .  sin  ^  ', 

quum  utraque  expressio  nihil  aliud  sit,  nisi  distantia  puncti  novi  a  linea , 
a  qua  anguli  directionum  incipiunt.  Sed  habemus,  per  notationcm  jam  supra 
iutroductam  N  —  M  =  w  ,  et  per  analogiam  statuemus  N'  — JVI'  =  co',  nec  non 
insuper  IN — M'=:<|/.  Ita  œquatio  modo  inventa  exhiberi  potesl  in  forma 
sequente  : 

V/Ê" .  dp  .  sin  (M'  _  w  H-  (P)  -f-  \/G  .  ^7  .  sin  (M'  -+-  ^) 
-^>[YJ.dp' .  sin  M'  -+-  v^' .  dq' .  sin  ( M'  -4-  w' ) , 

vel  ita 

v/E  .rf^  .  sin  (N'— w  —  0'-+-^)  -h^G  .dq  .sin(N'—  w'-f-  (|/) 
=  v^Ë' .  dp' .  sin  (N'  —  w')  -+-  \U' .  dq' .  sin i^^ 
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Et  quum  aequatio  manifcsto  independens  esse  dobeat  a  directione  initîali,  hanc 
ad  libitum  accipere  licet.  Statuendo  itaque  in  forma  secunda  ]>l'  =  o,  vel  in 
prima  M'  =  o  ,  obtiuemus  aequationcs  sequentes  : 

V^E' .  sinw' .  dp'  z=:  sfÊ.  sîn  (co-hw'  —  ^)  ,  dp  -f- ^^  .  sin  (w'  —  ^)  .  dq, 
v/G' .  sin  «' .  dq'  =  \fE .  sin  (^  —  w)  .  rf/?  -f-  y/G  .  An^  .  dq -^ 

quae  sequationes  quum  identicae  esse  debeant  cum  bis 

dp'  =  adp  -h  ^dq^ 
dq'  =  y  dp  -f-  ddq^ 

suppeditabunt  determinationem  coeffîcientium  a^  ^^  y^  d,  Erit  scilicet 
__     /Ê^    sin(o)-+-«^-4;)         o  _  .  /ô]    Sin(a>^^^;) 

^""VO''       sino»'       '  VG''sin»* 

Adjungi  debent  aequationes 


,         F'           .            ,  /EG  — FF       .      ,      ,  /E'G'  — F'F'. 
(OS Cl)  =-7=?   cosci)'=:    »    sinci)=i/ — jrTT — 9    sm(«)'=i/ =j-=r, ' 


F 


v/eg  v'e' 

unde  quatuor  aequationes  ita  quoque  exhiberi  possunt  : 

«  v/E'G'— F'F'  =  v/ËG"' .  sin  (co  ^-  «'—  ^) , 


/Sv^E'G'  — FT'=  v^GG'.sin(a>'  — ^), 
7  V^E'G'  — FF'  =  v^ÈE"  .  sin  (^  —  co) , 


ô  V^E'G'  —  F'F'  =  v/GE' .  sin  f 

Quum  per  substitutiones  dp' =  adp -^^dq^  dq' =  y  dp -h  i  dq  trinomium 
FJdp'^-h'iF'dp^dq'-hG'dq'*  transire  debeat  in  Edp*-h  iFdp .  dq-hGdq% 
facile  obtinemus 

EG  — FF=(E'G'-F'F')(acJ-/3y)»; 

et  quum  vice  versa  trinomium  posterius  rursus  transire  debeat  in  prius  per 
substitutionem 

(ai  —  ^y)dp  =  idp'  —  ^dq\     (ad —  ^y)dq  =  —  ydp'  -\- adq'. 
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invcnimus  : 

E<îi  -  .  Fytî  +  G  yy  =.  jAG£- J^„  .  E', 


XXII. 

Â  disquisitioue  generali  articuli  prœredentis  descendimus  ad  applicationem 
latîssime  patentem  ,  ubi ,  dum  p  et  (f  etiamnum  significatione  generali ssima 
accipiuntur,  pro /?',  ly',  adoptamus  quantitates  in  art.  XV  per  r,  (p  denotatas, 
quibus  characleribus  etiam  hic  ulemur,  scilicet  ut  pro  quovis  puncto  super- 
ficiei  r  sit  distautia  minima  a  puncto  determinato,  atque  (f  angulus  in  hoc  puncto 
inter  êlementum  primum  ipsius  r  atque  dîrectionem  fixam.  Ita  habemusE'=i, 
F'=o,  «'  =  90°^  statuemus  insuper  v/G'  =  w,  ita  ut  êlementum  lineare  quod- 
cunque  fiât  =  v^r' -f- //i/wr/(p'.  Hinc  quatuor  sequationes  in  articule  praece- 
dente  pro  a ,  jS ,  y ,  d,  crutœ ,  suppeditant  : 

(i)  v^Ë.cos(«-'^)='^, 

(2)  ^G.cos^='^, 

(3)  v^E.sin(^  — w)  ^fn-'^, 

(4)  .  v/G.sin^|/  =  m.^. 
Ultima  et  penultima  vero  lias 

(5,  EG-FF=E(;±)--.,F.|.*  +  G^|)', 

<«)         (■'■•^-''■|)-|=(''-^-g|)-î- 

Ex  his  aequatiouibus  petenda  est  determinatio  quantitatum  r,  f ,  ^  et  (si  opus 
videatur)  m,  per  p  ex  q  :  scilicet  integratio  aequationis  (5)  dabit  r,  qua  in- 
venta, integratio  a^quationis  (6)  dabit  (f^  atque  alterutra  aequationum  (i),  (2) 
ipsam  ^  :  denique  m  habebitur  per  alterutram  a&quationum  (3),  (4). 
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Integratio  generalis  sequationum  (5),  (6)  necessario  duas  functiones  arbilrarîas 
introducere  débet,  quae  quîd  sibi  vclint  facile  intelligemus ,  si  perpendimus  , 
illas  sequationes  ad  casum  eum  qucm  hic  consideramus  non  limitari ,  sed  per- 
inde  valere,  si  r  et  y  accipiantur  in  significatione  generaliori  art.  XVI ,  ila  ut 
sit  r  longitude  lineae  brevissîmae  adlincam  arbitrariam  determinatamnormaliter 
ductœ,  atque  y  functio  arbitraria  longîtudinis  ejus  partis  lineœ,  quœ  in  1er 
lineam  brevissimam  indefinitam  et  punctum  arbitrarium  determinatum  inter- 
ripîtur.  Solutîo  itaque  generalis  haîc  omnia  indcfinite  amplecti  débet ,  functio- 
nesque  arbitrariœ  tune  demum  in  defînitas  abibunt,  quando  linea  illa  arbitraria 
atque  functio  partîum  quam  (f  exhibere  débet,  prsescriptœ  sunt.  In  casu  nostro 
circulus  in6nite  parvus  adoptari  potest,  centrum  in  eo  puncto  habens ,  a  que 
distantise  r  numerantur,  et  (p  denotabit  partes  hujus  circuli  ipsas  per  radium 
divisas;  unde  facile  coUigîtur  sequationes  (5),  (6)  pro  casu  nostro  complète  suf- 
ficere,  dummodo  ea,  quae  indéfini  ta  relinquunt,  ei  conditioni  accommodentur, 
ut  r  et  (p  pro  puncto  illo  initiali  atque  punctis  ab  eo  infinité  parum  distantibus 
quadrent. 

Ceterum  quod  attinet  ad  integralionem  ipsam  œquationum  (5),  (6)  constat, 
eam  reduci  posse  ad  integrationem  aequationum  diffcrentialium  vulgarium  , 
quse  tamen  plerumque  tam  intricatae  evadunt ,  ut  parum  lucri  inde  redundet. 
Contra  evolutio  in  séries,  quœ  ad  usus  practicos,  quoties  de  partibus  superficiel 
modicis  agitur,  abunde  sufficiunt ,  nuUis  difficultatibus  obnoxia  est ,  atque  sic 
formulas  allatae  fontem  uberem  apcriunt ,  ad  multa  problemata  gravissima  sol- 
venda.  Hoc  vero  loco  exemplum  unicum  ad  methodi  indolem  monstrandam 
evolvemus. 

XXIII. 

Considerabimus  casum  eum ,  ubi  omncs  lineae ,  pro  quibus  p  constans  est , 
sunt  lineae  brevissimae  orthogonal! ter  sécantes  lineam  pro  qua  (p  =  o  ,  et  quam 
tamquam  lineam  abscissarum  contemplari  possumus.  Sit  A  punctum  pro  quo 
/•  =  o  ,  D  punctum  indefinitum  in  linca  abscissarum ,  AD  =  p^  B  punctum  in- 
detinitum  in  linea  brevissima  ipsî  AD  in  D  normali ,  atque  BD=:  y,  ila  m  p 
considerari  possit  tamquam  abscissa,  q  tamquam  ordinata  puncti  B;  abscissas 
positivas  assumimus  in  eo  ramo  lineae  abscissarum,  cui  respondet  ç=  o,  dum  r 
semper  tamquam  quantitatem  positivam  spectamus  ;  ordinatas  positivas  statut- 
mus  in  plaga  ea  ,  ubi  tp  niuneratur  inter  o  et  i8o^. 

Per  theorema  art.  XVI  habebimus  w  =  90",  F  =  o,  nec  non  G  =  i:  sta- 
tuemus  insuper  ^^=:n.  Erît  itaque  n  functio  ipsarum  p^  q,  et  quidem 
talis,  quae  pro  q  =  0  fieri  débet  =  i .  Applicalio  formulée  in  art.  XVIII  allatae 
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ad  casum  nostnim  docet ,  in  quauis  linea  brevissima  esse  debere  J6  =  —  —  •  dp, 

dénotante  6  angulum  inter  elementum  hujus  lineae  atque  elementum  Une»  pro 
qua  q  constans  :  jam  quum  linea  abseissarum  ipsa  sit  brevissima  ,  atque  pro  ea 

ubique  6  =  0,  patet,  pro  q  =  0  ubique  fieri  debere  —  =  o.  Hinc  igitur  coUi- 
gimus,  si  n  in  seriem  seeundum  potestates  ipsius  q  progredientem  evolvatur, 
banc  habere  debere  formam  sequentem  ; 

n  =  I  -^fqq  -f-  gq^  -+-  hq^  -h  etc., 

ubi  J\  g ,  A,  etc. ,  erunt  functiones  ipsius  ;;,  et  quidem  statuemus 

/=/o-^/>+/'>-f-etc., 

S  =  ^-^8'P-^  S"PP  -^  etc., 
h  =  /i^  -h  h'p  4-  h"pp  -f-  etc., 


sive 


I  -^Pqq-^f'pqq  -^f'ppqq  -H  etc. 
g'pq^  ^  etc. 
A°y*  -h  etc.,  etc. 


g^q^   -f-  g^pq^  -h  etc. 


XXIV. 

iiilquationes  art.  XXII  in  casu  nostro  suppeditant 

,        dr  .        dr  ,  </o  .     .  r/o 

wsind<  =  -r-?     cosu^  =  ^-9     — ncosu^  =  m.-7Ï-î     sin  u;  =  m  • -p- ? 
^        dp  ^         dq  ^  dq  ^  dq 


"''  =  "«(|)'+(|)'' 


dr    dff        dr     df 

dq    dq         dp     dp 


Adjumento  barum  aequationum ,  quarum  quinta  et  sexta  jam  in  reliquis  conti- 
nentur,  séries  evolvi  poterunt  pro  r,  tp,  ^p,  m,  vel  pro  quibuslibet  functionibus 
barum  quantitatum ,  e  quibus  eas,  quœ  imprimis  attentioue  sunt  dign» ,  bic 
sistemus. 

Quum  pro  valoribus  infinité  parvis  ipsarum  p^  q  fieri  debeat  rr=:  pp-h  qq^ 
séries  pro  rr  incipiet  a  terminis  pp  -h  qq  :  terminos  altiorum  ordinum  obtine- 
musper  metbodum  coefficientium  indeterminatorum  (^),  adjumento  aequationis 


/i     d.rry         fd.rry 


(*)  Calculum,  qui  per  nonnulla  artifîcia  paulluluin  contrahi  potest,  hic  adscribere 
superfluum  duximus. 
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scilicet 

[,]     rr  =  pp^  \rppqq  +  {f'p'qq  +  (}/"-  iiPDp'qq  +  «'«=• 

-^qq        -^îg"ppq*-^T8'p*q" 

Dein  habemus ,  ducente  formula  r  siint  = 'z—  ? 

^       in     dp 


[a]     r  5in  <!-  =  p  -  \f-pqq  -  \f'ppqq  -  {\f"  +  hf^f  )p'qq  +  «lo. 

—  hg'ppq^ 
-af^^—hrDpq', 


îg''pq*  —  ig'ppq* 


nec  non  per  formulam  r  cos  «l»  =  î  •  -4—  5 

[3J     rcos^  =  <i  +  \ppp<j+U'p'q^{\f"—^J''J'')p'q-retc. 

+  U°ppqq-^\g'p^qq 

-f-(TA°-f:/«/°);'/>9'- 

Hinc  simul  innotescit  angulus  ^.  Perinde  ad  computum  anguli  <p  concinnius 
evolvuntur  séries  pro  rcos(p  atque  rsinf ,  quibus  inserviunt  œquationes  diffe» 
rentiales  partiales 

d .  r  cos  9  ,     ,  .         do 

— - — ^  =  /icosf  .simf;  —  rsmf  •  —, 

^.rcoS9  1  .  dfD 

— - — î  =  cos  (f  .  cos  y  —  r  sin  9  •  —-» 

d .  r  sin  «p  .  .     .  dtp 

— - — ?  =  /isinf  .  sin^  —  rcosy  •  —-, 

^.rsino         .  .  do 

— ==  sin  y  .  cos  ^  —  rcos  ^  -  -r-f 

n  cos  4*  •  -~  -I-  sin  4*  •  -r  =  o , 
^    dq  ^     dp 

quamm  combinatio  suppeditat 

r  sin  4»    d  ,  r  cos  o  ,     d  ,  r  cos  o 

^ — i  -h  r  cos  J; , =  r  cos  cp, 

n  dp  ^  dq  ' 


r  sin  4»    <^  • /*  sin  9  ,     r/.rsin? 

L  . . 1  -|„  ,-  cos  u; ; =  r  sm  cp. 

n  dp  ^  dq  ' 
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Hinc  facile  evolvuntur  séries  pro  /cos  (p  ,  rsin  (f ,  quarum  termini  primi  mani- 
festo  esse  debent  p  et  (f,  puta 

[4]       rcos,f  =  p  +  \fOpqq  -^i-J'ppqq  +  (-hf"  -  ^JV°)P*<f1  +  etc. 
[5]       rûn^  =  q-kfoppq-^J'p^q-{i-J"-i-,pr)p'q-elc. 

—  îg''pp<Jf  —  T-,g'p*qg 

-{ih-+rJV)PPr- 

E  combinalioue  aequatioiium  [2],  [3],  [4]?  [5]  derivari  posset  séries  pro 
/'/cos  [^  -f-  9),  atque  hinc  ,  dividende  per  seriem  [i],  séries  pro  cos  (^  4-  y), 
a  qua  ad  seriem  pro  ipso  angulo  ^  -f-  y  descendere  liceret.  Eleganlius  lamen 
eadem  obtinetur  sequenti  modo.  Differentiando  sequationem  primam  et  secun- 
dam  e\  iis  qune  initio  hujus  articuli  allatœ  sunt,  obtinemus 

.     .fin  I     ^+         .1     ^+ 

sin  u^  •  -T-  -h  /ï  cos  ^/  •■—-  -h  sin  0/  .  -— -  =  o , 
^      dq  ^      dq  *      dq 


qua,  combina  ta  cum  hac 
prodit 


//  cos  'i^  ~  -h  sin  tL  •  -;?  =  o, 
^     dq  ^     dp  ' 


r sin •>    dn        r  sm  J;    di-^  -{-  9)  ,     r/ ( \I*  -h  ?  ) 

'-J-  H ^.  -^ — ^-hrcosJ^.  -^-4 — ^=  o. 

n         dq  n  dp  ^  dq 

Ex  hac  a^quatione  adjumento  methodi  coefïîcientium  îndelerminatorum  facile 
eliciemus  seriem  pro  vp  -h  y ,  si  perpendimus  ipsius  terminum  primum  esse  de- 
bere  ^  tu,  radio  pro  unitate  accepto,  atque  dénotante  2  7r  peripheriam  circuli , 

[6J         <|/  +  9  =  i  ::  -fopq  -  l/'ppq  -  (\f"  -  if-f)  p*q-  etc. 

—  g°P9^  —  Tg'PPÇ<l 

-{^°-jrr)pr- 

Opéra;  pretium  videtur,  etiam  aream  trianguli  ABD  in  seriem  evolvere. 
Huic  evolutioni  inservit  œquatio  conditionalis  sequens,  quae  e  consideratio- 
nibus  geometricis  satis  obviis  facile  derivatur,  et  in  qua  S  aream  quœsitam 
dénotât, 

rsmh    dS  ,     dS       rsinJ/      ^     , 
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intcgratioue  di  q  =  o  incepla.  Hinc  scilicet  oblinemus  per  methodum  coefficien- 
tium  indetermiuatorum , 

[7]    ^=\p<i--hfy'9-i-J'-p'<t-{iif"-hrr)p'9-^^^- 

-ihf  ppg'-iixh''  +  hf"  +  HfDp't 
-  hg°pf'-  ù&'ppr 

-{Tih''-T-,fT)Pf'- 

XXV. 

A  formulis  articuli  praecedeniis ,  quae  rcferuntur  ad  triangulum  a  lineis 
brevîssimis  formatum  rectangulum ,  progredimur  ad  generalia.  Sit  C  aliiid 
punctum  in  eadem  linea  brevîssima  DB,  pro  quo,  manente  p,  characteres  ^', 
r',  (f\  ^|/',  S',  eadem  désignent,  quae  ^,  r,  (p,  ^p,  S  propuncto  B.  Itaoritur  trian- 
gulum inter  puncta  A ,  B,  C ,  cujus  angulos  per  A ,  B,  C ,  latera  opposita  per  a , 
é,  c,  areamper  a  denotamus;  mensuram  curvaturœ  in  punctis  A  ,  B,  C  resp. 
per  a^  ^^y  exprimemus.  Supponendo  itaque  (quod  lîcet),  quanti tates,  p,  ^, 
q  —  ç'  esse  positivas ,  habemus 

A  =  9  — ç',   B  =  <|/,   C  =  7r — ^\   a  =  q  —  q\   b  =  r\   c  =  r^   (7  =  8  —  8'. 

Ante  omnia  aream  a  per  seriem  exprimemus.  Mutando  in  [7]  singulas  quan- 
titates  ad  B  relatas  in  eas  quœ  ad  C  referuntur,  prodit  formula  pro  8',  unde, 
usque  ad  quantitates  sexti  ordinis  obtinemus 

^  =  \P{^  —  1')\     —  Tif  P{.^PP  -^  1 99 ^  1 91' -^  1 9' <i') 

Hsec  formula ,  adjumento  seriei  [a] ,  puta 

csinB  =  p  (1  —  i/»^^  — ■t/Vyy— ig:»^»  —  etc.), 
transit  in  sequentem  : 

<7=iacsinB{    —  ^f  p{Gpp—^  qq  -^  7  qq'  +  T  q' q') 

-T-,g''i'ippq-^^PPq'-(iq'-^4qqq'-h4qq'q'-h4q'*) 
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Mensura  curvaturœ  pro  quovis  superficiei  puiicto  fit  (per  art.  XIX,  ubi 
m^  p^q  eranl  quae  hic  sunl  n^  q^  p) 

1     ddn 2/-I- 6g^^  H- i2^^9 -h  etc. 

n    dq^  I  -^fqq  H-  etc. 

=  —  a/°  —  6  g<7  —  (la  A  —  2//)  qq  —  etc. 
Hinc  fit,  quatenus  /?,  q  ad  punctum  B  refenmtur, 

/5  =  — a/o-a/'p-e^^i/  — 2/>p-6^>7-(i2A«— 2/»/«)9y~etc., 
nec  non 
y  =  -2/--2y>-6g-(7'-2/V-6gr>9'-(i2/i--2/o/o)9V-etc., 

Introducendo  has  mensuras  curvaturae  in  série  pro  (7  ,  obtinemus  expressionem 
sequentem,  usque  ad  quantitates  sexti  ordinis  (excl.)  exactam, 

il -H  rb  «  (4;>;>  —  2  97 -f- 3^/-+- 39'^') 

Praecisio  eadem  manebit,  si  pro  p  ^  q  ^  q'  substiluimus  csinB,  ccosB, 
c  cos  B  —  a ,  quo  pacto  prodît 

il  +  77^  a(3aa-l-  4^^ —  9  oc  cos  B)  \ 
-h  75-jj3(3aa-h3  ce  — 12  ac  cos  B)  l. 
■+"  TTï  7  (  4  ^û  -f-  3  ce  —  9  ac  cos  B)  j 

Quum  ex  hac  squatione  omnia  qnœ  ad  lineam  AD  normaliter  ad  BC  ductam 
referuntur  evanuerint ,  etiam  puncta  A ,  B,  C  cmn  correlatis  inter  se  permu- 
tare  licebit,  quapropter  erit  eadem  prœcisione 

il  -h  777  a  (3  fti  -h  3  ce — 12  ic  cos  A)  \ 
-f-  ~j  (3  (3  fti  -+-  4  ^^*  —  9  ic  cos  A)  > ' 
-f-  rh  y  (4  **  -K  3  ce  —  9  &c  cos  A)  ) 

!i  H- 775  a  (3  an -1-4^^ —  9  ai  cos  C) 
-f-TTi  j3  (4aa-h3ii —  9aico8C) 
-f-  pfj-y  (3atf -+-3it — 1 2  ai  cos  C) 
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XXVI. 

Magnam  utilitatem  affert  consideratio  trianguli  plani  rectilinei,  cujus  la- 
tera  aequalia  sunt  ipsis  a,  &,  c;  anguli  illius  trianguli,  quos  per  A*,  B*,  C* 
designabimus ,  différent  ab  angulis  trianguli  in  superficie  curva ,  pu  ta  ab 
A  ,  B,  C,  quanti tatibus  secundi  ordinis,  operaeque  pretium  erit,  bas  differeu- 
tias  accurate  evolvere.  Calculorum  autem  prolixiorum  quam  difficiliorum, 
primaria  momenta  apposuisse  sufliciet. 

iVIutando  in  formulis  [i],  [4],  [5],  quantitates  quae  referuntur  ad  B  in  cas 
quaB  referuntur  ad  C ,  nanciscemur  formulas  pro  r'  r',  r'cos  (p',  r'  sin  y'.  Tune 
evolutio  expressionis  rr-l-rV — [q  —  q^y — arcos^  .r'cosç' — arsinç.r'siny', 
quœ  fit  =1  bb  -\-  ce  —  aa  —  ibc cos  A  =  2  ic  (cos  A*  —  cos  A) ,  combinata 
cum  evolutione  expressionis  r  sin  (f  .  r'  cos  y'  —  r  cos  (p  .  r'  sin  y',  qua;  fit 
=  bc  sin  A,  suppeditat  formulam  sequentem  : 

(    {i/°-HÎ/V-^7fi:°{y  +  9') 

cosk*-co,k  =  -{q-q')pf»nkU-{i-,f''-i-J-f°)pp+hg'p{<l^q') 

Hinc  fit  porro,  usque  ad  quantitates  quinti  ordinis  , 

S.*-t^  =  -{q-q')p\+ilS'p{<i  +  q')  +  \h''[qq  +  qq'  +  q'q' 

\-hf°f''{7PP^Tl<l  +  ^^9l'  +  'J9'9') 
G>inbinando  hanc  formulam  cum  hac , 
«  ■ia  =  ap[i  —  1/° (pp  -hqq  +  qq'  ■+■  q'q'  —  etc.)], 

atque  cum  valoribus  quantitatum  a,  /3,  y  in  articulo  pr«cedente  allatis,  obti- 
nemus  usque  ad  quantitates  quinti  ordinis 

[il]       A*=:A-<Tl-h\h''(iqq—2qq'-hiq'q') 

l-^-rirfi^PP-iifç-hiiqq'-iiq'q') 

Per  operationes  prorsus  similes  evolvimus 

■h»^^^-^^,y-^^f"pp-i-^,g'p(^q-hq')\ 
[la]       B*=B-cr{+iA»(4^9-499'4-37Y) 

-ijfTi^pp-^^qç-^ç'+'^q'f')       ' 
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[i3J        C*=C-a  4-  lh°{iqq-^qq'  +  ^q'q') 

\-i-,Pr{^pp  +  ixqq-iqq'-^iq'q') 

Hinc  simul  deducîmus,  quum  summa  A*-hB*-+-C*  duobus  redis  spqualis  sit, 
excessum  summœ  A  -h  B  -h  C  supra  duos  angulos  rectos ,  puta 

Ha?c  ultima  œquatio  etiam  formulae  [6]  superslrui  poiuisset. 


XXVII. 

Si  superficies  curva  est  sphœra,  cujus  radius  ^R,  erit 

«  =  /3  =  7=_a/«'  =  ^,  /"=o,  ^'  =  o,  Gh^-ff^o,  5^6/."  =  ^. 

Hiuc  formula  [i4j  fit 

A  +  B-f-C  =  7t  +  ^, 

qu«Y  pra?cisione  absoluta  gaudet;  formulœ  [n],  [12],  [i3]  autem  suppeditant 
sive  aequo  exacte 


A*  =  A^A^-     " 


B*  =  B  -  ;4^  -       ' 


Neglectis  quantitatibus  quarti  ordinis ,  prodit  hinc  theorema  notum  a  clar. 
Legendre  primo  propositum. 
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XXVIII. 

Formulae  nostrae  générales,  rejectîs  lerminis  quarti  ordinis,  persimplîces 
evadunl ,  scilîcel 

A*  =  A-.-Vcr(a«4-    ^ -h    7), 

B*  =  B  — ^<j(    a-+-2i3-h    7), 

C*  =  C  — ^(j(   «-+-   134-27). 

Angulis  itaque  A ,  B,  C  in  superficie  non  sphaerica  reductiones  inaequales  appli- 
candae  sunt,  ut  mutatorum  sinus  lateribus  oppositis  fiant  proportionales.  In<T> 
qualitas ,  generaliter  loquendo ,  erit  tertii  ordinis;  at  si  superficies  parum  a 
sphaera  discrepat,  illa  ad  ordinem  altiorem  referenda  erit  :  in  triangulis  vel 
maximis  in  superficie  telluris,  quorum  quidem  angulos  dimetiri  licet,  difTe- 
rentia  semper  pro  insensibili  haberi  potest.  Ita  e.  g.  in  triangulo  maximo  inter 
ea ,  quîB  annis  prœcedentibus  dimcnsi  sumus ,  pu  ta  inter  puncta  Hohehagen  , 
Brocken,  luselsberg,  ubi  excessus  summae  angulorum  fuit  =  1 4'', 85348,  cal- 
culus  sequentes  reductiones  angulis  applicandas  prodidit  : 

Hohehagen —  49  9^113 

Brocken —  ^,gSio4 

Inselsberg —  4>95i3i. 

XXIX. 

Coronidis  causa ,  adhuc  comparationem  areœ  trianguli  in  superficie  curva 
cum  area  trianguli  rectilinei,  cujus  latera  sunt  a,  i,  c,  adjiciemus.  Aream  po- 
steriorem  denotabimus  per  d  *,  quœ  fi t  =  ^  ic  sin  A*=\ac  sin  B*  =  \ab  sin  C* . 

Habemus ,  usque  ad  quanti  ta  tes  ordinis  quarti , 

sin  A*  =  sin  A  —  —  a  cos  A  .  (  2  a  -f-  (3  -h  7  ) , 
sive  aîque  exacte, 

sin  A  ==  sin  A*  .  [1  -h  77^0  cos  A  .  (aa  4-  /3  -hy)]- 
Substituto  hoc  valore  in  formula  [9] ,  erit  usque  ad  quantitates  sexti  ordinis, 

i-h  ^oc['ibb  -h  icc  —  2ic  cos  A  ) 
<y  =  IftcsinA*.  {  -f-  77;  (3(3  ii  -f-  4cc  —  4  Ac  cos  A) 
4-  ,4t  y  (4  *^  -H  3  ce  —  4  *<?  cos  A  ) 
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sîvr  aeque  exacte, 

^  j       1  -f-  7n  a  (aa  -+-  2  Ji  -h  2  ce)  -f-  77-,  (3  (  2  aa  -h  W  -h  a  ec) 


7Y5  7(2aa-+-  2ii  -hoc) 
Pro  superficie  sphœrica  hœc  formula  sequenlem  induit  formam 

(j  =  <J*[H-  y-,  cx(aa  -+-  ii  -^  cc)]^ 

cujus  loco  etiam  sequentem  salva  eadem  praecisione  adoptari  posse  facile  confir- 
matur 


/~sia  A  .  sin  B  .  sin  C 
V  sin  A* .  sin  B*  .  sin  C*  ' 


Si  eadem  formula  triangulisin  superficie  curva  non  sphaerica  applicatur,  error, 
generaliter  loquendo,  erit  quinti  ordinis,  sed  insensibilis  in  omnibus  trîangulis, 
qualia  in  superficie  telluris  dimetirî  licet. 
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NOTES  DE  M.  LIOUVILLE. 


NOTE  I. 

Sur  les  courbes  à  double  courbure. 


1 .  Nous  aurions  beaucoup  à  ajouter  à  ce  que  Monge  a  donné  sur  les  courbes 
à  double  courbure.  Mais  comme  la  plupart  des  détails  dans  lesquels  nous  pour- 
rions entrer  concernant  ces  courbes  se  trouvent  déjà  consignés  dans  des 
ouvrages  très-répandus  et  ont  même  passé  dans  l'enseignement  ordinaire,  nous 
serons  très-bref  dans  ce  que  nous  allons  en  dire. 

Soit  mm  m  rn' . . .  une  courbe  quelconque.  Considérons-la  comme  remplacée 
par  un  polygone  infinitésimal  inscrit  qui  se  confondra  avec  elle  à  la  limite  : 
mm',  m'm\  ni'm  ^. . .  seront  les  côtés  successifs  de  ce  polygone.  Le  prolon- 
gement de  l'élément  mm!  ou  ds  donnera  la  tangente  en  m.  Rapportons  la 
courbe  à  trois  axes  rectangulaires  Oj:,  Oj^  Oz.  Soient  x^j^  z  les  coordonnées 
du  point  m,  et  j:  -h  dx^  y  -f-  dy^  z  -h  dz  celles  du  point  m'.  Les  projections 
de  ds  sur  les  trois  axes  seront  respectivement  dx^  dy^  dz.  En  nommant  donc 
a,  j3,  y  les  angles  de  ds  ou  de  la  tangente  en  m  avec  ces  axes,  on  aura 

(Ix  n         d.Y  fiz 

cosa  =  -r-»     cosp=-r-?     cosy=— : 
ds  ^         ds  '        ds 

de  plus 

ds  =  v^rfor'-f- tfy^*-f-c/-z*. 

Le  plan  mm' m!'  des  deux  éléments  consécutifs  mm',  m' m!'  est  le  plan  oscu- 
lateur  de  la  courbe  en  m  :  le  cercle  tracé  dans  ce  plan  et  qui  passe  par  les 
trois  points  m, m',  m",  ou  qui  a  avec  la  courbe  deux  éléments  communs,  est  le 
cercle  oscidateur^  son  rayon  est  le  rayon  de  la  première  courbure,  ou  sim- 
plement le  rayon  de  courbure  de  la  courbe.  Il  est  lié  à  l'angle  de  contingence, 
je  veux  dire  à  l'angle  que  font  entre  elles  les  deux  tangentes  consécutives 
obtenues  en  prolongeant  mm!  et  nini  ,  Il  est  clair  en  effet  qu'on  a 

pds  =  ds.     p=£^ 

de  étant  l'angle  de  contingence.  Pour  des  courbes  ayant  l'élément  ds  commun, 
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la  valeur  de  p  est,  comme  on  voit,  inversement  proportionnelle  à  Tangle  de 
contingence  de.  La  courbure,  au  contraire,  qui  se  mesure  naturellement  par  la 
valeur  inverse  du  rayon  de  courbure ,  ou  par  la  fraction 

i  — ^ 

p        ds 

est  directement  proportionnelle  à  de. 

Pour  former  la  valeur  de  <ie,  je  mène  par  l'origine  des  coordonnées  deux 
droites  OA,  OB  respectivement  parallèles  à  mm!  et  Tn!m\  et  de  plus  égales  entre 
elles  et  à  Tunité  de  longueur,  en  sorte  que  OA  =  OB  =  i .  L'angle  AOB  ou  de 
sera  mesuré  par  l'arc  de  cercle  AB  qu'on  peut  regarder  comme  une  petite  ligne 
droite.  Mais  les  coordonnées  des  deux  points  A  et  B  sont  évidemment 

cos  a,     cos  j3,     cos  y, 
et 

cos  a  -I-  <icos  a,     cos  (S  -h  dcos  jS,     cos  y  -f-  rfcos  y. 

On  a  donc 

de^  =  [dcos  a)'  -f-  (dcos  /3)*  ^-  (dcos  7)% 

et,  par  suite, 

fis 

P 


sj(d  cos  (xf  4-  (^cos  pY-\-  (dcos  y  y 

On  peut  donner  à  cette  expression  des  formes  très-diverses.   En  mettant 
pour  cos  a,  cos  /3,  cos  y  leurs  valeurs,  elle  devient 

ds 

P  = 


VKH4FFI)' 


et  se  réduit  à 


ds' 


ij(d'xy-h{d^xy'^{d'zY 


lorsqu'on  prend  s  pour  variable  indépendante,  c'est-à-dire  lorsqu'on  suppose  ds 
constante.  Plus  généralement,  et  quelle  que  soit  la  variable  indépendante,  on  a 


ds' 

P  = 


)J[dsd'x  —  dxd'sy  4-  [dsd^y  —  dfd'sY -h  (dsd'z  —  dzd\sy 

En  développant  la  quantité  sous  le  radical  et  observant  que  l'équation 

ds^  =  dx^  -h  dj^  -h  dz^ 
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donne 

dsd*s  =  dxd^x  -f-  dyd^y  -h  dzd^ z^ 

on  arrive  aisément  encore  à  cette  forme  nouvelle 

d^ 

^  ~"  >J{dxd^z  —  dzd'xY  -f-  [dzd'x  —  dxd^zy  4-  {dxd'x  —  dyd'xy 
ou 

_  (^^H-^r'-^^g')' 

~~  ^[dyd''z  —  dzd-'fY-\-{dzd^X'-dxdHy-Jt-{dxd^X^dxd^xY 
2.  On  peut  enfin  transformer  l'expression 

ds^ 

v/(r/cos  a)*  -f-  (rfcos  ^Y  -f-  (^cos  y)*  ' 

en  exprimant  les  trois  angles  oc,  |3,  y,  qui  sont  liés  entre  eux  par  Téquation 

cos'  a  -f-  cos*  j3  -f-  cos*  7  =  1, 
au  moyen  de  deux  angles  seulement.  Soit  en  effet 

cos  j3  =  sin  a  sin  ï  ,     cos  y  =  sin  a  cos  1 , 
et  Ton  trouvera  sans  peine 

(rfcosa)'  -f-  (rfcos|3)*-|-  (rfcosy)*  =  rfa*  4-  sin*a  A'% 
d'où 

^  ""  \Jd7}-\-sm'aLdi^ 

Cette  formule  peut  servir  à  trouver  généralement  les  courbes  pour  lesquelles 
la  valeur  du  rayon  de  courbure  p  est  une  fonction  donnée  de  ^.  En  effet, 
Téquation  des  courbes  cherchées  étant 

da^  4-  sin'  a  di^  =  —-  » 

P 

et  les  variables  a  et  i  pouvant  être  regardées  comme  des  fonctions  de  s  le  long 
de  chacune  de  ces  courbes ,  il  est  visible  qu'on  doit  prendre 

da  =  sin  <f  (s)  — » 

sin  a  di  =  cos  ?  (^)  —  » 

la  fonction  (f  {s)  étant  arbitraire.  En  particularisant  cette  fonction,  on  obtiendra 
aisément  des  courbes  diverses  qui  jouiront  toutes  de  la  propriété  demandée. 
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Ayant  en  effet  a  et  i  en  fonction  de  5,  on  en  conclura  en  fonction  de  la  même 
variable  les  valeurs  de  cosa,  cosjS,  cos  y,  par  suite  de  //r,  dy^  dz^  et  enfin 
de  x,  j  ,  z,  L^élimination  de  s  entre  les  trois  équations  qui  donnent  ^,  j,  ^, 
fournira  donc  les  équations  de  la  courbe  ou  plutôt  des  courbes  cherchées. 

3.  Nous  avons  donné  l'expression  du  rayon  p  du  cercle  osculateur.  On  peut 
désirer  aussi  de  connaître  les  cosinus  des  angles  que  ce  rayon  fait  avec  les  trois 
axes  Ox,  Oj,  Oz.  Or  si  Ton  prolonge  Télément  mrri  d'une  quantité  wln  égale 
à  Télément  suivant  ni  m  et  qu'on  joigne  nm'',  il  est  clair  que  la  direction 
de  nni'  prolongée  sera  à  la  limite  celle  du  rayon  du  cercle  osculateur.  D'ail- 
leurs nwl'  est  visiblement  parallèle  à  la  droite  AB  du  n°  i,  puisque  les  triangles 
AOB  et  nni  m  sont  tous  deux  isocèles  et  que  de  plus  OA  est  parallèle  à  nin^ 
OB  à  ni  ni'.  Les  cosinus  demandés,  que  nous  désignerons  par  cos  (p,  x), 
cos  (p ,  j),  cos  (p ,  z),  sont  donc  ceux  des  angles  que  la  droite  AB  fait  avec  les 
axes.  Mais  les  différences  des  coordonnées  de  même  nom  pour  les  points  A 
et  B  sont 

rfcosa,     rfcos/3,     rfcosy. 


On  a  donc 


/  »  d cos  a 

cos  (p,  X)  =  -^===^========z=.  •» 

sJ{dcos  a.y  +  (rfcos  P)'  ■+-  (^cos  7  j' 

/         V  f/cos6 

cos  (û,  y)  z=  ^  , 


cos  (p,  z) 


fi  cos  y 


^(cicosay  -h  (^cosp)'H-  (^0057)' 


ou  bien 

,  ,  d  cos  a  ,         .  d  cos  6  ,         .  d  cos  7 

LOS  (p,  X)  =  p  —^y         COS  (p,  j)  =  p  -^,         cos  (p,  z)  =  p  —^^ 

\.  L'équation  du  plan  osculateur  mrrini'  est  naturellement  de  la  forme 

A(x'-ar)-^B(y-j)  +  C(z'-r)  =  o, 

.r',  y\  z'  désignant  les  coordonnées  courantes;  et  la  condition  de  passer  par 
le  point  m',  ou  de  contenir  la  tangente  en  m,  donnera 

Adx  -f-  ^dj  -h  Cdz  =  0. 

Cette  équation  devra  même  subsister  en  augmentant  le  premier  membre  de  sa 
différentielle,  puisque  le  plan  osculateur  doit  aussi  contenir  la  tangente  au 
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point  w!  dont  les  coordonnées  sont  x  H-  dx^  y  -\-  dy  ^  z -\-  dz ^  ^Vl  lieu  de  x^y^  z 

Donc 

Arf»x  -f-  Brf'j  -+-  Q.d^z  =  o. 

De  là  on  conclut  aisément  que 

A  :  B:C  ::  dyd^z  —  dzd*y  :  dzd^x  —  dxd^z  :  dxd^y  —  dyd^x. 

L'équation  du  plan  osculateur  est  dès  lors 

(dyd'z  —  dzd^y)  (x'  —  x)'h  (dzd'x  —  dxd'z)  (f—y) 

-f-  (dxd^y  —  dyd^x)  (z'  —  z)  =  o. 

Les  cosinus  des  angles  A,  |ul,  v  que  ce  plan  fait  avec  les  trois  plans  coor- 
donnés, ou  qu'une  perpendiculaire  OL  à  ce  plan  fait  avec  les  trois  axes  Ot, 
O/,  Oz,  sont  aisés  à  obtenir.  Pour  en  simplifier  Texpression ,  on  se  rappellera 
que  la  somme  des  carrés  des  trois  quantités 

dyd^z  —  dzd^y^      dzd*x  —  dxd^z^      dxd^y — dyd^x 
est  égale  à 

7 

d'après  une  des  formules  du  n**  i  ;  et  Ton  trouvera 

ûidzd^x  —  dxd^z) 
cos^  =  ^-^ _ L, 

ùidxd^y  —  drd^x) 

COS  V  =  ^-^ ^^-TT-^ ^  : 

ds^ 

ou  bien  encore  on  prendra 

COS  A  = 


COSfZ  = 


COS  V 


V^L»  +  M'  -h  N» 
M 


sJU  -4-  M»  -f-  N» 
en  posant 

dyd^z  —  dzd'^y  =  L,     dzd^x  —  dxd^z  =  M,      dxd\y  —  dyd^  x  =  N. 
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Il  est  bon  d'observer  qu'on  a,  identiquement, 

cos  1  dx    -h  cos  [idy    -h  cos  v  dz    =  o , 

cos  X  rf*  x  -+-  cos  II  d*  z  -h  cos  V  d^y  =  o  , 
et,  par  suite, 

d  cos  X  dx  H-  d  cos  [xdy  -h  d  cos  v  dz  =  o. 

5.  L'angle  infiniment  petit  dm  compris  entre  deux  plans  osculateurs  consé- 
cutifs ou  entre  les  deux  droites  OL,  OL' perpendiculaires  à  ces  plans,  s'ob- 
tiendra ,  comme  l'angle  de  contingence  de ,  en  prenant  Oli  =  OL'  =  i ,  d'où 
résultera 


LL'     ou     dm  =  ^(dcos  À)*  -f-  (rfcos  (z)*  -h  (dcos  v)*. 

Si  la  courbe  mmfni'm" ,  .  .  était  plane,  on  aurait  dr,  =  o.Le  rapport  r  de  ds 
ai  drt  est  ce  qu'on  nomme  le  rayon  de  la  seconde  courbure  de  la  courbe,  ou  bien 
encore  le  rayon  de  Jlexion  ou  de  torsion.  Ce  rayon  est  ainsi  donné  par  la 
formule 

ds 


^{dcos  >)'  -i-  (r/cos  pt)'  -h  (^COS  v)' 

Ici,  comme  pour  le  rayon  p,  on  pourrait  exprimer  X,  |ui,  v  à  l'aide  de  deux 
angles  seulement,  à  cause  de  la  relation 

cos*  X  -h  cos*  p  -f-  cos*  V  =  I , 
qui  permet  de  faire 

cos  (JL  =  sin  X  sin  tar,     cos  v  =  sin  X  cos  ct, 

moyennant  quoi  on  a 

(dcos  X)'  -h  [dcos  fx)*  -h-  (dcos  v)*  =  dfX*  -f-  sin*  X  r/cy-, 

et,  pai  conséquent, 

_  ds 


y/dy  -+.  sin»  >  dm' 


Les  courbes  pour  lesquelles  la  valeur  du  rayon  de  torsion  est  une  fonction 
donnée  de  s  sont  fournies  par  l'équation 


ds^ 
rfX*-h  sin*  XrftJ*  =  —  ) 
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OÙ  l'on  prendra  pour  r la  fonction  donnée ,  et  que  l'on  traitera  comme  Féquation 
analogue 

dct.  -  -h  sin*  a  dp  =  — r 

P 

dont  nous  nous  sommes  occupés  ci-dessus.  On  aura  ainsi 

dl  =  sin  (f  (s)  —  y     sin  A  dxs  =  cos  <f  (s)  — > 

ç  (s)  désignant  ime  fonction  arbitraire  de  5.  Ces  formules  conduiront  aux  valeurs 
de  i  et  CT,  et,  par  suite,  de  cbsX,  cos(ij  cos  v,  exprimées  en  5.  Pour  avoir  x, 
jTj  z^  on  se  servira  ensuite  des  équations  identiques 

cos  X  ctr  -4-  cos  [idj  -h  cos  vdz  =  o , 
dcos'kdx  -h  dcos(idj  -\-  d  cos  vdz  =  0, 

qui ,  combinées  avec  la  formule 

dx^  4-  dj^  4-  dz^  =  ds*, 

donneront  les  valeurs  de  dx^  dy^  dz  sous  la  forme  f[s)  ds. 

6.  En  développant  les  valeurs  de  {dcos  X)*,  {dcos  ;/)',  (rfcos  v)*,  on  trouve 
sans  peine 

ds  {V  4-  M»  +•  N») 


r  = 


d'où 


\/(L'  4-  M»  4-  N>)  (£fL^  4-  rfM'  -+-  rfN»)  —  (LrfL  4-  Mc/M  -h  N/^N)»' 


^  (L'  4-M'4-N») 


V^(LrfM  — MrfL)'4-(NrfL  — LrfN)»4-(M«?N  — NrfM)'* 


Mais  on  a 

dL  =  djd^z  —  dzdy,   dM  =  dzd\v  —  dxd^  z^   dlS  =  dxd^y  —  dydr"  x. 

De  plus ,  il  est  aisé  de  s'assurer  que  les  trois  rapports 

LdU  —  Mdh       Ndh  —  Ld^       Md^  --ISdM 
dz  dy  dx 

sont  égaux  entre  eux  et  à  la  quantité 

dz  (d'xd'y  —  d'jd'x)  -h  dy  {d' zdKr  —  dxd'  z) 


dx(d^yd^z^d\zd\r). 
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Il  est  facile  d'en  conclure  qiie 

_  {dxd\y  —  dyd'x)'  +  [dzcr-x  —  dxd^zY  -h  {dy  dH  —  dzd\rY 

'   ^  dz[d'xd\Y  —  d^yd^x)  -f-  dr(d*zd'x  —  d\cd'z)  -h  dx  {d'y  dH  —  d^zd'y  )' 

valeur  qui  peut  s'écrire  aussi 

Tr  -4-  M'  -+-  N' 


hd'x-}-  nd\r  +  ÎNr/*3 
OU  encore 

ds'' 


p'{LdKz  4-  M  d'y  -h  "Sd'z) 


7.  Si  Ton  applique  les  formules  qui  donnent  les  rayons  p  et  /•  à  l'hélice 
tracée  sur  un  cylindre  droit  à  base  circulaire,  on  trouve  que  les  deux  cour- 
bures de  Thélice  sont  constantes,  ce  qui  du  reste  est  évident  à  priori.  Les 
valeurs  constantes  de  r  et  p  sont  d'ailleurs  quelconques,  et  on  les  rendra  égales 
à  des  quantités  données  en  disposant  du  rayon  de  la  base  du  cylindre  et  du  pas 
de  rhélice.  Réciproquement  il  est  visible  que  toute  courbe  dont  les  deux 
courbures  sont  constantes  ne  peut  être  qu'une  de  nos  hélices,  car  en  faisant 
coïncider  une  de  ces  hélices  avec  la  courbe  dans  trois  éléments  consécutifs  mm\ 
nim\  mm"'^  ainsi  qu'on  le  peut,  les  éléments  suivants  seront  tous  déterminés 
et  les  mêmes  pour  l'hélice  et  la  courbe  d'après  la  condition  de  constance  des 
deux  rayons.  M.  Puiseux  a  démontré  ce  même  théorème  analytiquement  en 
partant  des  formules  qui  donnent  r  et  p  et  en  cherchant  directement  la  courbe 
pour  laquelle  ces  deux  quantités  à  la  fois  sont  constantes.  Son  analyse  est 
élégante  et  offre  un  bon  exercice  de  calcul.  M.  Puiseux  prend  pour  variable 
indépendante  l'arc  s  de  la  courbe.  Il  a  donc  ces  deux  formules 

(0  p  = 


SJ[d'xj'  4-  [d'xf  -h  ^d'zY 

et 

'^'  '         f'[hd'x^^d'y-^^d'z)' 

dans  la  seconde  desquelles  nous  nous  souvenons  que 

L  =  djd^z  —  dzd'-j,      M  =  dzd'x  —  dxd^z,      N  =  dxd'y  —  djd\r. 

Le  problème  à  résoudre  consiste  à  intégrer  les  équations  (i)  et  (a),  dans  les- 
quelles p  et  r  sont  des  constantes,  et  auxquelles  il  faut  joindre  la  relation 

(3)  dx-hdy'-hdz^  =  ds\ 
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En  dillérciuiaut  cette  dernière  équation ,  nous  trouvons ,  à  causp  de  d^  s  ^.  o, 

(4)  dxd^x  '\-  dyd^'j  -f-  ffcd^  z  --  o. 

Do  l'équation  (i)  nous  tirons 

{d'^xY  -f-  (r/M  y  ^  (d'-zy-  =  1  ds', 
et  en  difierentiant, 

(5)  d'xd'x-i-d'jd'j  -^d^zd'z-^o. 
L'équation  (2)  nous  donne  ensuite 

Lrf'x  4-  MrfS  -f-  ^d^z  =  —  ds'  : 

r  0^ 

différentions  et  remarquons  que  l'on  a  identiquement 

dhd^X  -^  dM  d^y  4-  d^  d^z  —  o; 
Il  vient 

Ld'x-hMd'j-h^d'z   rrr  o, 

ou,  ce  qui  est  la  même  chose, 

(6)  Lidx  -r-  Mj^  -h  jNi  rf^  ==  o, 

eu  faisant 

L,  =  d'yd'z  —  d^zd'y,  M,  =  d^zd'x —  d'xd'z,  N,  =  d'xd'y  —  d'jd'x. 

Si  maintenant  nous  différentions  deux  fois  de  suite  l'équation  (4)?  nous 
trouverons,  en  ayant  égard  à  Téquation  (5), 

dxd^  X  -h  drd''^  -4-  dzd^ z  ^=  o, 

et  de  cette  dernière,  jointe  à  Téquation  (4)5  nous  conclurons  facilement 

dx         fÏY         dz 

Nous  pouvons  donc,  dans  Téquatiou   (6),  remplacer  r/x,  dy^   dz  par  les 
quantités  proportionnelles  L,,  M,,  Ni  :  il  nous  vient  de  celle  façon 

ei ,  par  conséquent , 

(7)  L,  —  o,     M,  ^  o,     IN,  i^  o. 

Les  expressions  désignées  par  L,,  Mi,  INi  étant  des  différentielles  exacies, 
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on  peut  intëgrer  immédiatement  les  équations  (7)  5  on  trouve  ainsi 

/  d'^ydU  —  d^zd^j  =fds\ 

(8)  l^d^zd'^x  —  d^xd^z^gds^ 
\  d'^xd^y  —  d^yd'x  =  hds\ 

/",  g^  h  désignant  trois  constantes  arbitraires. 

Si  maintenant  nous  ajoutons  les  trois  équations  (8),  après  les  avoir  multi- 
pliées respectivement  par  d^  Xy  d^y^  rf*  z,  il  nous  viendra,  en  divisant  par  ds^^ 

Jd'^x  -^-  gd^y  -f-  hd^  z  =  o, 

et  en  intégrant,  et  nommant  h  une  constante, 

(9)  fdx  -f-  gdy  -\-  hdz  =•  kds. 
Faisons 

/  g  ft 

=  COS  W,,  =  COS  W,,  ■  =:  =  COS  W3, 

yJ/'-^g'^'^'  s/T^ryTh'  s//'-hg'-^h^ 

et  Féquation  (9)  pourra  s'écrire 

,      .  dx  dy  dz  k 

(10  -r  coswi  -f--f-cos  w,  -j-  —  COS  Wj  =    ,  * 

^     '  ds  ^        ds  ^       ds  '        ^p^g^^h} 

Sous  cette  forme  elle  exprime  que  toutes  les  tangentes  à  la  courbe  cherchée 
font  des  angles  égaux  avec  une  même  droite,  et  cette  droite  est  celle  qui  fait 
avec  les  axes  des  coordonnées  les  angles  gi)i,  cd|,  0)3. 

Pour  simplifier,  nous  pouvons  prendre  maintenant  l'axe  des  z  parallèle  à 
celte  droite  :  nous  aurons  alors 

dz  _  k  _ 

^'"^  sjf'-^g'-^h'"  ' 

en  nommant  o)  Tangle  constant  que  font  avec  cet  axe  les  tangentes  à  la  courbe 
cherchée. 
De  cette  équation  nous  tirons  J*z  =  o,  ce  qui  montre  que  Ton  peut  prendre  z 

dz 
pour  variable  indépendante,  eids=^ Substituons  cette  valeur  dans  l'équa- 
tion (3)5  elle  devient 

dx*  -h  dy*  =  dz^  tang*  w, 
d'où  Ton  tire 

dy  =  sjdz^  tang*  w  —  Jx*, 
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et  en  différentiant , 

„  dxd^x 


Portons  dans  Féquation  (i)  les  valeurs  de  ds^  d*  z  et  d"y\  elle  devient,  après 
les  réductions, 

p*  (rf* x)*  sin'  Cl)  cos*  0)  =  dz^  tang'  o)  —  dx*^  dz-  : 

on  en  tire 

dx 
p  sin  o>>  cos  ^^  -f 


dz  = 


et  en  intégrant  et  nommant  c  une  constante, 

flx 

z  —  c  =  db  p  sin  w  cos  ci) .  arc  sin  -; 

'  dz  tang  (•> 

On  tire  de  cette  équation 

dx  =  ±  dz  tane  o)  sin  — : ? 

^  p  sm  u  cos  (*> 

et,  par  conséquent, 

(il)  x  —  a  =  ±:  p  sin'  ci)  cos  — : > 

^     '  «^  psinucos&> 

a  étant  une  constante. 

D'un  autre  côté,  l'équation 


dj=  \Jdz^  ung*  0)  —  r/r* 
devient 

dy  =  ±  dz  tang  w  cos 


— : » 

p  sm  w  cos  w 


et  il  en  résulte ,  b  désignant  une  nouvelle  constante, 


z  —  c 


(it)  y  —  b  =  ±  p  sin*  w  sin  — r 

^     '  ^  '  psinwcoso 

Les  équations  (ii)  et  (iii),  d'où  l'on  déduit  encore  celle-ci 

(x  — tf)'-f-  {y  —  by  =  jD*sin*  0), 

appartiennent  à  une  hélice  tracée  sur  un  cylindre  droit  dont  les  génératrices 
sont  parallèles  à  Taxe  des  z,  et  dont  le  rayon  est  p  sin*  w. 

Ainsi  l'hélice  est  la  seule  courbe  dont  la  première  et  la  seconde  courbure 
soient  à  la  fois  constantes. 
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8.  M.  Bertrand  est  parvenu  par  des  considérations  géométriques  à  un  autre 
théorème  plus  général  et  très-remarquable,  savoir,  que  Tliélice  tracée  sur  un 
cylindre  quelconque  est  la  seule  courbe  pour  laquelle  le  rapport  des  rayons  p 
et  r  de  courbure  et  de  torsion  soit  constant.  La  méthode  de  M.  Puiseux  ne  paraît 
pas  se  prêter  à  la  démonstration  de  ce  nouveau  théorème ,  et  c'est  là  une  imper- 
fection véritable.  On  doit  naturellement  désirer  de  voir  sortir  des  mêmes  for- 
mules analytiques  deux  théorèmes  liés  de  si  près  l'un  à  l'autre.  M.  Serret  a 
réussi  à  les  embrasser,  en  efîet,  dans  une  même  analyse,  et  je  ferai  plaisir  à 
'nos  lecteurs,  en  transcrivant  ici  la  Lettre  encore  inédite  qu'il  a  bien  voulu 
m'écrire  à  ce  sujet.  M.  Serret  a  fait  usage  de  certaines  variables  qu'il  avait  déjà 
employées  au  tome  XIII  du  Journal  de  Mathématiques  y  pour  résoudre  le  pro- 
blème suivant  :  x,  j^,  z  ^s  étant  quatre  fonctions  d'une  variable  indépendante  B 
assujetties  à  vérifier  l'équation 

dx'-  ^  dj'  -^  dz' =  ds\ 

exprimer  sous  forme  finie,  et  sans  aucun  signe  d'intégration,  les  valeurs  géné- 
rales de  ces  fonctions.  La  solution  de  ce  problème  conduit,  par  exemple,  à 
trouver  des  courbes  à  double  courbure  qui  soient  à  la  fois  algébriques  et  recti- 
fiables  algébriquement,  ou  dont  l'arc  dépende  d'une  transcendante  donnée.  Le 
problème  analogue  pour  les  courbes  planes  dépend  de  l'équation  plus  simple 

dx^  -h  ^  *  =  ds\ 
et  se  résout,  comme  on  sait,  par  les  formules 

x-  =  f  (9)sin0-hf'(ô)cos0, 
j  ==f  (0)cos0  — ^"(0)sin0, 

où  la  fonction  ^  est  arbitraire.  Les  formules  de  M.  Serret  pour  l'équation 

dx'  ^  dy'  ^  dz'  z:^  rf.v-, 

sont  beaucoup  plus  compliquées,  et,  partant,  beaucoup  moins  utiles.  JNous  atta- 
chons, au  contraire,  une  grande  importance  aux  résultats  nouveaux  contenus 
dans  la  Lettre  dont  nous  venons  de  parler,  et  dont  voici  le  texte  : 

«  Le  système  particulier  de  variables  dont  j'ai  fait  usage  au  tome  XIll  de 
»  votre  Journal ,  pour  obtenir  sous  forme  finie  ,  et  sans  aucun  signe  d'intégra- 
»   lion  ,  la  solution  générale  de  l'équation 

dx-  -{-  dy"  -h  dz-  =:  ds  - . 
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»  OÙ  .r,  j,  z,  s  désignent  quatre  fonctions  d'une  même  variable  indépen- 

»  dante  0,  peut  servir  à  simplifier  considérablement  l'intégration  de  quelques 

»  équations  différentielles  exprimant  diverses  propriétés  relatives  à  la  courbure 

»  ou  à  la  torsion  des  courbes  à  double  courbure ,  ou,  comme  on  dit  aussi ,  des 

»  courbes  gauches. 

»   Soient  X  ^j^  z  des  coordonnées  rectangulaires.  On  peut  représenter  le  plan 

»  osculateur  d'une  courbe  gauche  par  Téquation 

z  =  px-^qj  —  u, 

))  p^  q^  M.étant  des  fonctions  d'un  paramètre  indéterminé  6,  et  la  courbe  elle- 
))  même  sera  représentée  par  le  système  des  trois  équations 

iz=px-^qy  —  u, 
o  z=  xdp  -+-  j  dq  —  du  5 
o  z-=z  xd^  p  -h  j  d^  q  —  ^*  // , 

»  dont  les  deux  dernières  s'obtiennent  en  différentiant  la  première  par  rapport 
»   au  paramètre  B ,  que  nous  prenons  pour  variable  indépendante. 

»  La  substitution  des  variables  /?,  q^  u  aux  coordonnées  :r,  j,  z,  simplifie 
»  notablement  les  formules  de  la  théorie  de  la  courbure  des  courbes  gauches  ^ 
»  il  arrive  que  quelques-unes  de  ces  formules  ne  contiennent  plus  que  deux  des 
))   trois  variables  p,  ly,  m  ,  circonstance  dont  nous  profiterons  plus  loin. 

»   Des  équations  (i)  on  tire 

dq  d^  u  —  dud^g 
dq  d^p  —  dp  d  ^  q 

{'2)  /       du  d^p  —  dp  d^it 

^'^^  ~  dqd'p  -^dpd'q' 

z  =^px-hqj  —  u; 

»  en  combinant  les  équations  (i)  avec  celles  qu'on  en  déduit  par  la  différeu- 
))   tiation ,  on  obtient 

idz  =^  pdx  -{-  q  dj^ 
dp  dx  -hdqdf=iO, 
d^ pdx  -h  d^ q dy  =  d^  u  —  xd^ p  —  juP q  5 

))  d'où  l'on  tire,  en  faisant,  pour  abréger, 


(4)  H  = 


d^u  —  xd^  p  —  X  d^  q 
dqd^p  —  dpd^  q 
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(5)  Uj=-Hdp, 

\dz  =nipda  — 


{pdq  —  qdp)\ 


»  €t  si  ds  désigne  la  diffërenlielle  de  Tare ,  c'est-à-dire  sldx^-\-dy^-\-dz^^  on  a 


(6)  ds  =  U)/dp'-^dq'-h(pd(f  —  (/dpy. 

»   Plan  oscidateur  et  angle  de  torsion.  Comme  l'équation 

z  =  px  -\-  qy  —  u 

»  est  celle  du  plan  osculateur  de  la  courbe  représentée  parles  équations  (  i  ) , 
»  si  Ton  désigne  par  A ,  fx,  v  les  angles  formés  par  la  normale  à  ce  plan  avec  les 
»  axes  coordonnés ,  on  a 

COSA: 


v/i-H/?'-h7'' 


(7)  l      COSfX  = 


COSV 


I 


»  d'où  Ton  tire 


(8) 


\j  pqdp—(l  +  p'')dq 


dcosv  = 


1"' 


))  cl  si  rfyj  désigne  l'angle  de  torsion,  c'est-à-dire  y(rfcosX)'-f-  (dcos^)*-\-  (r/cosf)*. 
»   on  a 


^  s/dp^-^dq^-h{pdq--qdpy 

»  ïangente  et  angle  de  contingence.  On  peut  considérer  les  deux  premières 
»  des  équations  (i)  comme  appartenant  à  la  tangente  de  la  courbe  représentée 
»   par  les  trois  équations  (i).  Si  «,  S,  y  désignent  les  angles  que  fait  cette 
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»  tangente  avec  les  axes,  on  a 


dx  ^        dy  dz 

cosa  =  — -5     cos6  =  ^)     cosy=— ' 
ds  ^     ds  '         ds 

»  et,  par  conséquent,  à  cause  des  équations  (5)  ei  (6) , 

du 


(.o) 


cos  a 


coso  = 


cos  y  = 


s/dp*  -h  dq^  -^[pdp'-q dpY  ' 

-dp 
sjdp^  -h  dq'^  +  [p  dq  —  q  dpY  ' 

/></?  —  gdp 

\Ulp'  -{-dq^-h  (pdq  —  q  dp)'  ' 


»  d'où  Ton  tire 


(^0 


^^cosa  =  by  ^y  --  (i  -f- 7')^^/>] [dq d'p  -  r/^ r^^ g]  ^ 

[dp'  +  rfy'  H-  (/.rf^  -  7r//^)'y 
Irfcosê  =  [Pgdp-{l-hp')dq]{dqd^p-dpd^q)  ^ 

[dp'  -+-  dq'  -h  (/>  ^/^  —  q  dpY  Y 

j  ^.Qg      _  —{Pdp'i-qdq)(dq  d'p  ^dpd'q) 
[dp'  ^dq'-^ipdq-q  dpVf 

»  Si  rfe  désigne  l'angle  de  contingence,  c'est-à-dire 


»  on  a 


dz  = 


\l[d  cos  olY  -h  (rfcos6)*-f-  (rfcosy)*, 

dq  d'p  —  dpd^ q 


dp'  -H  dq'  -h  \p dq  —  q  dp) 

»  Des  équations  (8),  (9),  (ii)  et  (12),  on  déduit 
(.3) 


.  Ji+p'-^q' 


d  ces  \        d  cos  f* d  cos  v r/»; 

^cosa        rfcosS        dcosy        dt 


»  d'où  l'on  conclut  ce  théorème,  qui  nous  sera  utile,  et  dont  on  peut  donner 
))  une  démonstration  géométrique  fort  simple  : 

»  Théorîsme  *  Si  a  et^  désignent  les  angles  formés  avec  une  droite  D  par 
»   la  tang^ite  et  par  l'axe  du  plan  osculateur  en  un  point  M  d'une  courbe 

7* 
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»   quelconque,  le  rapport 

d  cos  \ 


•■  r/cosa 

»  sera  le  ii\ême^^  quelle -que  soit  la  droite  D^et  sa  valeur  sera  égale  au  rapport 
))  rie  laseconde  courbure  à  la  première. 

•   »  Je  passe  maintenant  aux  applications  des  formules  qui  précèdent. 

»   Problème  I.    Troui^er  les  courbes  dans  lesquelles  les  deuj^  courbwes  ont 
»  en  chaque  point  un  rapport  constant  h, 

»   En  vertu  des  équations  (9)  et  (12) ,  réquation 

dn  —  kde  ^  o, 

))  dont  dépend  ce  problème ,  ne  contient  que  les  deux  variables  /;  et  q  avec  leurs 
»  dillérentielles  des  deux  premiers  ordres;  et,  d'après  ce  qui  précède,  on  peut 
»  lui  donn(M'  l'une  des  trois  formes  suivantes  : 

d  cos  X  —  kd  cos  a  =z  o , 
d  cos  ix  —  kd  cos  S  =  o , 
d  cos  V  —  kd  cos  y  =  o^ 

»  d'où  il  suit  que  les  trois  quantités 

cos  X  —  k  cos  a , 
cos  (i  —  k  cos  ê , 
cos  V  —  k  cos  y , 

»  sont  constantes  :  d'ailleurs,  il  est  évident  que  la  somme  de  leurs  carrés  est 
»  égale  à  i -^  A  ^  Si  donc  X',  fx',  v'  désignent  les  angles  formés  avec  les  axes 
»  par  une  droite  fixe  arbitraire ,  on  pourra  poser 


cos  X  —  k  cos  a  =  y/i  4-  k^  cos  X', 


w   ou 


cos  IX  —  k  cos  5  =  \/i  H-  A*  cos  fx', 
cos  V  —  k  cos  y  =  v^i  -i-  A*  cos  v', 

i  cos  X  —  V I  -f-  A*  cos  W  =  k  cos  a , 

{l4)  COS/Jl y/l  -f-  A*  COS(Jl'=  AcOSD, 

f  cos  V  —  v^i-f-  A*  COS  v'  =.  A  COS  y  5 
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»  l'une  de  ces  trois  équations  (i4)  est  une  conséquence  des  deux  autres,  et  si 
M  l'on  imagine  que  les  cosinus  des  angles  a ,  6 ,  y,  A  ,  ^jl  ,  v  soient  remplacés  par  • 
))  leurs  valeurs ,  elles  ne  contiendront  que  lês.difl'érentielles  du  premier  ordre  dp 
»  et  dq  \  on  peut  donc  considérer  deux  des  équations  (i  4)  comme  deux  intégrales 
»  premières  de  Téquation  difFérenlielle  du  deuxième  ordre 

(.5)  ^:=A. 

M  et ,  par  conséquent ,  on  aura  l'intégrale  seconde  de  celte  dernière  équation , 

>»  en  éliminant  dp  et  dq  des  équations  (i4)î  d'ailleurs,  ces  ditierentielles  n'en- 

»  trent  que  dans  les  expressions  de  cos  a ,  cos  6  et  cos  y,  on  les  éliminera 

»  donc  en  ajoutant  les  équations  (i4)  après  les  avoir  élevé^s  au  carré  :  il  vient 

»  ainsi 

(i6)  cos  X  cos  A' -f- cos/:/ cos  fz' -f- cos  V  cos  v' =--:::==  : 


))  cette  équation  (i6)  est  l'intégrale  générale  de  l'équatioa  (i5)^  elle  exprime 
))  que  l'axe  du  plan  osculateur  de  la  courbe  cherchée  fait  avec  une  droite  fixe  un 

»   angle  constant  dont  le  cosinus  a  pour  valeur  -  On  peut  prendre  «ettc 

»  droite  fixe  pouraxe  des  z ,  et  Té^juation  (i6)  devient 

(17)  cosv  = 

»  La  dernière  des  équations  (i4)  donne  alors 

—  k 
cos  y 


sh  +  k-^ 

»  ce  qui  montre  que  la  tangente  à  la  courbe  cherchée  fait ,  avec  Taxe  des  z ,  un 
»  angle  constant^  c'est  donc  une  hélice  tracée  sur  un  cylindre  dont  la  section 
))  droite  est,  comme  on  va  voir,  une  courbe  arbitraire. 

M  En  remplaçant  cos  V  par  sa  valeur  tirée  de  Tcquation  (7},  l'équation  (17) 
»  devient 

»  on  peut  donc  prendre 

(18)  p3=rfccos0,     9  =  A'sin6, 

71. 
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))  ei  réquaiîon  du  plan  osculaleur  de  la  courbe  cherchée  sera 

(19)  z  =:k{x  cosO -^y  sinO)  —  u. 

»  Enjoignant  à  cette  équation  (19)  ses  deux  premières  dérivées  par  rapport 
»  à  0,  on  aur^  les  trois  équations  de  la  courbe ,  savoir 

z  =  k[a: eos 0  -hj  sin 9)  —  w , 
('..o)  ,o  =  k{—xsm9^jcos6)  —  -^^. 

o=:k(—xcose  —  j  sin  Q)—-^, 

»  et  comme  la  fonction  u  demeure  arbitraire,  on  peut  considérer  aussi  comme 
»  arbitraire  la  projection  de  la  courbe  sur  le  plan  des  xy, 

»   Problème  H.    Trouver  la  courbe  dans  chacun  des  points  dr.  laquelle  la 
»  courbure  et  la  torsion  ont  des  valeurs  constantes. 

>)  La  courbe  que  nous  cherchons  est  représentée  par  les  équations  (20) ,  et  il 

»  n'y  a  plus  qu'à  déterminer  la  fonction  u  par  la  condition  que  le  rayon  do  • 

ds 
»  courbure  —  ait  une  valeur  constante  p.  Or,  en  vertu  des  équations  (18) ,  les 

»  équations  (6)  et  (12)  donnent 

de:^     ' de, 

))  on  aura  donc ,  pour  déterminer  la  fonction  u , 

d^  u       du ,    /p 

dF  '^dô'^  i  -f-^'  ' 


))  dont  l'intégrale  générale  est 


u  = 


kp 


-9  -hkx'  cos9-h  ky' sin 9  —  2', 


»  en  désignant  par  x',  ^',  z'  trois  constantes  arbitraires  \  le  plan  osculateur  de 
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»  la  courbe  cherchée  a  donc  po«r  équation 

z  -  z'=  k[{x  ~x')  cosO  -^  (y  -y')  sine]-  ~^—e, 

»  OU,  plus  simplement,  en  irausportanl  Torigme  au  point  (.r',  >',  z')^  et 
))  faisant ,  pour  abréger, 

z  t::!  k  (x  cos  5  -|-  j'  sin  6  )  —  g9. 
»  Les  équations  de  la  courbe  seront  donc 

iz  =:  k  (.r  cos  0  -f-  j  suiO)  —  g9^ 
o  -  -  A-  (  —  X  sin  0  -h  j  cosO)  —  g^ 
G  =  X  cos  9  -4-  7  sin  9. 

»   En  éliminant  9  de  ces  équations  (21) ,  on  obtient  les  deux  suivantes  : 

ff  z 

i  )  =  1  cos  -  5 

^        g' 

»  qui  sont  celles  de  Thélice  ordinaire. 

»  L'hélice  est  donc  la  seule  courbe  dont  les  deux  courbures  sont  constantes. 
«  On  peut  se  proposer  de  trouver  les  courbes  gauches  dont  Tune  des  deux  cour- 
»  bures  seulement  est  constante.  Mes  formules  donnent  une  solution  très-simple 
>>  de  ces  deux  problèmes. 

»   Problème  III,    Trouver  les  courbes  dont  le  rayon  de  torsion  ~-  a  une 

(In 

»  valeur  constante  r. 

»  Les  équations  (5)  et  (6)  donnent 

ds  dx  dy     dz 


s/dp'  H-  dq^  +  [p  dq  —  q  dp)'  '^  "  ^^P         P  '^'i  "  7  '^/^ 

»   on  a  ,  de  plus,  par  hypothèse,  ds  =  r  dv)^  ou,  à  cause  de  Téquation  (9), 

ds  =  r  y/t/y^^  -f-  d^-\-  p  dq  ->-  ^q  dp}'  ^ 
l-hp'-^q' 
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U,JU 

,+p' 

-h  y' 

dy  = 

— 

dp 

f  +  p' 

-hq' 

dz^ 

j.P'^1- 

-qdp 

I  4-/»' 

+  9' 

M  d'où  il  suit  que 


(.3) 


))   (]es  équations  fournissent  la  solution  du  problème  proposé.  On  doit  y  consi- 
»  dérer  p  ex.  q  comme  des  fonctions  arbitraires  d'une  variable  B\  on  peut  aussi 
,  »  prendre  pour  variable   indépendante  Tune  des  deux  quantités  p  et  9,  ou 
»  même  Tune  des  trois  coordonnées  x,  j  ,  ^. 

»  Prenons  z^  par  exemple,  pour  variable  indépendante,  et  posons 

^  =  ?{-), 

))   f  désignant  une  fonction  arbitraire-,  on  déduit  de  là  *      ' 

»  V\u  combinant  cette  dernière  avec  la  troisième  des  équations  (^3),  on  obtient 

i  -\-  p^-\-  q-  , ,    . 

»  on  peut  ainsi  exprimer  p  etq  en  fonction  de  z ,  de  la  manière  suivante  : 

p  =  ~ —         ■■   -  -t     q  =  ^     ^  ^ 

»)  et  les  deux  premières  des  équations  (23)  donnent,  sans  peine, 


»   Problème  IV.    Troux^er  les  courbes  dont  le  rayon  de  courbure  -•  a  une 

dt 

valeur  constante  p. 

»  On  obtiendra  les  équations  de  la  courbe  cherchée ,  en  remplaçant  /•  par 
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^)   pf—  dans  les  ëqualions  (^S),  il  vient  ainsi 


(24)     Mr  =  — p — - — ^—^ j^/i  ^p'^frip.^ 

[dp'-hdq^-i-ipdq —  qdp]r-Y 

dz  =r=  p ^ — IZLfJUi _  y^i  ^  ^;*  -f-^*  (pdq  —  q dp). 

\  [dp^^drp-^{pdq--qdpYf 

»  Ces  équations  fournissent  la  solution  du  problème  proposé,  en  considérant 
»  Tune  des  quantités  p  oxxq  comme  une  fonction  arbitraire  de  l'i^utre;  elles 
»  prennent  une  forme  plus  simple ,  si ,  désignant  par  9  la  variable  indépendante , 
»  et  par  (f  (6)  une  fonction  arbitraire,  on  pose 


»  il  vient  ainsi 


p  =z<p'(e)cos9-i-ç(^)sin9, 
<7  =  (p'(9)  sini9  — (})(e)cos0; 


'  dx=.p^'-^''\^\\nBdB, 


(iH-?')' 


(25)  Uy  =-  pi'-^^^-cosQ  dO, 


dz^  ^  i — ^(fdO. 

))  Les  exemples  que  j'ai  développés  suffisent,  sans  qu'il  soit  nécessaire  d'en- 
»  trer  dans  de  plus  grands  détails,  pour  montrer  l'avantage  d'introduire  en 
»  Géométrie  le  système  de  variables  dont  j'ai  fait  usage.  » 

9.  Dans  tout  ce  qui  précède ,  il  n'a  été  question  que  de  la  courbure  ou  de  la 
torsion  absolue  des  courbes,  résultant  de  leur  écart  plus  ou  moins  rapide  à  leur 
tailgente  ou  à  leur  plan  osculateur.  En  supposant  les  éléments  fiin^  rip^  etc., 
d'une  courbe  mnpy  tous  égaux  entre  eux  et  à  Tunité  de  longueur,  on  a  une  re- 
prfeentalion  géométrique  simple  de  la  valeur  et  (pour  ainsi  parler)  de  la  direc- 
tion de  la  courbure  de  mnp^  dans  le  voisinage  du  point  m,  en  prolongeant  mn 
tf une  quantité  nt  =  mn  et  tirant  tp,  La  droite  tp^  écart  naissant  de  la  courbe 
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à  sa  tangente ,  exprime  la  courbure  demandée.  Mais  il  ne  s'agit  là ,  je  le  répète^ 
que  de  la  courbure  absolue^  et  on  pourrait  aussi  considérer  des  courbures  ou 
déviations  relawes.  Deux  courtes  ayant  un  élément  ds  commun,  les  deiix  élé- 
ments qui  suivent  ds  sur  ces  courbes  respectives  forment  un  angle  infiniment 
petit  rfy,  que  nous  nommerons  l'angle  de  contingence  relatif;  et  le  rapport  de  d-u 
h  ds  mesurera  la  courbure  ou  la  déviation  relatwe  des  deux  courbes.  Le  rapport 
inverse  sera  la  valeur  de  ce  qu'on  appellera,  par  analogie,  le  rayon  de  la 
courbure  ou  de  la  déviation  relative. 

Considérons ,  pour  fixer  les  idées ,  nos  deux  courbes  comme  composées  d'élé- 
ments tous  égaux  entre  eux,  et  prenons  pour  unité  la  longueur  commune  <iv 
de  ces  éléments.  Soit  mnp  l'une  des  deux  courbes ,  dont  um^  np^  etc.,  sont  les 
éléments  successifs  5  soit ///«^  l'autre  courbe,  aux  éléments  mn^  nq^  etc.  5  et 
tirons  pq  :  cette  droite  pq  mesurera  la  courbure  ou  déviation  relative  de  la 
courbe  mnq  par  rapport  à  miip\  et  nous  dirons  qu'elle  la  mesure  en  grandeur 
et  en  direction ,  ce  qui  nous  conduira  à  regarder  comme  égale  et  contraire  à  la 
courbure  de  mnq  relativement  à  mnp^  la  courbure  de  mnp  relativement  à  mnq^ 
mesurée  par  la  droite  qp^  égale  à  pq^  mais  de  direcliou  opposée.  On  pourra 
même  établir  entre  les  courbures  relatwes  de  plusieurs  courbes  qui  se  touchent 
en  un  point  m  des  lois  de  composition  analogues  à  celles  des- forces -,  et  aussi 
introduire  en  Mécanique  la  notion  des  forces  centrifuges  relativ^es ,  liées  aux 
courbures  relatives  comme  la  force  centrifuge  ordinaire  l'est  à  la  courbure 
absolue. 

En  y  réfléchissant,  le  lecteur  verra  qu'on  peut  tirer  un  grand  parti  de  ces 
idées  générales,  sur  lesquelles  nous  ne  voulons  pas  insister  ici.  Bornons- nous 
à  signaler  parmi  les  courbures  relatives,  celle  d'ime  courbe  tracée  sur  une 
surface,  par  rapport  à  la  ligne  géodésique  tangente.  J'ai  proposé  pour  la 
désigner  le  nom  expressif  de  courbure  géodésique,  que  M.  Bonnet  a  bien  voulu 
adopter  dans  un  Mémoire  remarquable  inséré  au  XXXIP  cahier  du  Journal  de 
r Ecole  Polytechnique. 
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NOTE  IL 

Expressions  diverses  de  la  distance  de  deux  points  infiniment 
voisins  et  de  la  courbure  géodésique  des  lignes  sur  une 
surface. 


i  .  On  a  pu  voir  dans  le  Mémoire  de  M.  (xauss ,  qui  fait  partie  de  ce  volume , 
comment  la  distance  de  deux  points  infiniment  voisins  situés  sur  une  surface 
donnée  s'exprime  en  fonction  de  deux  variables  li ,  i',  au  moyen  desquelles  on 
détermine  la  position  de  chaque  point  m  ou  (u,  i^)  sur  la  surface.  Soit  ds  la 
distance  des  deux  points  infiniment  voisins  (u^u)  vt  (u  -\-  riu^  i'  -f-  rlu).  On  a 

ris'  =  Edu'  -h  ^Fdudu^Grli^', 

E,  F,  G  désignant  des  fonctions  de  u  et  v'  dont  la  signification  géométrique  est 
facile  à  trouver,  en  considérant  les  deux  systèmes  de  lignes  qui  satisfont  aux 
équations  respectives  u  =  constante  et  i'  =  constante.  Désignons  ces  lignes 
par  (u)  et  (v').  Entre  les  quatre  lignes  (m),  (t'),  (u-f-rf//),  (^^-hrf^')  se  trouve 
compris  un  parallélogramme  infinitésimal  dont  ds  est  la  diagonale,  et  dont  les 
côtés  di,,  £&„  dirigés  le  premier  suivant  la  ligne  {i^)  où  u  varie  seule,  le  second 
suivant  la  ligne  (u)  où  ^  varie  seule,  ont  pour  expressions 

dsi  =  ^\ .  du ,      dSi  =  v^  .  d%^. 


L  angle  ot) 

compris  entre  rlsi 

et  ds^ 

est  donné  par 

la  formule 

COS  0) 

F 
V/EG 

On  a  encore 

sin/ 
sin  (o 

"^  ris 

\ 

i'  È .  du 
ds 

et 

sin  [(a  — 

/)        ds^        sfOr/v 

siD6> 

ds              ris 

I*  représentant  l'angle  que  d§  fait  avec  rf-Vj.  Il  est  inutile  d'ajouter  que  Tangle 
de  ds  avec  ds^  est  o)  —  /. 

72 


Digitized  by 


Google 


Quand  les  deux  systèmes  [u)  et  (i^)  sont  orthogonaux,  les  formules  se  sim- 
pli tient  :  on  a  alors 

cos  w  r=  o  ,     d'où     F  =  ()  , 


et ,  par  suite , 
puis 

conséquemment 


S'Y.. au  .       ^G  ds* 

SJn  I  =: ; î        cos  l  = 9 

ds  dx 


\^E.du 
tang  /  =  —_^ 

Une  simplification  nouvelle  aura  lieu  si  Ton  réduit  à  l'unité  un  des  coeffi- 
cients E,  G.  Cette  réduction  s'effectue,  du  reste,  sans  que  la  formule  pour  <7.ç' 
cesse  de  convenir  à  une  surface  quelconque.  Supposons  ,  en  effet,  que  l'équa- 
tion i*  =  constante  soit  celle  des  lignes  géodésiques  qu'on  peut  tracer  sur  la 
surface  à  partir  d'un  point  O  et  dans  toutes  les  directions  possibles ,  ou  bien 
encore  celle  des  lignes  géodésiques  qu'on  peut  mener  par  les  divers  points  d'une 
courbe  AB  avec  une  direction  initiale  normale  à  cette  courbe;  admettons,  en 
outre,  que  u  désigne  dans  le  premier  cas  la  plus  courte  distance  (sur  la  sur- 
face) de  chaque  point  m  au  point  O,  et  de  même,  dans  le  second  cas,  la  plus 
courte  distance  de  chaque  point  m  à  la  courbe  AB.  M.  Gauss  prouve  qu'on  aura 
alors  E=:i,  en  sorte  que  la  valeur  de  ds^  deviendra  simplement 

ds^=du'-{-Gd^K 

Le  Mémoire  de  M.  Gauss  contient  des  applications  nombreuses  de  cette 
formule. 

2.  Il  existe  une  autre  transformation  de  la  formule  générale 
ds^  =  Edu^-{-iiF du  dw  -f-  G  di^\ 

ê 

en  vertu  de  laquelle  on  peut  supposer,  pour  une  surface  quelconque,  le  coeflî- 
cient  F  réduit  à  zéro ,  et  les  deux  autres  coefficients  égaux  entre  eux.  En  écri- 
vant a,  /3  au  lieu  de  u,  u^  et  désignant  par  X  la  valeur  commune  des  deux 
coefficients ,  on  a  ainsi 

ds'='k(da'-hd^^). 

Pour  effectuer  la  réduction  dont  nous  parlons ,  il  faudrait,  il  est  vrai ,  savoir 
intégrer  une  certaine  équation  différentielle  du  premier  ordre ,  ou,  si  Ton  veut , 
trouver  le  facteur  à  l'aide  duquel  on  rend  son  premier  membre  une  différen- 
tielle exacte.  Mais  le  seul  fait  de  la  possibilité  d'une  telle  réduction  est  très- 
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remarquable,  et  donne  lieu  à  des  conséquences  intéressantes.  On  Tétablira 
comme  il  suit  : 

J^e  second  membre  de  Téquatlon 

ds^  =  Edu'  ^i¥dud^-^OdK'\ 

qui  est  du  second  degré  par  rapport  aux  dillérentielles  du^  di^^  et  qui ,  par  sa 
nature  même ,  doit  rester  ^  o  tant  que  l'on  n'a  pas  à  la  fois  du  =  o  et  d^=o^ 
est  le  produit  des  deux  expressions  essentiellement  imaginaires 

du 


du  v/E  ^  '^:  (F  -f-  V'EG  —  F*  V  — i) 


et 


flv 


du  VE  -h  -^  (F  —  v^EG  —  F»  V— 1  j . 

Soit  ex  -4-  V  ^ — 1  le  facteur  à  Taide  duquel  la  première  de  ces  expressions  devient 
une  diiiëreutielle  exacte  (on  aurait  aisément  ce  facteur  si  l'on  savait  intégrer 
l'équation  diilérentielle  qu'on  obtient  en  égalant  l'expression  citée  h  zéro) ,  et 
désignons  par  r/ (a -h /3  y  —  i)  la  diilérentielle  résiJtant  de  la  multiplication 
par  ce  facteur;  la  seconde  expression  ,  multipliée  par  fx —  v  y  — 15  donnera  de 
même  la  diiférentielle  d(a  —  jS  ^ — 1).  On  aura  donc,  en  multipliant  les  deux 
différentielles , 

(fx'-hy*)rf5»  =  r/a'-+-rf/3«, 

d'où 

ds'  =  'k(da'-hd^'), 

en  faisant,  pour  abréger, 

3.  Les  deux  variables  a,  ,3  constituent  un  genre  remarquable  de  coor- 
données sur  la  surface.  Le  rectangle  da  d^  manquant  dans  Texpression 
r/.ç*= /(rfaf*-{-/7|5'),  les  équations 

a  =  constante  j     jS  =  constante 

représentent  deux  familles  de  courbes  qui  se  coupent  à  angle  droit ,  et  chaque 
point  m  de  la  surface  est  déterminé  par  la  rencontre  de  deux  de  ces  courbes. 
On  voit  aussi  que  les  éléments  rZç,,  ds^  des  deux  courbes  (|â)  et  (a)  sont  exprimés 
par 

dsi  =  s'X  .  da  ,      {Isi  =  \'a  .  d[j, 

1 1  suffit  que  le  rectangle  doc  d'^  manque  dans  l'expression  ds^  =  1  {da  '  -}-  rfj3  '  ) , 

72. 
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pour  qui"  los  courbes  déterminées  sur  la  surface  par  les  paramètres  a,  |3  se 
coupent  à  angle  droit.  Mais  Tégalilé  des  coefficients  de  <ia'  et  rf/3*  donne  à  ces 
deux  systèmes  de  courbes  orthogonales  conjuguées  un  caractère  tout  particu- 
lier. En  supposant  les  différentielles  r/a,  rfj3  constantes,  on  prouve  aisément 
qu'ils  divisent  la  surface  en  rectangles  semblables,  et  même  en  carrés,  si 
da  =  rf|3.  Cette  propriété  les  distingue  de  tous  les  autres.  Je  confonds  avec 
eux ,  bien  entendu,  ceux  qu'on  en  déduirait  en  remplaçant  a  par  une  fonction 
de  a ,  et  j3  par  une  fonction  de  (3 ,  car  les  lignes  (a),  (|3)  resteraient  les  mêmes. 

Au  reste ,  comme  il  y  a  une  infinité  de  facteurs  qui  rendent  le  premier  membre 
d'une  équation  une  différentielle  exacte ,  il  y  a  aussi  une  infinité  de  systèmes  de 
variables  a,  j3  qui  donnent  ds-  z^  X  [da^-hdft^).  En  effet ,  au  lieu  du  facteur 
a  -f-  V  V  —  I  qui  produit  la  différentielle  d{a  -h^  yj — i),  on  peut  employer  le 
facteur  ni  (a  -h  j3  si —  i)  (  /ui  -h  v  V^ —  i) ,  qui  produira  la  différentielle 

CT  (a  -h  /3  V^)  ^  (a  -^  /3  sl^^i)  =  ^n  (a  -h  |3  v'^). 
En  d'autres  termes ,  si  l'on  pose 

en  prenant  pour  a'  la  partie  réelle ,  et  pour  j3'  le  coefficient  de  >l —  i  dans  le 
second  membre,  on  aura  encore  ds^  =  V [da'^ -\-'  d^'^)^  ce  qu'on  peut  aisément 
vérifier.  T. a  formule 

fournit,  au  surplus,  la  solution  la  plus  générale  du  problème  proposé.  On  peut 
le  démontrer  comme  il  suit.  Pour  que  les  deux  systèmes  (a  ,  /3),  (a',  jS')  donnent 

ds'  =  l{da^^d^')  =  y!{da'^-^d^'''), 

il  faut  et  il  suffit  qu'on  ait  à  la  fois 

m-  m-  m-  i^r 

et  . 


da'  da'          dp'  dp' 
da     dp      '      da    dp 

=  0. 

La  seconde  équation  exige  que  l'on  ait 

dp'  ^  da'  __         da'  , 
da    '    da                 dp 

dp' 
'   dp 

En  faisant  donc 

dp'  _        da' 

da          '"    da 
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on  en  conclura 

et  la  première  équation 

(^)'-(â^)'=Cf)-(fy 


donne  ensuite 


d  où 


m^-m 


tlx'       _        da'       _  rfS' 

ce  qui ,  à  cause  de  l'équation 

da'  doi'       dp^  ryp'_ 


doL      dp        '        doi      dp  ^' 


fournit  encore 

dp'  _j_^  da^ 
dp  ~~~d^' 

Il  est  aisé  d'en  conclure 

d{o,'^p',f=r,)__^        d[o^'^P'sl^i) 

dp  —  —  V      I  ^^  ' 

et,  par  conséquent, 

a'^ /3V=T  =  n  (a  di  ^  V^=^)  5 
ce  qu'il  fallait  démontrer. 

4.  Les  formules  précédentes  seront  d'une  grande  utilité  dans  la  théorie  des 
lignes  tracées  sur  une  surface.  Veut-on,  par  exemple,  s'occuper  des  lignes 
géodésiques?  M.  Gauss  a  donné  les  équations  qui  les  concernent  dans  le  cas  le 
plus  général  de 

Mais  ces  équations  sont  très -compliquées.  On  les  rend  déjà  plus  maniables  en 
supposant  F  =  o ,  et  en  prenant 

ds^=Edù^^Gd^\ 

Alors ,  i  étant  l'angle  sous  lequel  cette  ligne  vient  couper  successivement   les 
diverses  courbes  représentées  par  l'équation  u  =  constante^  on  trouve 

di  =  — ■==r  l  -r-  du z-  du]' 

2  v^  \^«  di^        ] 
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J)*aill(»iirs,  pour  cette  ligne  comme  pour  toute  autre  : 

VË  .du  i/  G .  (h  V  i^  •  ^^'* 

ds  ds  ^         y'G.r/c 

Mais  on  aura  un  résultat  bien  plus  simple  encore  en  employant  notre  dernière 
expression  de  ds'^  savoir 

car,  dans  cette  hypothèse,  et  en  prenant  pour  /  Tangle  avec  la  courbe  (a),  il 
nous  viendra 

1\  \r/a      ^         d^        j 
et 

\\,doL  \l\.d^  doL 

sjn/= —  — ,     cosz=— — ^,     ta^S'^-Tz' 

ds  ds  ^  rtp 

o.  Je  ne  puis  m'empêcher,  à  Toceasion  de  ces  formules ,  d'ajouter  lexpres- 
sion  du  rayon  de  courbure  géodésiquc  d'une  courbe  quelconque.  Soit  i  l'angle 
que  cette  courbe,  au  point  m  que  nous  considérons,  fait  avec  la  ligne  [u)  qui 
passe  par  ce  point.  Soient  i -h  di  ce  que  cet  angle  devient  lorsqu'on  se  trans- 
porte à  l'élément  suivant  sur  la  courbe  et  i-j-  di  ce  qu'il  deviendrait  pour  la 
ligne  géodésique  tangente  à  la  courbe  en  m.  11  est  clair  que  di — rf/ est  l'angle 
de  contingence  géodésique,  et,  par  suite,  en  nommant /9  le  rayon  de  courbure 

géodésique ,  on  a 

I Si  —  di 

p  ds 

Mais  la  valeur  de  ai  est  donnée  par  la  théorie  des  lignes  géodésiques,   et  nous 
venons  de  rappeler  qu'en  prenant 

ds^  =  Edu'-hCuh\ 


v/eg 

Donc 


2  v/EG  W«  '^*'       ) 


I 

di             I        fdGdv        dEdu\ 

p 
Mais 

ds    '    2  ^EG  \  ^"    ^^         ^^   '^*  ) 

du       sin/'        dv       cosi 
ds  ~~  ^Ë'     ^  ""  v^G 

U  s  ensuit  que 

I             di 

i        dG         .            i       dE   .     . 

p               ds 

2Gv/E  ^^«                 2EvG  '^^ 
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Si  Tangle /est  constant,  c'est-à-dire  si  la  courbe  donnée  coupe  sous  un  même 
angle  toutes  les  courbes  (m),  il  vient  simplement 

-  = ^  -—  cos  i j=:  —r-  sin  /. 

P        9.Cf)/E  d^  2E/G  ^^ 

Par  exemple,   pour  la  courbe  (u)  elle-même,  on  a  i  =  o.  Son  rayon  de 
courbure  est  donc 

I   _       I       dG 
?t  ""  2  G  v^'Ë  ^" 

Pour  la  courbe  (i') ,  on  aurait  i  =  -  >  et  le  rayon  de  courbure  deviendrait 


f       ^E 


lEy/G 


(Iv 


Il  résulte  de  là  ,  pour  -  ?  en  général,  cette  expression  assez  remarquable 

I  di        cos  f       sin  / 

0  ds  [-x  pi 

6.  Au  reste,  on  pourrait  aussi  trouver  directement  la  valeur  de  p  ,  sans  se 
servir  de  la  théorie  des  lignes  géodésiques,  et  tirer,  au  contraire,  de  cette  valeur 
Téquation  fondamentale  de  ces  lignes  en  observant  que  pour  les  lignes  géodé- 
siques'  seules  on  a  p  =  oo  .  Un  des  moyens  les  plus  simples  qu'on  puisse  em- 
ployer pour  cela  est  de  rattacher  la  valeur  de  la  courbure  géodésique  à  celle  de 

la  courbure  absolue.  Soient  mn la  courbe  dont  nous  nous  occupons,  et  mw, 

np^,,,  ses  éléments  successifs  que  nous  supposerons  tous  égaux  entre  eux  et  à 
l'unité  de  longueur.  Prolongeons  mn  de  nt  =:  mn^  et  tirons  tp  qui  représentera, 

comme  on  Fa  dit  dans  la  Note  I,  la  courbure  absolue  de  mnp Pour  avoir  la 

courbure  géodésique ,  abaissons  du  point  t  une  perpendiculaire  tg  sur  la  surface, 
et  joignons  d'abord  «y,  puis  qp,  La  droite  nt  faisant  avec  la  surface  un  angle 
infiniment  petit,  sa  projection  nq  lui  est  sensiblement  égale.  Or  nq  est  (on  le 
sait,  et  cela  est  presque  évident  d'ailleurs)  le  second  élément  de  la  ligne  géodé- 
sique /nn....,  tangente  à  mnp... y  et  osculatrice  de  la  section  normale  faite 
dans  la  surface  par  le  plan  mnq.  Donc  qp  exprimera  la  courbure  géodésique 
de  mnp,..^  comme  tq  la  courbure  absolue  de  la  section  normale  mnq.  Ainsi  le 
triangle  rectangle  infinitésimal  tqp.,  par  ses  trois  côtés  tp^  tq^  qp^  vous  donne  : 
i^  la  courbure  absolue  de  mnp...^  qui  est  aussi  celle  de  la  section  oblique  faite 
dans  la  surface  par  le  plan  mnp  des  deux  premiers  éléments  *,  2^  la  courbure 
absolue  de  la  section  normale  correspondante  mnq  5  3°  la  courbure  géodésique 
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de  ninp De  là  d'abord  le  théorème  connu  de  Meusnîer,  puis  une  expression 

du  rayon  p  de  courbure  géodésique  au  moyen  du  rayon  de  courbure  absolu  R 
de  mnp.. . .  En  désignant  en  effet  par  6  Tangle  tpr/^  qui  n'est  autre  que  Tangle  du 
plan  osculaleur  de  mnp.,.  avec  le  plan  tangent,  vous  aurez  le  rapport  de  trj 
à  tp  zr=sin  0,  c'est-à-dire  le  théorème  de  Meusnier,  puis 

^^     ou      -   =  cos  6  , 

fp  p 

d'où 

R 


cos  9 


7.  Il  est  aisé  de  voir  aussi  que  le  rayon  p  de  courbure  géodésique  de  mnp... 
n'est  autre  chose  que  le  rayon  de  courbure  absolu  d'une  certaine  courbe 
plane  ni'n'p'...,  savoir  de  la  courbe  dans  laquelle  17172/7...  se  transformerait 
si  Ton  appliquait  sur  un  plan  la  surface  développable  formée  par  les  intei-sec- 
tions  successives  des  plans  tangents  menés  le  long  de  mnp...  à  la  surface  sur 
laquelle  cette  courbe  mnp...  est  située. 
Ainsi 

ds 
P 

est  à  la  fois  la  valeur  de  langle  de  contingence  géodésique  pour  mnp,..  ,    et 
la  valeur  de  Tangle  de  contingence  ordinaire  pour  ni n' p' L'intégrale 


/r*=/f 


qui  ligure  dans  certains  théorèmes  de  M.  Bonnet,  s'exprime  donc  par  Tangle 
des  tangentes  ou  des  normales  extrêmes  de  la  courbe  plane  m' n' p' ...  5  et  cette 
considération  pourra  servir  à  simplifier  les  énoncés  auxquels  nous  faisons  al- 
lusion, et  à  en  augmenter  encore  l'élégance. 
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NOTE  III. 

Théorème  concernant  V intégration  de  V équation  des  lignes 

géodésiques , 


1.  Voici  un  cas  forl  étendu  dans  lequel  Téqualion  des  lignes  gëodésiques 
s'intègre.  Imaginons  que  d^  étant  l'élément  d'une  ligne  quelconque  tracée  sur 
la  surface  dont  on  s'occupe,  on  ait  réussi  à  mettre  l'expression  de  //.v*  sous  la 
forme 

Je  dis  que  l'équation  des  lignes  géodésiques  s'intégrera  toutes  les  fois  qu'eu 
prenant  a  et  j3  pour  des  coordonnées  rectangles  on  parviendra  à  déterminer  le 
mouvement  d'un  point  matériel  soumis  dans  un  plan  à  une  action  telle  que  \ 
soit  la  fonction  des  forces  et  2 X  la  force  vive. 

En  d'autres  termes,  on  intègre  l'équation  des  lignes  géodésiques  dès  qu'on 
sait  intégrer  les  deux  suivantes  : 

en  se  bornant  au  cas  où  l'intégrale  connue 

I  —  I  -^"Itt:)  =2A-h  constante  y 


se  réduit  à 


m^m-'^' 


la  constante  étant  prise  égale  à  zéro.     . 

C'est  ce  qu'on  voit  d'abord  par  le  principe  de  la  moindre  action,  en  vertu 
duquel  les  deux  questions  reviennent  à  rendre  un  minimum  la  même  inté- 
grale 
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Pour  le  démontrer  d'une  autre  manière,  je  pars  de  cette  propriété  bien  con- 
nue, et  d'ailleurs  très-facile  à  établir,  que  la  ligne  géodésiquc  est  celle  que 
décrirait  sur  la  surface  un  point  matériel  assujetti  à  se  mouvoir  sur  cette 
surface,  et  lancé  d'abord  avec  une  certaine  vitesse,  mais  ensuite  abandonné  à 
lui-même,  ('ela  étant,  les  formules  de  la  Mécanique  analytique  donnent 

dt     ~  2 da  \\dt )  '^\dt)  y 


d.\ 


dt 
~~dt 


~2^P    Wdtj   ^\dtj    \ 


On  simplifiera  ces  équations  en  ayant  égard  au  principe  des  forces  vives , 
d'après  lequel 

C  étant  une  constante;  et  on  aura 

s.cU  dj 

'    dt         C  d\       ""'"^  dt        C  ^À 


Maintenant  faites 


dt  l\daL  dt  i\d^ 


Sjl.'^  =  dz       ou       dt=^l.ldT, 


et  vous  obtiendrez  ces  deux  équations 


d^a_d\       d^^  _d\ 
Téquation 


dr^        doL        dr^         da^ 


vous  donnera  d'ailleurs 


d'où  Ton  conclut  le  théorème  énoncé.  J'aurais  pu  arriver  à  ce  résultat  au 
moyen  des  formules  citées  dans  la  Note  IL  Mais  il  y  a  plus  d'élégance  peut- 
être  à  employer,  comme  je  le  fais  ici ,  les  principes  et  les  formules  de  laDyna- 
mi({ue.  Un  théorème  analogue  s'applique  d'ailleurs  au  cas  plus  général  d'un 
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point  en  mouvement  sur  la  surface  sons  rînflucnee  de  forces  données,  et 
ramène  toujours  la  question  à  celle  du  mouvement  dans  un  plan  avec  une 
autre  fonction  des  forces  et  une  force  vive  diirërcnle.  En  eflet,  si  U  est  la  fonc- 
tion des  forces  et  2  (U  -4-  C)  la  force  vive  dans  le  mouvement  sur  la  surface,  on 
a  à  rendre  un  minimum  Tintégrale 

laquelle  est  identique  avec  celle-Kîi 

qui  répond  au  mouvement  d'un  point  dans  un  plan  avec  une  fonction  des 
forces  X  (U  H-  C)  et  une  force  vive  ai  (U  -j-  C). 

2.  On  a  un   cas   remarquable  dintégrabilité  pour  les  lignes  géodésiques, 
lorsque  la  valeur  de  1  est  de  la  forme 

>=/(«)-F(,'i). 

^os  équations  deviennent  alors,  en  indiquant  les  dérivées  par  des  accents, 


d'où 


î(s)Ww-<..  H^-îy=»'-F(w. 


Les  constantes  a  ci  a'  ne  sont  pas  indépendantes  entre  elles.  Eu  ellet,  l'équa- 
tion 

m 

exige  que 


(-).(3)-... 


Mais  d'un  autre  côté 
donc  a^=  a.  Par  suite. 

En  divisant  ces  équations  membre  à  membre,  on  en  conclut  définitivement 

doL (ip 

73. 
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et  la  dernière  intégration  n'offre  dès  lors  aucune  difficulté  puisque  les  variables 
sont  séparées. 
L'équation 

r/a        _         d^ 

v//(a)-.i""v//7-Ffpj 
peut  s'écrire 

Soit  i  l'angle  sous  lequel  la  ligne  géodésique  vient  couper  successivement  les 
courbes  représentées  par  l'équation  a  =  constante,  en  sorte  que 

da 

^  =  tang/. 

En  introduisant  dans  nos  formules  cet  angle  i ,  c'est-à-dire  en  remplaçant  doc 
par  tang  id[ù,  on  a  donc 

/(a)cos'/-hF((3)sin»z  =  rt. 

La  longueur  d'un  arc  quelconque  s  de  la  ligne  géodésique  est  susceptible 
aussi  d'une  expression  élégante.  En  effet,  on  prouve  aisément  que 

ds  =  doL  \/f{a)  —a-hd^^a  —  V(Çj). 

Cela  permet  de  remplacer  l'équation 

da         __         rfp 

par  celle-ci 

dds  =  o, 

où  la  variatioti  0  se  rapporte  à  la  constante  a ,  et  dont  la  forme  donne  lieu  à 
d'utiles  conséquences.  ♦ 

Mais  dans  ces  Notes  rapides  je  dois  me  refuser  à  de  tels  détails. 

3.  N'oublions  pas,  du  moins,  de  montrer  que  les  formules  précédentes 
s'appliquent  à  l'ellipsoïde.  C'est,  en  effet,  par  l'équation  différentielle  des 
lignes  géodésiques  de  rellipsoïde ,  dont  M.  Jacobi  a  le  premier  trouvé  l'in- 
tégrale, que  toutes  ces  recherches  ont  commencé. 

Soit 


P'        p'—  6'       p'—  c' 
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l'équation  d'un  ellipsoïde  quelconque  dont  les  irois  axes  par  ordre  do  grandeur 
sont  ap,  2  v'/s*  —  i',  i  y^p*  —  c*.  Si  Ton  prend  fx*  entre  les  limites  P  et  r*, 
et  v*  entre  les  limites  o  et  A*,  les  équations 

et 


=  1 


./  b^  _  v'         c'  —  V» 


=  I, 


représenteront  deux  hyperboloïdes  qui  couperont  rellipsoïde  suivant  deux 
courbes  que  j^appellerai  (fx)  et  (v)  parce  qu'elles  changent  avec  les  deux  para- 
mètres fjL  et  V  de  nos  surfaces.  On  sait,  et  il  est  facile  de  vérifier,  que  ces 
courbes  sont  précisément  les  lignes  de  courbure  de  Fellipsoïde.  Quoi  qu'il 
en  soit,  on  peut  prendre  |:a  et  v  pour  les  variables  qui  déterminent  sur  lellip- 
soïde  la  position  d'un  point  ^  et  comme  on  trouve  sans  peine 

X  =  -r — >         y=    ,  »         Z  =■      -i ,  9 

*<^         "^  6  Vc'  —  6^  c  ^c^  —  b' 

on  en  conclut  pour  le  carré  ds^  de  tout  élément  de  ligne  ellipsoïdale 

^^  ^L(f*'-^')    (c^— pi')^(6'  — v')    (c'  — v')J 

En  posant  donc 

(pt»— ^»)    (c'— pL';~  '      (^*~v')    (c'  — v')"~      ' 

ce  qui  rendra  a  fonction  de  et,  et  v  fonction  de  j3 ,  on  aura 

avec  la  condition 

X  =  ft'-v'=/(«)-F(^),    • 

qui  rend  les  formules  du  n*^  2  applicables.  On  arrivera  ainsi  en  particulier  à 
Téquation  élégante 

fx'  cos*  i  H-  V*  sin'  i  =  a^ 

laquelle  revient  au  fond  à  cette  autre,  non  moins  remarquable , 

PD  =  constante^ 

où  D  est  le  demi-diamètre  de  l'ellipsoïde ,  parallèle  à  l'élément  ds  de  la  ligne 
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géodt'sique ,  cl  P  la  perpendirulaire  abaissée  du  cc^iilrr  sur  le  plan  tangeul  à  la 
surface  en  un  point  de  cet  élément. 

En  voilà  assez  sur  ce  sujet.  Renvoyons  pour  le  reste  aux  Journaux  mathé- 
jnatiques  où  Ton  trouvera  les  travaux  de  MM.  Jaeobi,  Joaehimsthal.  Chasles, 
Mirhael  Roberts,  et  ee  que  j'ai  pu  faire  moi-même  dans  cette  théorie  si  cu- 
rieuse des  lignes  géodésiques  sur  Tellipsoïde.  Quant  aux  lignes  de  courbure 
de  cette  surface,  voyez  surtout  rexcellenl  ouvrage  de  M.  (Charles  Dupin 
{^Dcvelojfpcments  de  (fèonictrie,  etc.)^  c'est  le  vrai  commentaire  qu'on  pou- 
vait désirer  sur  Moiigc. 

L'ouvrage  de  M.  Charles  Dnpin  est  entre  les  mains  de  tout  le  monde,  et  il 
serait  fort  inutile  d'en  reproduire  ici  les  diverses  parties.  Les  iSoles  que  nous 
ajoutons  portent  naturellement  sur  les  points  que  ce  savant  académicien  a 
laissf's  de  côté ,  et  pour  lesquels  JVL  (jauss  a  ouvert  des  voies  nouvelles  :  nous 
avons  d'ailleurs  bien  plus  pour  objet  d'indiquer  aux  jeunes  gens  les  sources 
où  ils  doivent  s'instruire  que  de  leur  donner  des  leçons  en  règle. 
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NOTE  IV. 

Sur  le  théorème  de  M.  Gauss,  concernant  le  produit  des  deux 
rayons  de  courbure  principaux  en  chaque  point  d'une 
surface. 


\.  Une  surface  quelconque  étant  donnée,  si  on  la  suppose  flexible,  mais 
inextensible,  et  que,  dans  cette  hypothèse,  on  vienne  à  la  déformer  comme  on 
voudra ,  les  rayons  de  courbure  des  diverses  sections  normales  changeront  en 
général  de  valeur;  mais  le  produit  RRj  des  deux  rayons  de  courbure  principaux 
restera  le  même ,  en  chaque  point  m  de  la  surface ,  avant  et  après  la  déforma- 
tion. Pour  démontrer  d'une  manière  simple  ce  beau  théorème  de  M.  Gauss, 
on  peut  employer,  avec  MM.  Bertrand  et  Puiseux  [Journal  de  Mathéma- 
tiques^ tome  XIII),  la  considération  d'un  fil  très-petit  dont  une  des  extrémités 
soit  fixée  en  m,  et  qui  tourne  en  restant  tendu  sur  la  surface.  L'autre  extré- 
mité n  de  ce  fil  décrira  une  courbe  [n)  dont  la  longueur  ne  variera  pas  quand 
on  viendra  à  déformer  la  surface ,  et  qui ,  de  plus ,  pourra  être  considérée 
comme  décrite  sur  la  surface  transformée,  de  la  même  manière  qu  elle  Tavait 
été  sur  la  surface  primitive,  et  à  Taide  d'un  fil  de  même  longueur.  Or,  nous 
allons  calculer  le  périmètre  total  de  cette  courbe,  et  on  verra  qu'il  ne  peut 
rester  constant  que  si  le  produit  RRi  est  lui-même  invariable. 

Observons  d'abord  que  si  l'on  considère  les  diverses  lignes  géodésiques  sui- 
vant lesquelles  le  fil  est  tendu  à  partir  du  point  m,  chacune  d'elles  a  un  contact 
du  second  ordre  avec  la  section  normale  correspondante,  et  par  suite,  a  même 
rayon  de  courbure  que  cette  section  normale.  Le  rayon  de  courbure  R^^  de  la 
ligne  géodéstque  qui  fait  en  m  l'angle  (ù  avec  la  section  principale  dont  le  rayon 
est  R ,  sera  donc  fourni  par  la  formule 

1         cos'ft>      sin'w 


R«       R 


Soit  s  la  longueur  très-petite  et  constante  du  fil  qui  a  servi  à  tracer  la 
courbe    (fi)  :  il  est  évident  que  si  l'on  projette  cette    courbe  sur  le  plan 
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langent  en  m  ,  ou  obtiendra  une  ligne  (/?)  dont  les  rayons  vecteurs  /*  peuvent 
èlre  regardés,  aux  quantités  près  du  quatrième  ordre  en  .ç,  comme  étant  les 
sinus  d'arcs  égaux  à  5,  dans  des  cercles  ayant  pour  rayons  les  diverses  va- 
leurs de   R<i,;   de  sorte  qu'au  degré  d'approximation  indiqué.  Ton  aura 

r  =2  s ; —  • 

J/élément  (II  de  longueur  de  la  courbe  [p)  sera  donné  par  la  formule 

ou,  en  négligeant  <7/'',  qui  contient  en  facteur  la  sixième  puissance  de  .v, 
ou ,  enfin , 

en  dé^  eloppant ,  négligeant  de  nouveau  un  terme  aflbcté  de  5*,  et  mettant  {)our  H,^, 
sa  valeur. 

L'élément  d\  de  la  courbe  (/i)  elle-même  sera  donné  par  la  formule 

d\^^dl^-^dz\ 

z  étant  la  distance  des  diOérents  points  de  cette  courbe  au  plan  tangent  en  ni. 
Or  cette  distance  est,  en  négligeant  toujours  les  termes  du  quatrième  ordre, 

z 


on  a  donc 

ce  qui  donne 

,.,         •    I    *  i   ?    il/  '  i\sin'2w        I  /cos'w       sin'w\*'| 

d'où  Ton  tire ,  en  extrayant  la  racine  carrée ,  et  négligeant  les  puissances  de  s 
supérieures  à  la  quatrième, 

1-T—  (3cos'ci)  —  4cos*  iù) 
-       -       -h  ^-— ^  (3sin*  0) — 4*iïï*w) 

i        on, 


Digitized  by 


Google 


—  585  — 

En  iiilé^ranl  dv.  o  à  2  7r,  et  remarquant  que, 


r7:r 
(3  COS'  0)  —  4  ^os*  0^)  rfw  =  o , 
-  .. 

I        (3  sin'  0)  —  4  sin*  o))  r/<w  ^^  o , 

o 

'       sin"  0)  cos'*  Cl) r/o)  =  -7 , 
4 

on  trouve  donc  enfin 

n 

X  z:::    27:^  


3RR. 


Cette  expression  ne  dépend  que  du  produit  RRi  puisque  s  est  une  constante  :  A 
ne  devant  pas  changer  quand  on  déforme  la  surface,  le  produit  RI\,  doit  par 
suite  aussi  rester  invariable  j  le  théorème  de  M.  Gauss  est  donc  démontré. 

Dans  la  déformation  de  la  surface ,  ce  n'est  pas  seulement  le  contour  /  de  la 
«ourbe  [n)  qui  doit  rester  invariable*,  Faire  contenue  dans  ce  contour  doit  aussi 
conserver  sa  valeur.  En  calculant  cette  aire  ,  on  aurait  donc  une  seconde 
démonstration  du  théorème  qui  nous  occupe.  [Ployez,  sur  ce  point,  dans  le 
Journal  de  Mathématiques ,  une  Note  de  M.  Diguet.) 

2.  J'ai  pris,  dans  ce  qui  précède,  M.  Bertrand  pour  guide.  M.  Puiseux,  qui 
a  eu ,  comme  M.  Bertrand ,  l'idée  de  se  servir  du  contour  X ,  suit  dans  son  calcul 
une  marche  un  peu  diiierente.  Comme  il  est  bon ,  dans  une  question  aussi 
intéressante,  d'envisager  les  mêmes  objets  sous  leurs  diverses  formes,  je  vais 
transcrire  ici  textuellement  l'article  de  M.  Puiseux. 

«   Etant  données  deux  surfaces,  on  peut  toujours,  et  cela  d'une  infinité  de 

»  manières,  faire  correspondre  chaque  point  de  Tune  à  un  point  de  l'autre, 

»  de  façon  qu'à  toute  figure  tracée  sur  la  première  réponde  une  figure  tracée 

»  sur  la  seconde.  Nous  dirons  que  les  deux  surfaces  peuvent  se  transformer 

»  l'une  dans  l'autre ,  si  l'on  peut  faire  en  sorte  que  les  arcs  correspondants 

»  soient  égaux  :  cette  condition  remplie,  il  s'ensuit  que  les  aires  et  les  angles 

»  correspondants  sont  aussi  égaux,  comme  on  le  voit  par  la  décomposition  des 

»  surfaces  en  triangles  infiniment  petits. 

»   Cela  posé,  le  théorème  énoncé  par  M.  Gauss  est  le  suivant  : 

((  Si  deux  surfaces  peuvent  être  transformées  Vune  dans  Vautre,  le  pro- 
»  diiit  des  rayons  de  courbure  principaux  en  chaque  point  de  l 'une  est  égal 
»  aii  produit  de  ces  mêmes  rayons  au  point  correspondant  de  Vautre,  » 

74 
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))  Pour  le  prouver,  observons  d'abord  que  si*  Ton  trace  sur  la  première  sur- 
>)  face  une  ligne  géodésique,  c'est-à-dire  qui  soit  la  plus  courte  entre  deux  de 
))  ses  points,  la  ligne  correspondante  sur  la  seconde  surface  sera  aussi  une 
))  ligne  géodésique  :  car  si  entre  deux  des  points  de  cette  dernière  on  pouvait 
»  mener  une  plus  courte  ligne  sur  la  seconde  surface,  il  existerait  aussi  entre 
»  les  deux  points  correspondants  sur  la  première  surface,  une  ligne  plus  courte 
»   que  la  ligne  géodésique  qui  les  joint  ;  ce  qui  est  contre  la  définition. 

))  Imaginons  maintenant  que,  par  un  point  m  de  l'une  de  nos  surfaces ,  on 
n  mène  toutes  les  lignes  géodésiques  qui  y  aboutissent,  et  qu'on  prenne  sur 
»  chacune  d'elles  un  petit  arc  d'une  même  longueur  (75  les  extrémités  de  ces 
»  arcs  formeront  une  courbe  fermée.  Faisons  la  même  construction  sur  la 
^)  seconde  surface,  à  partir  du  point  m'  correspondant  à  m  ^  nous  obtiendrons 
))  une  nouvelle  courbe  fermée  qui  sera  la  correspondante  de  la  première,  et 
»  devra,  par  conséquent,  avoir  la  même  longueur.  De  cette  égalité  résulte, 
»   comme  on  va  le  voir,  le  théorème  en  question. 

))  Soient  JC^j^  z  les  coordonnées  d'un  point  de  la  première  surface;  faisons. 
))   suivant  l'usage, 

r/5  =  p  rfj:  -}-  q  fly^     /Vp  =  V  dx  -^  ^  dy^     r/q  =  s  rfjr  -}-  t  dy. 

»   d  on  il  suit 

/y*z  =  pr/-a:  -f-  q^V  "+"  ï*^-^*  H"  'i^dxdy  -^  ^^7*- 

))  Appelons  s  Tare  d'une  ligne  géodésique  passant  au  point  (jc,  y,  z)  :  on  sait 
))  que  le  rayon  de  courbure  de  cette  ligne  est  normal  à  la  surface  5  il  en 
))  résulte,  en  prenant  s  pour  variable  indépendante, 

d*  X  -h  pd*  z  =  o,^      d* y -\- c^d*  z  =  o^ 

»  d'où,  en  différen liant, 

'd^x-h  pd^  z  -h  (rdx  -h  sdy)d^  z  =  o^ 

d^y  4-  q  rf'  z  -+-  (s  rfjr  -h  t  éi)  dy"^  z  =  o, 

))  De  plus ,  si  nous  appelons  Ç ,  y? ,  ^  les  coordonnées  de  l'extrémité  d'un  arc  égal 
))  à  ^  porté  sur  cette  ligne  à  partir  du  point  {^x^  y^  ^),  nous  aurons 


ç- 

dx 

(T-h 

2 

4- 

d'x 
ds' 

6 

•fï  - 

-y^% 

(T-h 

2 

-h 

d^y 
ds' 

6 

dz  d'z  ff' 

^  ds  ds^    2 
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»  Supposons  maintenant  que  le  point  (x ,  J  ,  ^)  soit  le  point  désigné  ci-dessus 
»  par  //15  prenons  ce  point  pour  origine  des  coordonnées,  Taxe  des  z  étant 
»  dirigé  suivant  la  normale  à  la  surface,  nous  aurons 


.r=o,      Y  =  o.     z  =  o. 


y 

»  On  peut  d'ailleurs  disposer  de  Taxe  des  x  de  façon  que  Ton  ait  s  =  o.  Il  suit 
))  de  ces  hypothèses ,  et  des  équations  écrites  plus  haut , 

dz  =  o^     d^z  =  rdx^ -h  idy*^     /i*x  =  o,      d* y  =  o  ^ 
rf'  X  -f-  r*  da:^  -h  rtdx  dj^  =  o,     d^  j  -h  ridx^  4?^  +  t*  ^fy^  =  «• 

»   INommons  a  Fangle  que  fait  avec  l'axe  des  x  la  tangente  à  Tare  (7  menée  par 
»  Torigine ,  de  sorte  qu'on  ait 


dx  dy 

— -i=cosa,     -7-=sina: 

as  ^     as 


»   nous  en  conclurons 


d-z 

— — -  1=  r  cos'  a  -h  t  sin*  a , 

ds^  ^ 

d^  X 

—7—  =  —  r*  cos*  a  —  rt  cos  a  sin*  a , 
ds* 

d^Y  ,        .  *    .    H 

-7—  =:  —  rt  cos'  a  sm  a  —  l'  sm*  a  , 


»  et ,  par  conséquent , 


I  =  «7  cos  a  —  ~â(^^  ^^s'  a  4-  rt  cos  a  sin*  a)  -h  ... , 
«  =  !7  sina  —  -^  (rt  cos'  «  sina  -(-  t'  sin"  «)  +  ..,, 


6 


(T 


^  =  —  (r  cos*  a  -h  t  sin*  a) 


2 


))  En  donnant  à  a  toutes  les  valeurs  de  zéro  à  aff,  on  aura  successivement,  par 
»  ces  formules,  tous  les  points  de  la  courbe  fermée  déûnie  plus  haut.  Si  main- 
»  tenant  nous  désignons  par  X  l'arc  de  cette  courbe,  lequel  est  une  fonction 
»  de  a ,  on  aura 

dl=  )/dl'-hdrj'-hd^', 

»  ou  bien,  en  ayant  égard  aux  valeurs  précédentes  de  f ,  rî,  ^,  el  observant 
))  que  a  seul  est  variable , 


dl 
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))   Pour  avoir  ]a  longueur  totale  /  de  la  courbe,  il  suffit  d'intégrer  fil  depuis 
))   zéro  jusqu'à  2  7r;  on  trouve  ainsi 

l=,^r.a 3- --•••, 

»   ou  bien  ,  en  appelant  R  et  R,  les  rayons  de  courbure  principaux  de  la  surface 
»   au  point  m  . 

»   Pour  la  courbe  correspondante  construite  sur  la  seconde  surface,  on  trou\era 
»   semblablement 


3r'r; 

»   [.es  expressions  de  /  et  de  /'  devant  être  égales,  quelque  petit  que  soit  0^,  les 
))  coefficients  des  mêmes  puissances  de  cet  arc  doivent  être  égaux-,  on  a  donc 

RR,  =  R'R',. 
»   Ce  qu'il  fallait  démontrer.  » 

3.  Mais  si  Ton  réussit  de  cette  manière  à  établir  que  le  produit  RR,  reste 
constant  dans  toutes  les  transformations  que  peut  éprouver  une  surface  flexible  , 
mais  inextensible,  un  calcul  nouveau  est  nécessaire  pour  trouver  l'expression 
de  ce  produit  constant.  La  méthode  de  M.  Gauss,  beaucoup  plus  longue,  il  est 
vrai ,  mais  aussi  beaucoup  plus  complète,  donne  au  contraire  la  valeur  générale 
de  RRi,  quelles  que  soient  les  variables  dont  on  fera  usage  pour  déterminer  sur 
la  surface  la  position  de  chacun  de  ses  points. 

La  valeur  générale  deRR,  dont  nous  parlons  est  très-compliquée  5  elle  dépend 
des  trois  coefficients  E,  F,  G  qui  figurent  dans  l'expression  du  carré  ds*  de 
l'élément  d'une  courbe  quelconque  tracée  sur  une  surface,  et  des  dérivées  pre- 
mières et  secondes  de  ces  éléments;  mais  on  la  simplifie  beaucoup  quand  on 
suppose  l'expression  de  r/5'  réduite  à  la  forme 

r/5^  =  Er/M'H-Grfr% 

et ,  à  plus  forte  raison  ,  quand  on  prend 

ds^  =  dv}^Gdu\ 
ou 

ce  qu'on   peut  faire,  comme  on  sait,   pour  toute  surface,  en  choisissant  un 
système  de  coordonnées  convenables. 
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En  supposant 


re  qui  exige  seulement  que  les  deux  systèmes  de  lignes  représentées  par  les 
équations 

u  =^  constante,     y  =  constante, 
soient  orthogonaux ,  la  formule  de  M.  Gauss  fournit 
4E'G»        ^dEfiG        r^/dGV       ^dEdG 


=  E 
RR,  fiv    dv 


T^/dQY       ^dEdG        r./^/E\'  r^r^/d'E       d'G\ 


Pour  donner  à  ce  résultat  une  forme  à  la  fois  simple  et  commode ,  j'introduis  les 
rayons  de  courbure  géodésique  p,,  pi  des  courbes  représentées  par  les  équations 
respectives 

p»  =  constante,     u  =  constante. 

En  d'autres  termes,  je  fais 

I    _  _       1        dE        I    _        1        (ÎG 
p.  ~~        2E  v/g   ^^*'  '      pî  "  2G  v^Ë   ^«  ' 

ïH  j'obtiens  celte  formule  remarquable 

1 
RR^  ~ 

que  Ton  pourra  vérifier  aisément,  et  qui  renferme  comme  cas  particulieis  (on 
le  verra  avec  un  peu  d'attention)  certains  théorèmes  donnés  par  M.  Lamé  sur 
les  rayons  de  courbure  principaux  d'un  système  triple  de  surfaces  orthogonales. 
Quand  on  se  borne  à  prendre,  et  on  le  peut,  nous  l'avons  déjà  dit,  pour  une 
surface  quelconque , 

ds^  =  du^^Gd^^\ 
on  a  E  =  1,  et,  par  conséquent , 

RR,  '^\duj  du'  ' 

c'est-à-dire 

I 1     d-'slG 

RR.  "^       v/G    ^«' 
M.  Gauss  a  fait  un  grand  usage  de  cette  formule  dans  son  Mémoire. 
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1 .    Mais  je  trouve ,  pour  le  moins,  aussi  remarquable  la  formule  suivante  : 

I      1     /r/Mo^'>         ^Mog/\ 

rr;  ~"  ~ 7x  (^    doL'    ^      7ff~)' 

qui  se  l'apporte  au  cas  de 

et  dont  la  démonstration  directe  est  facile,  comme  je  Tai  fait  voir  au  tome  XII 
du  Journal  de  Mathématiques ,  L'emploi  des  coordonnées  a ,  j3  m'a  donné  ainsi 
une  méthode  simple  pour  établir  l'invariabilité  de  la  valeur  du  produit  RRi 
dans  les  déformations  d'une  surface^  et,  si  cette  méthode  est  moins  complète 
que  celle  de  M.  Gauss,  qui  fournit  l'expression  de  RR,  pour  des  coordonnées 
quelconques,  elle  donne,  du  moins,  quelque  chose  de  plus  que  celles  dont 
MM.  Bertrand  et  Puiseux  ont  depuis  fait  usage.  Elle  fait  connaître  l'expression 
de  RRj  pour  un  système  de  coordonnées ,  particulier  sans  doute ,  mais  convenable 
à  toute  surface  donnée  et  adapté  à  toutes  les  formes  que  cette  surface  peut 
prendre  par  la  flexion^  cela  doit  suffire  dans  la  plupart  des  applications. 

o.  Pour  obtenir  l'équation  aux  diiîerences  partielles  des  surfaces  dévelop- 
pables  ou  applicables  sur  un  plan,  M.  Gauss  fait  observer  que  le  produit  RRi, 
qui  pour  le  plan  est  infini ,  doit  par  cela  même  l'être  aussi  pour  les  surfaces 
développables  qui  naissent  du  plan  parla  flexion.  Ainsi ,  pour  ces  surfaces,  un 
dos  rayons  principaux  R,  Ri  est  nécessairement  infini,  de  là  l'équation  en 
roordonnées  rectangles 


^  d^'  \dxdx)    ~~  ^' 


du 
dx 


k  laquelle  toute  surface  développable  doit  satisfaijre. 

Mais  il   restait,  ce  me  semble,  à  démontrer  que,   réciproquement,  cette 
équation  aux  différences  partielles,  ou  Téquation  équivalente 

ne  peut  appartenir  qu'à  une  telle  surface.  C'est  ce  que  Ton  prouve  aisément  à 
l'aide  de  notre  formule 

I     __         î    /<^MogX        d' log  \ 
MÏ,~~2\\~d^'       '        dp' 

qui  donne  alors 

rfMog>        d'\og\_ 


djr  dp\ 


o. 
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Do  là  résulte,  en  effet, 

logX  ^.(p(«  -I-  /3  >r^t)  +  |(a  _  ^  ^^) 

en  désignant  par  des  lettres  majuscules  ce  que  deviennent  les  fonctions  z>  et  '1, 
lorsqu'on  y  change  le  signe  de  v  —  i  •  En  posant  donc 

^(«  _ /3  v/ZIT)  +  <D  («  _  |3  v/=:ï)  =  2F(a  -  (3  v^TT), 
on  aura 

logx  =/(«  +  ^V=ri) -h  F(«  - /3  v'III). 

expression  dans  laquelle  les  deux  fonctions  se  changent  l'une  dans   Tau  ire 
lorsqu'on  change  le  signe  de  v^ — i . 
Ayant  ainsi 

faisons 

/^(«+,3  V=^)  ^(«  +  5  ^— )  =  X  +  Y  ^~u 
J^  F(«+^ ,/r7)  ^^^  _  ^  ^— ^  =  X  +  Y  v/^^i, , 
et  il  nous  viendra 

quantité  qui  peut  se  construire  sur  un  plan  par  les  coordonnées  rectangu- 
laires X,  Y;  d'où  Ton  conclut  que  la  surface  est  réellement  applicable  sur  ce 
plan,  les  divers  éléments  ds  venant  se  placer  chacun  à  chacun,  sur  leurs  cor- 
respondants. 

6.  Lorqu'on  envisage  au  point  de  vue  où  nous  venons  de  nous  placer  la 
théorie  des  surfaces  développables ,  on  doit  désirer  de  retrouver,  au  moyen  de 
Téquation 


—  ——  (  ^'^  V  — 


la  propriété  de  ces  surfaces,  qu'on  prend  souvent  pour  leur  définition  ,  de  pou- 
voir être  engendrées  par  un  plan  mobile  dont  Téquation  contient  un  seul 
paramètre  variable.  Soit 

d%  dz 

di  =  P'    7fy=f'> 
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1  ('qiiali 

ion 

dont 

MOUS 

pa 

rions  peut  s'écrire 

dp 

dx 

dy 

dp  dq 
dy  dx 

—  «, 

(1  Où 

dq 
dx 

'  dx 

-  dy  • 

dp 
dy 

Soil  w  la  valeur  commune  de  ces  deux  rapports  égaux.  Nous  aurons 

Donc  w  cl  (f  doivent  se  réduire  à  des  fonctions  de  p,  et  Ton  peut  écrire 

./=f(,,),      rUi  =  i'{p)rJp. 
Maintenant,  posons 

px  -t-  qy  —  2  —  s  î 
nous  aurons,  en  dillérentiaut , 

(1^  zziz  xdp  -t- j  dq  =  [x  -+-  y  f  {p)  J  dp , 

et   nous  en  conclurons  que  x  -\-j('[p)  et  ^  sont  des  fondions  de  /;.   Soil, 
d'après  cela , 

^-^.F(/.),     .r^j('(p)  =  V'(p). 

I/iiiléijrale  demandée  résultera  de  l'élimination  de  p  entre  les  deux  équations 

z=p.r-h(}j  —  F{p), 
o--.x-^-j('{p)-F'{p). 

('.es  équations  appartiennent  toutes  deux  à  des  plans  quand  on  rt*gai*de  p 
romme  un  paramètre-,  et  cela  indique  déjà  que  la  surface  est  formée  par  dt*s 
lign<\s  droites.  Mais,  de  plus,  la  seconde  équation  est  la  dérivée  de  la  première 
par  rapport  à  p.  Donc  la  surface  est  l'enveloppe  du  plan  mobile  représenté  par 
la  première  équation. 

7.  Revenons  maintenant  à  des  surfaces  quelconques.  Quand  deux  surfact»s 
peuvent  être  transformées  Tune  dans  l'autre  sans  extension  ni  rétrécissement 
des  parties  qui  les  composent,  on  est  certain  par  cela  même  qu'en  deux  points 
correspondants  les  produits  RR,  et  R'R',  des  rayons  de  courbure  seront  tou- 
jours égaux.  Mais  la  réciproque  est  loin  d'être  vraie,  et,  malgré  l'exemple  des 
surfaces  développables ,  et  celui,  plus  étendu,  des  surfaces  pour  lesquelles  RR, 
est  une  constante,  dont  on  parlera  plus  bas  ,  il  faut  bien  se  garder  de  croire 
que  de  Téquation  RR,  =R'R',    supposée  exacte,  on  puisse  conclure  régalilé 


Digitized  by 


Google 


-  593  - 

des  élémcnls  linéaires  correspondants  (Is^  ds\  égalité  qui  fait  le  vrai  caractère 
de  la  transformation  des  surfaces  dont  nous  venons  de  nous  occuper.  On  doit 
donc  désirer  de  savoir  reconnaître ,  deux  surfaces  A  et  A'  étant  données  ,  s'il  est 
ou  non  possible  d'établir  entre  les  points  de  l'une  et  les  points  de  l'autre  une 
correspondance  telle  que  l'on  ait  toujours  rts  =  ds\  en  sorte  que  les  points  ho- 
mologues infiniment  voisins  soient  situés  entre  eux  à  la  même  distance  sur 
les  deux  surfaces ,  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  les  deux  surfaces 
se  trouvent  composées  de  triangles  égaux  et  soient  transformables  Tune  dans 
rautre,ou  applicables  Tune  sur  l'autre,  comme  disent  quelques  géomètres. 
Cette  question  importante  peut  être  résolue  comme  il  suit. 

Cherchez  d'abord  pour  la  surface  A  l'expression  de  Hs^  au  moyen  de  deux 
variables  indépendantes  quelconques  u,  \^\  et  soit 

Des  valeurs  connues  de  E,  F,  G  on  déduira,  par  la  formule  de  M.  Gauss,  celle 
du  produit  RRj.  On  aura  ainsi 

RR.  =./(«,  i^). 
De  même,  pour  la  surface  A',  en  employant  deux  variables  u\  i^',  on  trouvera 

R'R',^f(u',f^'). 
Et  si  les  deux  points  (w,  i^) ,  (m',  v*')  sont  correspondants,  il  faudra  d'abord  que 

Pour  que  Téquation 

RR.  =  R'R',     ou     ^H\i'')=f{u,^'), 

prise  isolément  soit  satisfaite,  il  suffit,  comme  on  voit,  d^établir  une  corres- 
pondance convenable  entre  les  points  (m,  \^)  et  [u\  v')  des  deux  surfaces. 
Toutefois  si  l'un  des  produits  RRi ,  R'R',  était  constant,  l'autre  ne  pourrait  lui 
être  égalé  qu'autant  qu'il  aurait  de  lui-même  la  même  valeur  constante  :  si ,  par 
exemple, y (u,  f^)  se  réduisait  à  une  constante  C,  il  faudrait  que  f  (//',  \^')  se 
réduisit  aussi  identiquement  à  cette  constante  C.  Laissons  pour  un  moment  de 
côté  ce  cas  particulier  de 

RRt  =  R'R'.  =C; 

et  supposons  les  fonctions  y  et  f  essentiellement  variables.  Cela  étant,  rien 
n'empêche  de  substituer  à  une  des  variables  u,  t^  la  variable  y,  et  d'exprimer 
ds^  en  y  et  f^  par  exemple.  De  même,  on  pourra  exprimer  ds'-  en  f  et  v\ 
c'est-à-dire  en  y  et  u'  puisque  f  =y  Ainsi  désormais  il  y  aura  une  variable/ 
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commune  aux  deux  surfaces,  et  cette  variable  exprimera  l'un  et  l'autre  des 
produits  égaux  RRj ,  R'R', .  L'introduction  explicite  de  la  variable  y  n'est  pas 
absolument  indispensable  dans  la  pratique,  où  la  remplacerait  un  emploi  con- 
venable de  l'équation  f  (u',  i^')  =  /(m,  r) -,  mais  elle  abrège  beaucoup  1  expo- 
sition de  notre  méthode. 
Soit,  d'après  cela, 

ds^  =L  df  -h-  iM  Jfdv^  -^ISi  clv' 
et 

ds''=^vdj'-hiisrdfds^'-\-N'di^'\ 

les  fonctions  L',  M',  jN'  de /'et  ^'  n'ayant,  bien  entendu,  aucun  rapport  avec 
les  fonctions  L,  M,  N  de  /  et  ^.  La  variable  /  étant  la  même  départ  et 
d'autre,  il  s'agit  de  savoir  si  l'on  peut  exprimer  i^'  en /et  p»  de  manière  à 
vérifier,  pour  toutes  les  valeurs  possibles  de/,  ^^  ^/et  rf^,  l'équation 

ds''  =  ds\ 
A  ce  point  de  vue,  il  faut  poser 

di^'  =  —,  df-h  -T-  dv^, 
dj      ^         dv 

Inéquation  ds'^  =  ds^  se  décompose  donc  dans  les  trois  suivantes  : 

Les  deux  dernières  donnent 

V 


dp         V  N' 


=  Q, 


et 

di^  _  M  —  M^ P  _  My/N^— mVn 
df-       N'P       -  nVn 

moyennant  quoi  la  première  devient 

L'4-aM'Q+N'Q'  =  L, 

ou 

(«)  ^-Y-^-N^- 

P  et  Q  sont  des  fonctions  connues  de/*,  u^  u\  Mais  pour  qu'on  puisse  les  ad- 
mettre comme  les  deux  dérivées  partielles  de  ^^j  il  faut  qu'elles  satisfassent 
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à  ia  condition  d'intée;rabilité,  qui,  développée,  donne 

^^^  df^  ch'^  dv   ^  dv'  ^ 

On  n'aura  pas  besoin  de  recourir  à  Téquation  ((3)  si  Téquation  \ol)  con- 
tient t''  :  il  suffira  de  résoudre  Téquation  (a) ,  puis  de  voir  si  la  valeur  de  v 
est  telle  qu'on  ait 

Mais  si  v'  disparaît  de  Téquation  (a) ,  qui  dès  lors  ne  pourra  être  vérifiée  qu'en 
devenant  identique,  on  tirera  v^  de  l'équation  (p) ,  et  on  verra  si  la  valeur 
de  v'  s'accorde  avec  les  équations  (y). 

Lorsque  les  équations  (y)  sont  ainsi  satisfaites  par  une  valeur  de  v'  tirée  de 
l'équation  (a),  ou  bien  par  une  valeur  de  v'  tirée  de  l'équation  ((5),  l'équa- 
tion (a)  étant  identique ,  on  a  //y'=  ds-^  les  deux  surfaces  A  ,  A'  sont  formées 
d'éléments  égaux,  et  la  correspondance  entre  leurs  points  (/,  i') ,  (y,  i^')  est 
établie  par  la  valeur  de  v\  Ajoutons  que  si,  par  hasard,  les  deux  équa- 
tions (a) ,  (|3)  étaient  vérifiées  d'elles-mêmes,  non-seulement  on  aurait  encore 
ds'  =  ds^  mais  dans  ce  cas ,  la  valeur  de  i'',  qu'il  faudrait  déduire,  par  l'inté- 
gration ,  de  Téquation 

di^'=Vdi^^qdJ\ 

contiendrait  une  constante  arbitraire  (ce  qui  n'avait  pas  lieu  auparavant) , 
de  sorte  qu'il  existerait  alors  une  infinité  de  manières  de  faire  correspondre 
entre  eux  les  éléments  ds  et  ds' , 

8.  On  conçoit,  à  priori,  que  ce  dernier  cas  est  celui  des  surfaces  de  révolu- 
tion ^  et  je  vais  prouver  que  quand  il  a  lieu  la  valeur  commune  de  ds  et  ds 
convient,  en  effet,  à  l'élément  linéaire  d'une  telle  surface. 

Dans  l'hypothèse  que  je  veux  discuter,  l'équation  (a)  est  identique,  et  les 
deux  membres  de  cette  équation,  qui,  en  général,  contiennent,  Tun^et  t^, 
l'autre /et  i'',  doivent  se  réduire  à  une  même  fonction  de /*  seulement.  Soit 
donc 


Il  en  résultera 


n(/).//^4-(^.v/N4-^y: 


d"où 

ds' =  d<j^  ^Ik  dr^ 
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en  posant 

et  en  désignant  par  ^K  la  valeur  inverse  du  facteur  qui  rend 

V/IN 
une  différentielle  exacte  dr.  La  variable  a  remplaceray,  et  t  remplacera  r. 
On  trouvera  de  même 

K'  étant  une  fonction  de  a  et  t',  et  l'équation  ds'^  =:  ds^  se  réduira  en  consé- 
quence à  celle-ci 

Donc  t'  ne  peut  être  qu'une  fonction  de  t  ,  et  non  de  t  et  de  a,  comme  on  de- 
vait le  croire  jusqu'à  présent.  Par  suite,  il  faut  que  le  rapport  de  K  à  K'  soit 
par  lui-même  indépendant  de  cr,  ou  du  moins  le  devienne  en  mettant  pour  r' 
sa  valeur  en  r.  Mais  cette  dernière  supposition  exigerait  que  Téquation 

ne  fût  pas  identique,  et  que  t'  fût  une  de  ses  racines;  dès  lors  il  y  aurait 
entre  r'  et  t,  partant  entre  ds'  et  ds ^  une  relation  déterminée,  sans  constante 
arbitraire,  contrairement  à  ce  que  nous  admettons.  Le  rapport  de  K  à  K' 
doit  donc  se  trouver  de  lui-même  indépendant  de  a  -,  en  d^autres  termes ,  K  et  K' 
ne  peuvent  contenir  7  que  dans  un  même  facteur  commun  ç  (a) ,  et  pour  K , 
par  exemple ,  on  doit  poser 

K  =  ç(<7)^(r). 
Si ,  de  plus,  on  fait 

^(i:)dr'-  =  b*d9\ 

b  étant  une  constante  à  volonté,  on  aura  donc 

ds'  =  do'^b'o[fj)dB\ 

Or  cette  dernière  équation  convient  évidemment  à  la  surface  de  révolution 
pour  laquelle  a  est  l'arc  du  méridien,  i*  y  (a)  le  carré  de  la  distance  d'un  point 
quelconque  de  la  surface  à  Taxe  de  révolution ,  et  9  Fangle  compris  entre  le 
plan  méridien  qui  passe  par  ce  point  et  un  plan  méridien  fixe.  Si  r  est  le 
rayon  du  parallèle  et  z  l'abscisse  comptée  sur  Taxe  de   révolution,  on  aura 
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ainsi 

Prenez  la  constante  h  assez  petite  ,  et  la  surface  sera  réelle.  La  proposition  que 
nous  avions  en  vue  est  donc  démontrée.  On  trouve  même ,  en  attribuant  à  A 
diilérentes  valeurs,  une  infinité  de  surfaces  de  révolution  auxquelles  Télé- 
ment  ds  convient.  Cela  est  tout  simple  et  tient  à  ce  que,  si  la  formule 
ds'=  da*  -\-  r*  dO*  appartient  aux  éléments  linéaires  ds  d'une  surface  de  révo- 
lution, elle  appartient  aussi  dès  lors  à  ceux  des  surfaces  toutes  diflérentes  pour 
lesquelles  /'  et  ô'  remplaçant  r  et  9 ,  on  aurait  /•'  =  br  et  ifl'=  6.  . 

9.  Occupons-nous  actuellement  du  cas  particulier  où  RRi  est  une  constante  , 
et  pour  distinguer  le  cas  où  la  constante  est  positive  de  celui  où  elle  est  néga- 
tive, soit 

RRi  =  zha». 

Je  dis  que  toutes  les  surfaces  que  cette  équation  peut  représenter,  pour  une 
valeur  donnée  de  a,  sont  formées  des  mêmes  éléments  ds  qu'une  sphère  de 
rayon  a ,  dans  le  cas  du  signe  -f- ,  et  qu'une  certaine  surface  de  révolution 
(celle  qu'engendre  la  courbe  aux  tangentes  de  longueur  constante  a ,  en  tour- 
nant autour  de  son  asymptote)  dans  le  cas  du  signe  — . 

En  eflfet ,  si  Ton  suppose  la  valeur  de  d\^  mise  sous  la  forme 

ds'  =  'k(da^-i-df^'); 
on  transformera ,  par  la  formule  du  n^  4,  notre  équation  dans  celle-ci 
fi'  log  ;       fP  log ;  _^  2\  _^ 

qui ,  si  Ton  pose 

oL-h^sl — I  =  M,     a  —  (3v/ — 1  =  ^», 
deviendra 

î^^  ±  —  =  o. 

du  dv  2  a' 

J'ai  trouvé,  par  des  considérations  dont  je  supprime  le  détail ,  que  l'intégrale 
complète,  avec  deux  fonctions  arbitraires  y  ('<)  et  ^^  (^^j»  de  cette  équation  aux 
différences  partielles ,  est 

y'  (u)  désignant  la  dérivée  de  9  [u) ,  et  ((/'{»')  celle  de  '^{v). 

Pour  vériQer  ce  fait,  je  tire  d'abord,  en  passant  aux  logarithmes , 
logX  =log(4a')-f-log9)'(u)-Hlogt{/'(t')-H9(j«)  +  i|/ (t') 
-alog[i±:e''W-^MJ, 
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d'où 


puis 


par  conséquent 

et  enfin 

dudvf         2  a*  ' 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

La  valeur  de  X  conduit  à  celle  de  ds^.  Mais  d'abord  rétablissons  au  lieu 
de  II  et  V  leurs  valeurs  a  -h  jS  V' —  i,  «  —  (3  v^ —  i  \  rf[u)  el  ^[u)  deviendront 
9(a  H- j3  v^ —  i),  ^|/(a — |S  V  —  I  )i  et  devront  naturellement  être  des  imagi- 
naires  conjuguées  pour  que  i  soit  réelle.  Posons  donc 

o  (a  -h  l3  /^^  )  =  C  ■+-  "  ^— ^'      ^  (a  — 15  V^^^)  =  C  —  T  V^'^^. 
En  dilVérentiant,  puis  multipliant  membre  à  membre,  nous  en  conclurons 
9'  [u]  f  (i^)  [da'-{-d^')  =  d^'^d6\ 

Par  suite,  et  à  cause  de  cp  (a)  4-  tp  (j^)  =  aÇ,  on  a 


(fîT^  «■+'"■'■ 


Prenez  le  signe  supérieur,  et  vous  aurez  une  expression  de  ds'^  commune  à 
toutes  les  surfaces  pour  lesquelles  RRj  =  a*  :  prenez  le  signe  inférieur,  et  vous 
aurez  une  expression  de  ds^'  commune  à  toutes  les  surfaces  pour  lesquelles 
RR,  =  —  a-.  Donc  toute  surface  contenue  dans  un  de  ces  groupes  est  appli- 
cable sur  une  autre;  surface  quelconque  du  même  groupe. 

Maintenant,  pour  trouver  les  surfaces  les  plus  simples,  afin  d*y  rapporter 
les  autres,  soit  b  une  constante  à  volonté,  et  remplaçons  t  et  ^  par  deux 
variables  nouvelles  B  et  r,  qui  soient  telles  que 

Il  nous  viendra 
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Or  celle  formule  convient  à  rélémeni  linéaire  ds  d'une  surface  de  révolution  , 
pour  laquelle  6  exprimerait  la  longitude  et  r  le  rayon  du  parallèle  de  chaque 
point.  On  trouve  aisément  l'équation  de  celte  surface 


où  z  est  l'abscisse  comptée  sur  Taxe  de  révolution.  Cette  même  équation ,  bornée 
aux  points  d'un  plan,  est  en  coordonnées  rectangles  celle  du  méridien.  Dans  le 
cas  des  signes  supérieurs,  on  peut  faire  A  =  i,  et  la  surface  devient,  pour  cette 
valeur  de  b ,  une  sphère.  Dans  le  cas  des  signes  inférieurs,  on  peut  faire  i  =  o  ; 
la  courbe  méridienne  qui  répond  à  celle  hypothèse,  et  par  conséquent  à 
l'équation 

r 

est  la  trajectoire  orthogonale  de  la  série  des  cercles  de  rayon  a ,  dont  les  cen- 
tres sont  sur  l'axe  des  z.  En  d'autres  termes,  c'est  la  courbe  aux  tangentes  de 
longueur  constante,  comme  le  cercle  ,  méridien  de  la  sphère,  est  la  ligne  aux 
normales  de  longueur  constante  ;  son  équation  peut  en  effet  s'écrire 


/  ,         (  ràzY 
i/  /•'  -h  (  -j^  j   =  tangente  ==  a. 


Celte  courbe,  bien  connue  des  géomètres,  jouit  d'une  foule  de  propriétés  cu- 
rieuses. Elle  a  évidemment  Taxe  des  z  pour  asymptote.  On  peut  appliquer  sur 
la  surface  de  révolution  qu'elle  engendre  (en  tournant  autour  de  cet  axe) 
toutes  les  surfaces  pour  lesquelles  RRj  =  — a',  et  sur  la  sphère  toutes 
celles  pour  lesquelles  RRi  =  a*. 

10.  Quoique  ce  qui  précède,  bien  compris,  me  semble  suffire,  quelques  lec- 
teurs pourraient  conserver  des  doutes  sur  la  possibilité  de  réduire,  dans  tous 
les  cas  où  RRj  =  —  a',  l'expression  de  ds^  à  la  forme  qui  convient  à  la  surface 
de  révolution  simple  que  nous  venons  d'indiquer,  savoir  à  la  forme 

r^dQ\ 


■rf9=), 


ds' 

-^ 

ou, 

si  l'on  veut , 

à  celle-ci 

ds' 

qui 

résulte  de  la 

précédente  en 

posant 

w  = 

a 

r 

En  effet ,  on  ne  voit  pas  clairament  quel  sens  peuvent   offrir,  quand  on  y  fait 
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h  z=  o^  les  formules  dont  nous  nous  sommes  servis  pour  remplacer  t  par  9 ,  et 
^  par  r.  Voici  une  autre  méthode  de  transformation  qui  lèvera  toutes  les 
di fli cultes .  Ec ri vez 


9v/- 


h  étant  une  constante  réelle  quelconque ,  et  vous  vérifierez  sans  peine  que  les 
valeurs  de  iv  et  0  en  ^  et  t  ,  qui  résultent  de  la  décomposition  de  cette  équation 
imaginaire  en  deux  équations  réelles,  donnent 

'^  (i  — e    -) 

L'expression  de  fts^  con\enable  à  toute  surface  où  RR,  =  —  a%  et  qui  d'aboixl 
a  été  trouvée 

est  donc  bien  léellemenl  réductible  à  la  forme 

ds'-^  —idw^-^db^). 

Il  y  a  plus  :  comme  r  et  9  n'entrent  dans  ds^  que  par  les  carrés  de  leurs  diffé- 
rentielles, on  pourrait  ajouter  à  t  une  constante  réelle  A,  et  à  B  une  autre 
constante  g  réelle  aussi  ;  on  pourrait  encore  changer  le  signe  de  t  ou  de  6 ,  en  un 
mot  on  pourrait  prendre 

sans  cesser  d'avoir 

Les  valeurs  de  w  et  9  en  ^  et  t  qu  on  peut  employer,  contenant  trois  constantes 
arbitraires  g^  /i ,  /r ,  il  faut  en  conclure  que  dans  l'application  de  deux  surfaces, 
du  genre  de  celles  dont  nous  nous  occupons,  l'une  sur  l'autre,  on  peut 
amener  à  volonté  un  point  donné  m'  sur  un  point  donné  m,  et  même  un 
second  point  n'  sur  uii  second  point  n^  pourvu  que  les  distances  géodésiques 
de  m'  k  n'  et  de  m  à  «  soient  égales.  La  même  propriété  a  lieu  pour  les  surfaces 
applicables  sur  la  sphère  :  la  symétrie  de  la  sphère  autour  de  son  centre  rend 
cela  évident  à  priori. 
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NOTE  V- 

Du  tracé  géographique  des  surfaces  les  unes  sur  les  autres. 


1.  Deux  surfaces  A  et  A'  étant  données,  on  demande  de  faire  correspondre 
les  points  m^mx^  rrii^niri^.,.  de  la  surface  A  aux  points  m',  m',  ,  m',  ^  m\^ . .. 
de  la  surface  A',  de  telle  manière  que  deux  figures  correspondantes  quelconques 
sur  ces  deux  surfaces  soient  toujours  semblables  l'une  à  l'autre  dans  leurs 
éléments  infiniment  petits.  En  d'aulres  termes,  on  demande  que  tout  triangle 
infinitésimal,  tracé  sur  la  première  surface,  soit  semblable  au  triangle  infi- 
nitésimal correspondant  sur  Tautre  surface-,  ou  bien  encore  on  veut  qu'entre 
tout  élément  mmi  ou  ds  partant  du  point  fixe  mais  quelconque  m ,  et  abou- 
tissant à  im  point  /r/j,  voisin  de  m,  et  l'élément  correspondant  m' m,  ou  ds\ 
il  y  ait  un  rapport  indépendant  de  la  position  du  point  m^ ,  bien  que  suscep- 
tible de  varier  suivant  le  lieu  où  l'on  prend  le  point /ti.  Cette  condition  est  celle 
que  Lambert,  Lagrange  et  M.  Gauss  ont  adoptée  comme  principe  fondamental 
dans  leur  théorie  des  cartes  géographiques  5  et  voilà  pourquoi  nous  dirons  que 
chaque  figure  nimi  m,. .  .  ou  m^m\  m\  ...  est,  sur  la  surface  où  elle  est  située, 
le  tracé  géographique  de  la  figure  correspondante  sur  l'autre  surface.  Lambert 
s^était  borné  à  indiquer  des  cas  particuliers  où  la  condition  dont  je  parle  se 
trouve  satisfaite.  Lagrange  a  donné  ensuite  une  solution  directe,  mais  seule- 
ment pour  des  surfaces  planes  et  des  surfaces  de  révolution.  Enfin  M.  Gauss 
a  fait  voir  que  pour  deux  surfaces  A  et  A'  quelconques,  le  problème  dépend 
de  la  décomposition  en  facteurs  imaginaires  des  carrés  rls-^  ds'^^  et  de  l'in- 
tégration des  équations  diiFérentielles  obtenues  en  égalant  ces  facteurs  à  zéro. 
C'est  la  même  considération  qui  conduit  à  exprimer  dsi-  eids'^  sous  la  forme 

ds'=l(doc'-i-d^'),     ds"  =/:(da''-^d^''). 

i  et  X'  étant  respectivement  fonctions  de  a,  /3   et  de  a',  /:'.  Aussi  l'emploi  de- 
ces  formules  lève-t-il  toutes  les  difficultés  que  la  question  pouvait  otfrir.  Peu 
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de  mots  nous  suffiront  en  eilet  pour  montrer  que  quand  on  a  réussi  h  trouver, 
pour  la  surface  A  ,  des  variables  a,  ,3  qui  donnent 

fis'  -:.l(rla--hd[:'), 

et,  pour  la  surface  A',  des  variables  a',  /î'  qui  donnent 

le  problème  du  tracé  géographique  de  ces  deux  surfaces  l'une  sur  Taulre  se 
résout  de  suite  dans  toute  sa  généralité. 

2.  La  question  ,  on  vient  de  le  voir,  revient  à  ceci  :  Faire  correspondre  le 
point  m  ou  (a,  j3)  de  la  surface  A  au  point  m!  ou  (a',  j3')  de  la  surface  A', 
c'est-à-dire  exprimer  a',  ,6'  en  a,  |S,  de  telle  manière  que  le  rapport  de  ds'^ 
SL  ds-^  par  conséquent  la  fraction 

se  réduise  h  une  simple  fonction  de  a,  jS,  indépendante  du  rapport  de  d (x  k 
rf|3.  Pour  cela,  il  faut  et  il  sufïit  évidemment  que 

da''-hd^"  =  l(da'-i-d!i'). 

l  étant  une  fonction  de  a,  j3.  On  pourrait  prendre  a'=-a,  j5'=;/3,  /=  i; 
mais  on  n'aurait  ainsi  qu'une  solution  très-particulière,  et  nous  cherchons  la 
formule  qui  donne  toutes  les  solutions  possibles.  Observons  donc  que  Téqualion 

se  décompose  naturellement  dans  celles-ci  : 

'=(^)'-(f)'=fê)'-(fr 


et 

doL'  d^  dp'  dp'  _ 

lï^HJ  '^  lu  dp~~^' 
Des  deux  équations 

et 

d^da^        dp'  dp'  _ 
'd^lfp'^  lû'dp~~^' 

déjà  traitées  dans  la  Note  II ,  on  conclura,  comme  dans  cette  Note,  que 

«'+,3'N/=T=n(a=h^s/^^), 
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n  désignant  une  fonction  arbitraire.  Ainsi  le  problème  du  tracé  géographique 
se  résoudra  pour  nos  deux  surfaces  A  et  A'  en  prenant ,  pour  a',  la  partie  réelle 
de  n  (  a  it  ,3  v' —  I  ) ,  et  pour  j3'  le  coeflicient  de  racine  v^  —  i ,  dans  cette  même 
expression,  réduite  à  la  forme  P  -h  Q  v^  —  i.  En  désignant  par  V  ce  que  de- 
vient la  fonction  H  par  le  changement  du  signe  de  v  —  i  ^  on  peut  écrire  plus 
explicitement 


/3':^-U[^(«^=/i^/-"T)-YUq=l3v^:^)l, 

et,  comme  on  met  aisément  la  valeur  de  /  sous  la  forme 

/  = î 

on  en  conclut  que 


IV  et  y  étant  les  dérivées  de  II  et  4^,  savoir 

Il'(«)  =  ^\     4"(.)=?"^'"' 


du  ^    '  dv 

ds 


Le  rapport  —  »  qu'on  pourrait  nommer  le  module  du  tracé,  et  dont  la  valent 


est  i/-r-'  a  donc  pour  carré  l'expression  suivante  : 


V 


in'(a±i5N/-i)r^«^/îv/-,). 

Bien  entendu  que  dans  X'  on  devra  remplacer  les  variables  actuelles  a',  j3'  par 
leurs  valeurs  en  a ,  ^3. 

A  <*ause  du  double  signe  contenu  dans  a  dz  j3  v^ —  *î  ^w  voit  que  les  tracés 
géographiques  sont  en  quelque  sorte  conjugués  deux  à  deux.  Cela  répond  sur 
la  sphère,  par  exemple,  aux  deux  flgures  symétriques  Tune  de  Tautre  qui 
sont  toujours  coexistantes. 
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Esl-il  nécessaire  de  faire  observer  que  la  considération  du  tracé  géogra- 
phique permet  d'étendre  en  quelque  sorte  ,  à  des  surfaces  quelconques ,  la  plu- 
part des  propriétés  des  figures  planes  ?  Rappelez- vous  quel  usage  on  fait  de  la 
projection  stéréographique  dans  la  géométrie  de  la  sphère. 

3.  On  peut  demander  dans  quel  cas  le  module  du  tracé  dont  nous  avons 
donné  l'expression  générale,  reste  constamment  égal  à  i .  On  a  alors  ds'  =  ris ^ 
et  les  deux  surfaces  A  et  A'  peuvent  être  appliquées  Tune  sur  Fautre  dans 
celles  de  leurs  parties  correspondantes  qu'on  voudra,  comme  les  surfaces 
développables  s'appliquent  sur  le  plan.  Voyons  comment  on  peut  recon- 
naître qu'une  telle  chose  a  lieu,  et  que  Téquation 

^  n' («  ± /3  v/IIT)  ^î"  (a  :p /3  v/-T)  =  1 

est  possible.  Ce  sera  donner  une  solution  nouvelle  de  la  question  traitée  à  la  fin 
de  la  Note  IV. 
Posons 

adz/3v/— i  =  M,      a=p(3  ^—i  =  m, 
d'où 


À,  qui  est  une  fonction  connue  de  a,  |3,  deviendra  une  fonction  connue/ (u,  i^) 
de  M  et  1^    D'un  autre  côté ,  on  aura 

/5'=^[n(«)_Y(.)]. 

2  V  —  I 

Donc  À',  qui  est  une  fonction  connue  de  a'  et  (3',  se  changera  en  une  fonction 
connue  aussi  den(w)  et  ^(j').  Je  désignerai  cette  fonction  par  F  [H  (w),  ^(i^)]. 
L'équation 

l' n' (a  ±  ,3  v/^T)  n«  +  P  v^^=^  =  • 

deviendra  ainsi 

F[n{u),v{,')]n'(u)v'{p)  _ 

OU  bien 

F[n(«),  4'{..)jn'(«) '?'(.')=/(«,  0- 

On  sait  que  u  et  i^  représentent  deux  imaginaires  conjuguées.  Dès  que  Tune 
de  ces  deux  quantités  prend  une  valeur  déterminée,  l'autre  prend,  par  cela 
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même,  une  valeur  correspondante  déterminée  aussi.  Ayant,  en  ellet, 

11=  a±^  s/'^, 
on  ne  peut  donner  u  sans  donner  a  et  /3  ,  et,  par  suite  ,  l'autre  quantité 


se  trouve  donnée  aussi.  Mais  cette  liaison  entre  u  et  v  ne  fait  pas  que  ces  deux 
quantités  puissent  s'exprimer  en  fonction  Tune  de  l'autre,  ni  par  conséquent 
qu'on  puisse  avoir  entre  elles  une  véritable  équation,  telle  que 

Fonct.  («,  i')  =  o, 

dont  a  et  i'  ne  disparaîtraient  pas  naturellement  d'elles-mêmes ,  et  qui  four- 
nirait ^  en  fonction  de  m,  ou  u  en  fonction  de  p».  En  effet,  si  Ton  avait 


a-f-jSv/— i  =cy(a  — |3V— i), 
il  s'ensuivrait,  en  diiférentiant  par  rapport  à  a, 

xs'  désignant  la  dérivée  de  ci  :  d'un  autre  côté,  en  différentiant  par  rapport  àjS  , 
il  viendrait 

i  =  -x;s'[a  —  ^sf~i), 

et  l'on  en  conclurait  Téquation  absurde 

I  =  —  I. 
L'équation 

F[n(H),*(t.)]n'(«)'î"{^)=/(«/,^) 

doit  donc  avoir  lieu  d'elle-même  lorsqu'on  met,  pour  II  (m)  et  V  (i'),  leurs 
valeurs.  En  d'autres  termes  ,  on  peut  y  regarder  maintenant  uel  s*  comme  des 
variables  i  ndépendantes . 

Cela  étant,  je  donne  successivement,  soit  à  </,  soit  à  (^,  à  p*,  par  exemple, 
deux  valeurs  constantes  a  ei  b  h.  volonté ,  ce  qui  n'empêche  pas  de  laisser  u 
variable.  J*ai  ainsi 

F[n(«),'P(«)]n'(«)4"(a)=/(u,a) 
et 

F[n(«),*(ft)]n'(a)r(i)  =  /(u,i). 

En  éliminant  II'  (m)  par  la  division,  on  tire  de  là 

^'(a)T\n(u),W{a)]  __f{u,a) 
M"(6)FLn(«),  V(6)]       /{H,b) 
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Cette  équation,  résolue  par  rapport  à  II  (u) ,  donnera  la  forme  générale  des 
seules  valeurs  possibles  de  Tl  (u)  :  je  dis  la  forme  générale,  parce  que  Téquation 
contient,  outre  a  et  h  qu'on  prend  à  volonté,  les  constantes  H^  («),  ^  (lf)i 
^'(a),  ^'  (ft),  qui  sont  encore  inconnues.  Ces  constantes,  qui  peuvent  être 
imaginaires ,  comme  C  -I-  D  v^ —  i ,  entreront  dans  l'expression  de  n(zi).  Quoi 
qu'il  en  soit,  dans  cette  expression  naturellement  imaginaire  de  n  (u),  changez 
le  signe  de  ^  —  i,  et  mettez  i^  au  Heu  de  u,  vous  aurez  ^  (^').  Enfin,  il  vous 
restera  à  vérifier  si  les  valeurs  de  H  (u)  et  ^  (^)  ainsi  obtenues,  et  qui  jus- 
qu'ici ne  sont  que  possibles,  ont  lieu  en  eflet,  c'est-à-dire  vérifient  bien  (du 
moins  en  donnant  aux  constantes  SK  (^), . . . ,  des  valeurs  convenables)  l'équation 

F[n(«),'PH]n'(u)4"(o  =/(«,»'). 

11  y  aurait  beaucoup  de  remarques  à  faire  sur  cette  méthode  et  sur  les  sim- 
plifications dont  elle  est  souvent  susceptible.  Nous  nous  bornerons  à  observer 
que  n  (w)  ne  doit  pas  dépendre  des  valeurs  qu'il  nous  plaira  de  donner  à  a  et  i  ; 
en  se  rappelant  cela,  on  pourra  quelquefois  trouver  plus  rapidement  la  valeur 
de  n  (w),  et,  dans  bien  des  cas,  on  verra  de  suite  que  la  fonction  cherchée 
n'existe  pas. 

Pour  obtenir  la  valeur  de  H  (//)  à  essayer,  on  aurait  pu  aussi  se  servir  do 
l'équation 

^"(a)/F[n(z/),  'f  (a)  J^n  («)=//(«,  a)  rfw  H- constante, 

et  mùmc  on  aurait  évité  de  cette  manière  un  cas  particulier  que  nous  devons  à 
présent  discuter.  En  eifet  la  méthode  qui  consiste  à  tirer  II  (a)  de  Téquation 

r  ia)¥[n{ii),    W(n)]  ^  /(u,    a) 
M-'~(6)F[n(i.),   T(Z.)]       /{u,   b) 

serait  eu  défaut  si  D  (//)  disparaissait  du  premier  membre  quelles  que  fussent 
les  valeurs  de  a  et  de  b.  Mais  ce  cas  particulier  est  facile  à  traiter  directe- 
ment. D'abord  l'équation  tlqsI  possible  alors  que  si  u  disparaît  aussi  du 
second  membre ,  et  pour  que  cela  arrive  il  faut  que  le  numérateur /(m,  a) 
soit  égal  au  produit  du  dénominateur  ./(w,  h)  par  un  facteur  indépendant 
de  n.  Comme  a  est  quelconque,  il  faudra  donc  que  f{uy  i^)  soit  aussi  le 
produit  de /^(u,  b)  par  un  facteur  indépendant  de  u.  En  d'autres  termes, 
f[u ,  V)  ou  A  doit  être  le  produit  d'une  fonction  de  u  par  une  fonction  de  ^'.  On 
verra  de  même  que  F  [U  (m),  Y  (>^)]  doit  être  le  produit  de  F  [H  (m),  ^(i)] 
par  un  facteur  indépendant  de  m.  Si  donc  on  met  u'  et  \f'  au  lieu  de  II  [ii) 
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et  Y  (v) ,  la  quantité  F  (a',  i^')  ou  //  se  trouvera  être  le  produit  d'une  ionelion 
de  u'  par  une  fonction  de  p»'. 

Cela  étant,  je  dis  que  nos  deux  surfaces  A  ,  A'  sont  développables  ou  appli- 
cables sur  un  plan,  et,  par  conséquent,  l'une  sur  l'autre. 

Considérons,  pour  fixer  les  idées,  la  surface  A,  et  posons,  d'après  ce  qui 
précède , 

On  se  rappelle  que 

En  changeant  le  signe  de  y  —  i,  et  désignant  par  des  lettres  majuscules  ce  que 
deviennent,  par  ce  changement,  les  fonctions  y  et  ^|^ ,  il  viendra  donc 

Delà 

en  sorte  que  X  est  le  produit  de  deux  facteurs  imaginaires  conjugués. 
Cela  revient  à  dire  que  l'on  peut,  dans  l'équation 

regarder  9 (m)  et  Q[i^)  comme  exprimant  deux  imaginaires  conjuguées,  ce  qui 
permet  de  poser 

(p(adi,3v^^)J(a=t:.3v^:^)  =  ^(X-t-Yv/=^i', 

Or  en  différentiant,  puis  multipliant  membre  à  membre  ces  deux  équations, 
on  en  conclut 

9  (a)  e  (^')  (da'  -h  d^')  =  ^X'  -f-  dY'. 
Donc 

ds'  ^.  l  (da'  -h  d'^')  =  ^X*  -h  dY'. 

Mais  d\^  -f-  dY*  exprime  en  coordonnées  rectangles  le  carré  de  Télément 
linéaire  d'un  plan.  La  surface  A  est  donc  développable  ou  applicable  sui-  un 
plan,  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Tel  est,  en  peu  de  mots,  le  moyen  nouveau,  et  indépendant  de  toute  consi- 
dération sur  les  rayons  de  courbure,  que  Ton  peut  employer  pour  reconnaître 
si  l'équation  ds  =  ds^  est  possible,  c'est-à-dire  si  les  deux  surfaces  A,' A' 
sont  applicables  l'une  sur  l'autre.  Entre  cette  méthode  et  celle  de  la  Note  IV, 
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ei   d'autres    que  je   pourrais   encore   ajoute?,    le    choix    devra   dépendre   des 
circonstances. 

4.  On  pourrait  demander  de  rendre  le  module  du  tracé  géographique  dvs 
deux  surfaces  A  et  A'  Tune  sur  l'autre  égal,  non  plus  à  l'unité,  mais  à  une 
fonction  donnée  de  a,  |3  ou  « ,  p».  En  désignant  le  carré  de  cette  fonction  par 
r  (?/,  !>),  on  aurait  alors  à  traiter  Féquation 

FlU(u),^(u)]U'{u)T(u)=J(u,  i')r(u,i'), 

et  le  procédé  que  je  viens  d'exposer  ferait  encore  reconnaître  s'il  existe  ou  non 
des  fonctions  conjuguées  II  (m),    ^  (r)  qui  la  vérifient. 

î>.  ^ous  sortirions  du  cadre  imposé  à  ces  Notes  ,  si  nous  ajoutions  ici 
des  exemples  de  tracés  géographiques  pour  des  surfaces  particulières.  Les 
jtHines  élèves  pourront  s'exercer  à  appliquer  les  formules  générales  au  cas  du 
tracé  d'un  plan  sur  un  plan,  d'une  sphère  sur  un  plan,  d'un  ellipsoïde  sur 
un  plan,  sur  une  sphère  ou  sur  un  autre  ellipsoïde.  M.  Jacobi  est  le  premier 
qui  ait  indiqué  le  choix  des  variables  au  moyen  desquelles  on  résout  cette  der- 
nière question  dans  toute  sa  généralité.  Elle  n'oiîrira  aucune  difficulté  à  nos 
lecteurs.  Le  point  essentiel  est ,  comme  on  l'a  vu,  de  ramener  l'expression  des 
carrés  des  éléments  des  lignes  tracées  sur  les  surfaces  dont  on  s'occupe  à  la 
forme 

et  l'on  a  pu  voir  dans  la  INote  III  qu'une  telle  formule  est  aisée  à  trouver  pour 
un  ellipsoïde  quelconque. 

Le  problème  du  tracé  géographique  de  deux  surfaces  lune  sur  l'autre  revient, 
coinuK*  on  l'a  démontré  plus  haut ,  à  celui-ci  :  Trouver  pour  a'  et  (3'  des  expres- 
sions <»n  a,  [3  telles  que  Toti  ait 

l  étant  une  fonction  de  a ,  jS.  Il  y  a  pour  le  cas  des  trois  dimensions  un  problème 
analogue  qui  mène  à  l'équation 

et  dont  j  ai  obtenu,  en  profitant  d'une  sorte  de  hasard,  la  solution  complète. 
Cette  solution  fait  l'objet  de  la  Note  suivante. 
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NOTE  VI. 

Extension  au  cas  des  trois  dimensions  de  la  question  du 
tracé  géographique. 


\ .  Concevez  dans  l'espace  des  points  en  nombre  infini  composant ,  ou  plutôt 
remplissant  une  figure  quelconque,  et  représentez- vous  autour  d'un  de  ces 
points  pris  à  volonté,  et  que  vous  nommerez  m,  les  points  infiniment  voisins 
/Hj ,  m,, . . . ,  que  vous  joindrez  entre  eux  et  au  point  m  par  des  droites.  Vous 
aurez  ainsi  un  petit  solide ,  et  la  figure  entière  sera  formée  d'une  infinité  de 
tels  petits  corps.  Cela  posé,  on  demande  de  faire  correspondre  aux  points 
m ,  mi ,  /7it , . .  . ,  chacun  à  chacun,  des  points  m\  m', ,  m', , . .  . ,  tels  que,  dans 
les  deux  figures  mmim^..,  et  m'm\m^  ...,  deux  parties  élémentaires  ou 
infiniment  petites  correspondantes  soient  toujours  semblables ,  le  rapport  de 
similitude  pouvant  d'ailleurs  être  variable  d'un  lieu  à  un  autre  C'est  demander 
évidemment  qu'entre  la  droite  ds^  menée  du  point  m  à  un  quelconque  des 
points  infiniment  voisins  m,,  m,,...,  et  la  droite  correspondante  ds\  menée 
du  point  m'  au  point  m\ ,  ou  m',, . . . ,  il  y  ait  un  rapport  /,  fonction  seulement 
des  coordonnées  du  point  m,  mais  indépendant  de  la  direction  de  ds.  Soient 
a,  |S,  y  les  coordonnées  du  point  m  rapporté  à  trois  axes  rectangulaires,  et 
a',  jS',  y'  celles  du  point  m'  rapporté  aussi  à  trois  axes  rectangulaires  qui  peu- 
vent diflerer  des  premiers.  On  devra  donc  avoir  Téquation 

da'*  -h  rf/5'*  -h  dy''  =  1  (da}  -h  rf/5'  -h  rfy'), 

sur  quoi  j'observe  que,  comme  avec  des  droites  ds  ou  mm^ ,  mm, ,  mi  m, , . . . 
données  on  peut  toujours  faire  deux  corps  symétriques ,  cette  même  équation 
serait  encore  celle  qu'on  obtiendrait  si  l'on  voulait  rendre  chaque  petit  solide 
de  la  seconde  figure  semblable,  non  plus  au  petit  solide  correspondant,  mais 
au  symétrique  de  celui-là. 

Voyons  donc  comment  on  trouvera  les  valeurs  générales  de  «',  /3',  y'  qui 
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donnent 

2.  D'abord ,  si  l'on  supposait  /  =  i ,  l'équalion 

entrainerait  l'égalité  des  droites  correspondantes  ds  et  di' dans  les  deux  figures. 
Donc  ces  deux  figures  seraient  égales  ou  symétriques.  Donc,  en  les  rapportant 
à  deux  systèmes  convenables  d'axes  rectangulaires,  on  pourrait  toujours  sup- 
poser que 

«'  =  «,     ^'  =  ^,     y'  =  ±y. 

Donc  aussi ,  en  prenant  des  axes  rectangulaires  quelconques,  on  devrait  avoir, 
dans  ce  cas,  pour  valeurs  générales  de  a',  j3',  y', 

ol'  —  aci  -^  i|34-  cy-f-g, 

r/,  a',. . .  ,  étant  des  constantes  liées  entre  elles  par  les  équations  de  condition 
connues 

a^  ^  a'^  ^a'"=i,     ab -h  a'  &'  -+-  a"b"  =^  o , 

c^-  ^  c''  -h  c''=  =:.  I ,      ac-ha'c'-h  a" c"  =  o. 

Telle  est  la  solution  la  plus  générale  de  l'équation 

du"  -t-  d^"  -h  dy  =  l(da'  -h  rf/3»  4-  dy') , 

dans  le  cas  de  /=  i.  Et  si  le  coefficient/,  sans  être  égal  à  T  unité ,  était  une 
constante,  il  suffirait  de  multiplier,  parla  racine  carrée  de  cette  constante ,  les 
valeurs  de  a',  |3',  y'  écrites  plus  haut. 

J'observe ,  en  passant ,  que  ces  valeurs  de^',  (3',  y'  qu'on  vient  d'obtenir  par 
des  considérations  de  géométrie,  s'obtiendraient  aisément  aussi  par  l'analyse: 
mais  la  démonstration  précédente  me  semble  mériter,  par  sa  simplicité,  la 
préférence. 

3.  Maintenant,  quelle  que  soit  la  fonction  de  a  ,  /3 ,  y  qui  puisse  êlre  prise 
pour  valeur  de  /,  je  dis  qu'une  solution  particulière  de  Féquation 

da''  -4-  d^''  -h  rfy'*  =  /(rfa«  H-  rfjS»  4-  dy') 

conduit  de  suite  à  la  solution  la  plus  générale  que  cette  équation  puisse  avoir 
pour  la  valeur  de  /  dont  il  s'agit.  Soient,  en  effet,  a'',  j3'',  y"  les  valeurs  parti- 
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culîères  qui  fournissent  la  solution  donnée,  en  sorte  que 

da"'  ^  d(^"'  4-  dy'"  =  l(da'  -+-  rf/3*  ^  dy'). 

Il  faudra  que 

da''  +  rf/3'«  +  riy"  =  da"'  -h  rf/3"*  +  é//". 

Nous  voilà  ramenés  au  cas  de  /=  i.  Donc  a',  /3',  y'  s'exprimeront  linéaire- 
ment, en  a",  |3",  y",  par  les  formules  trouvées  ci-dessus.  Et  remarquez  bien 
que  les  figures  m^i7i\  m\ .  . . ,  fournies  par  la  solution  la  plus  générale  0L\fj\y' 
construite  en  géométrie  sur  des  axes  rectangulaires,  et  point  par  point,  pour 
correspondre  à  la  figure  mmi  mt*  .  .  que  déterminent  les  cordonnées  a,  j3 ,  y , 
ne  différeront  réellement  pas  de  celle  ou  de  la  symétrique  de  celle  que  four- 
nissait la  solution  particulière  donnée  a",  j3",  y";  car  il  n'y  a,  pour  ainsi  dire, 
qu'un  simple  changement  de  coordonnées  dans  le  passage  de  a",  jS'',  y"  à 
a',  (3',  y'.  L'équation 

da"  ^  d^"  -\-  dy*  =  da"'  -h-  d^"'  ^  dy"' 

exprime  précisément  qu'on  a  de  part  et  d'autre  pour  deux  points  homologues 
la  même  distance,  et  de  là  ne  peuvent  résulter,  je  l'ai  déjà  dit,  que  des  corps 
égaux  ou  symétriques. 

Ainsi,  à  proprement  parler,  il  ne  peut  y  avoir,  pour  une  valeur  de  /don- 
née, qu'une  seule  solution.  Et  si  Ton  parvenait  à  trouver  la  valeur  de  /  la  plus 
générale,  et  une  solution  propre  à  cette  valeur,  on  pourrait  dire  que  notre 
problème  est  complètement  résolu. 

4.  Montrons  d'abord  comment  le  problème  peut  être  résolu  pour  une  certaine 
forme  de  valeurs  de/,  variables  avec  a,  |3,  y.  Opérons  pour  cela  sur  la  figure 
mm^nii. .  ,  une  transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques;  je  veux  dire 
menons  d'un  point  fixe  o,  qui  sera ,  par  exemple ,  l'origine  des  coordonnées 
a,  /3,  y,  un  rayon  vecteur  à  chaque  point  m  de  l'espace,  puis  portons  sur  ce 
rayon  ou  sur  son  prolongement  (c'est  un  choix  à  faire  une  fois  pour  toutes)  une 
longueur  om'  en  raison  inverse  de  om ,  en  sorte  que  l'on  ait 


om  =  —  ï 
nm 


k  étant  une  constante.  On  formera  ainsi  une  figure  nouvelle  dont  les  divers 
points  /n',  /n', ,  /n', , . . .  correspondront  chacun  à  chacun  aux  points  m ,  m , ,  m  j , . . . 
de  l'ancienne  figure. 

Maintenant,  je  disque  les  deux  systèmes  mm^mf,.,  et  m' m\  m\  ...  satisfont 
à  notre  équation 

da"  -^  rf/5'«  -^  r//»  =  l(da'  -h  d^'  -h  dy*  ) , 
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en  prenant  pour  a^  ^.y  les  coordonnées  de  m,  et  pour  a\  /3',  y'  celles  de  m\ 
la  valeur  de  /  étant  d'ailleurs 


En  eilet  on  a ,  par  notre  construction , 


a'-f-p^^Y^'       ^  a'H-P'+7^         '  a-' -h  ^^  4- 7 -' 

en  comparant  les  points  m  et  m'.  11  faut  prendre  les  signes  supérieurs  ou  les 
signes  inférieurs,  suivant  qu'on  porte  om^  sur  om  ou  sur  le  prolongement 
de  om.  De  même,  pour  deux  autres  points  correspondants  m^  et  m',, 

'         ~^;-H?;+7Î        ^'         -a;+^;^7;'      /'  ^^  _h  ^;  +  7; 

Donc ,  dans  tous  les  cas , 

et,  par  conséquent,  si  m  et  w,  sont  infiniment  voisins, 

c'est-à-dire,  comme  nous  Tavons  avancé, 

rfa''  -\-  d^"  -+-  dy"  ^  l(da'  ^dfù'-hdf), 

avec  la  valeur 

Z:^  ''       '  . 

Est-il  nécessaire  d'ajouter  que  des  deux  figures  évidemment  symétriques  aux- 
quelles les  points  m'  donnent  lieu,  suivant  qu'on  porte  chaque  rayon  om'  sur  le 
rayon  correspondant  om  ou  sur  son  prolongement,  c'est  la  seconde  ,  celle  pour 
laquelle  on  a 

qui  seule  est  semblable  à  la  figure  mm^m^,  ..  dans  ses  éléments  infiniment 
petits.  Mais  toutes  deux  donnent  également 

da'^  -hd(i''-h  dy""  ==  /{rfa«  +  rf/3«-h  ^y«) 
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et 

/=  — 

On  peut  déduire  au  reste ,  de  ce  qui  précède ,  une  valeur  de  /  plus  générale , 
et  pour  laquelle  cependant  on  ait  toujours 

ria"-  +  d^"  +  dy"  =  l  [do"  -f-  d^'  -h  df  )  : 

on  n'a  pour  cela  qu'à  remplacer  a  par  «  —  A ,  (3  par  (S  —  B ,  y  par  y  —  C ,  A  , 
B,  C  étant  des  constantes  quelconques;  ce  qui  répond,  en  géométrie,  à  un 
simple  changement  de  position  du  point  o.  Ainsi ,  en  prenant 

._^ X^a- A) 

---(a-A>4-(p-B)'  +  {7-C)-'' 


(a-A)'-H(p-B)"  +  (7-C)'' 


y^± 'Ld-^l 


avec 


.         ^1 


on  conlinuera  à  avoir 

dot''  ^  .//3"  +  dy"  =  l  (da^  -^  d^'  4~  dy'). 

Je  dois  faire  observer  que  le  cas  où  /  est  une  simple  constante  peut  être  re- 
gardé comme  compris  dans  la  formule  que  je  viens  d'écrire,  en  y  donnant  kkei 
A ,  ou  à  /r ,  A  ,  B  et  C  des  valeurs  infinies  telles  que  A"  et  A  *  -f-  B"  -h  C-  con- 
servent toutefois  un  rapport  fini. 
5.  Je  ferai  désormais 

h  =  --»     d'où      l  =  r-t 

et  je  me  propose  de  prouver  que  la  valeur  de  h  qui  répond  à  la  valeur  de  /  ci- 
dessus,  savoir  : 

h- , 

est  la  plus  générale  qui  puisse  s'accorder  avec  Féquation 

da''  H-  rf(3'^  -h  dy"  =  ^,  [doc'  -+-  d^'  -h  df-). 
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Comme  a.\  ^\  y'  sont  des  fonctions  de  a,  |3,  y,  il  est  permis,   réciproque- 
ment, de  prendre  0L.{'j^y  comme  fonctions  de  a',  (3',  y',  ce  qui  donnera,  par 

exemple, 

.  d%    j   ,         fioi    j,,,        dot.     j    , 

ei  alors  en  identifiant  les  deux  membres  de  notre  équation,  puis,  se  rappelant 
une  transformation  bien  connue  en  géométrie  analytique  ,  on  trouve  sans  peine 
les  é(|uations  suivantes  : 

doL    dp 
'df  If' 

dp     dy 

dp  7p/ 
dy     dcx. 


d'x' 

dp 
dy! 

dp 

dy 

dy/ 

d^' 

dy 

dx 

d'j! 

doi' 

dy' 

dp 
dy' 

—   o, 

dp 
dy' 

dy 
dy' 

=^=0, 

dy 
dy' 

dx 
dy' 

=  o. 

el 


(è)'-(è)'-(^)'=*-. 


Or  ces  équations  sont  de  même  forme  que  celles  que  M.  Lamé  prend  pourpoint 
de  départ  dans  son  Mémoiriî  sur  les  coordonnées  curv^iligneSy  et  qu'on  trouve  à 
la  page*  ;^i8  du  tome  V  du  Journal  d^  Mathématiques.  Les  lettres  p^  pi^  p^^  ei 
X,  }  ,  c,  employées  par  M.  Lamé,  sont  remplacées,  pour  nous,  par  a,  j3,  y, 
a'.  ,3',  y\  elles  trois  quantités  qu'il  nomme  A,  /i, ,  /ij  par  notre  seule  quantité 
//.  Ainsi ,  pour  nous,  A,  =  Aj  :=  A.  11  suit  de  là  que  les  valeurs  inverses 

H  -^  ,  9    H I  =-^  7" î     Hj  =  —  î 

«]ue  M.  Lamé  emploie  aussi,  sont  de  même,  pour  nous,  toutes  égales  à  y  Cela 

posé,  les  équations  maixjuées  (i6  bis)  ^  que  M.   Lamé  donne  à  la  page  SaS  , 
lions  fournissent  de  suite 

d'h     _  d'h     _  d'h     _ 

dadp  ~~  ^'      dp  dy  ~"^'      dyda  ~  ^' 

La  premièr(!  et  la  dernière  de  ces  équations  peuveht  s'écrire  ainsi  : 

dh  dh 

(17.  dn. 
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et  elles  nous  apprennent  qu(î  —  ne  contient  ni  j3,  ni  y;  la  valeur  de  h  ne  peut 
donc  être  que  de  la  forme 

//  étant  une  fonction  de  /3  et  y  seulement.  Mais  l'équation 

en  h         ffUi 


fipdy         dp  dy 
montre  ensuite  que  —  doit  être  une  fonction  de  ^  seule. 
Donc  u  est  de  la  forme  ?  (/5)  -4-  '|  (y),  et ,  par  suite, 

D'un  autre  côté,  les  équations  marquées  (17),  et  données  par  M.  Lamé  à  la 
page  329,  peuvent,  pour  nous  ,  s'écrire  ainsi  : 

A    ^7    ) 


dp'  dy} 

d-'Xo^h  ^'lofîA_  /d\o^hY 
~~d7~"^       df     ""  w/p     /  ' 

r/MogA  r/- log 


5 


h_  /d\o^hy 


df        dp 

De  la  dernière,  on  déduit  sans  peine  que 

équation  oùy*'  (a) ,  ç'  ((3) ,  ç"  (j3) , .  .  . .  représentent  des  fonctions  dérivées.  Le 
second  membre  ne  contient  pas  a.  Donc  le  premier  aussi  doit  être  indépendant 
de  a.  Les  deux  autres  équations  nous  montreraient  de  même  que  ce  premier 
membre  ne  peut  contenir  non  plus  ni  j3,  ni  y;  car  elles  nous  le  donneraient 
égal  à  f"  (a)  -h  ^"  (y)  et  à  f"  (a)  H-  y"  (/5).  Donc  ce  premier  membre  doit  se 
réduire  à  une  simple  constante.  De  là ,  réciproquement,  il  faut  conclure  que 

<p"(p)+f' (y),    /"(«)4-f' (7),    f"(a)+f{^),         ■ 

sont  aussi  des  constantes,  et  même  des  constantes  égales  entre  elles;  il  en  est 
donc  de  même  àef"  (a),  (p''  (jS),  Y  (7)  î  puisque  Ton  a ,  par  exemple , 

/"(«)  =  î[/"(«)+r(v)]  +  ^[/"(«)+?"(/5)]-^f9"(f>)+f' {•/)]• 
En  désignant  par  k  une  constante ,  on  peut  poser,  dès  lors , 
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d'où  Ton  conclut,  en  inu'granl, 


^? 


A,  B,  C,  (1,  G',  G"  étant  des  constantes.  Mais,  en  mettant  pour/ (a),  9(/5), 
^  (7)  ^^s  valeurs  dans 

cette  quantité  devient 

4 (a-A)^+(6~B)'-4-(7  — C)'-^ 

X'(a  — A)-^-f-(p— B)»-h(7— ^)-»-^-(CV  +  G'-hG") 

et  pour  qu'elle  se  réduise  à  une  constante,  comme  cela  doit  être,  il  faut  que 
l'on  ait 

G  -4-  G'  +  G"  =  o. 

La   valeur  la  plus  générale  de/' (a)  H- (p  (j3)  -1-^(7)5  c'est-à-dire  de  A,  est 
donc  «ontenue  dans  la  formule 

/i= ^^ , 

que  la  considération  des   transmutations  de  figures  à  Taide  de  rayons  vecteurs 
réciproques  nous  avait  fournie. 

J.a  transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques  jouit ,  comme  on  sait, 
d'un  grand  nombre  de  propriétés  remarquables.  Eu  m^ eu  occupant  au  tome  XII 
du  Journal  de  Mathématiques  à  l'occasion  d'un  travail  de  M.  Thomson,  j'avais 
fait  observer  qu'elle  donne  une  solution  du  problème  qui  fait  Tobjet  de  cette 
Note.  xMai  s  j'ignorais  alors  que  la  formule  ainsi  obtenue  fût  la  plus  générale  pos- 
sible. L'analyse  précédente  qui  établitce  fait  important  n'est  pas  indigne,  ce  me 
semble,  de  Tattention  des  géomètres. 
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NOTE  VIL 

A  L'occasion  de  l  équation  des  cordes  vibrantes. 


\ .  L'équation  des  cordes  vibrantes 

(A)  ;i^  =  ^V 

est  célèbre  dans  Thistoire  des  mathématiques.  D'Alembert  Ta  obtenue  le  pre- 
mier, et  en  a  donne  (dans  les  Mémoires  de  V Académie  de  Berlin)  l'intégrale 
complète  avec  deux  fonctions  arbitraires;  il  a  fait  voir,  de  plus,  comment  les 
fonctions  arbitraires  se  déterminent  au  moyen  des  conditions  relatives  aux 
deux  points  extrêmes  et  à  Tétat  initial ,  et  comment  une  discussion  détaillée 
des  formules  conduit  ensuite  à  reconnaître  le  caractère  périodique,  et,  eu 
général,  toutes  les  circonstances  du  phénomène  physique  auquel  l'équation 
répond.  Par  cette  application  capitale,  il  a  montré  nettement  toute  l'étendue 
et  toute  l'importance  du  calcul  aux  différences  partielles,  alors  à  sa  naissance 
et  à  peine  connu  et  défini ,  bien  qu'on  en  trouve  çà  et  là  quelques  traces  dans 
certains  ouvrages  antérieurs  de  d'Alembert  lui-même  et  d'Euler.  Depuis,  les 
géomètres  n'ont  cessé  d'étudier  et  de  perfectionner  ce  calcul,  dont  l'emploi 
sert,  en  particulier,  de  base  à  Fouvrage  de  Monge  tout  entier.  L'équation  des 
cordes  vibrantes  elle-même  a  dû  être  reprise  plusieurs  fois  sous  des  points  de 
vue  divers;  car  elle  se  présente  dans  plusieurs  questions  de  physique  mathé- 
matique, avec  des  conditions  définies  différentes  pour  certaines  valeurs  par- 
ticulières des  variables.  Lagrange  Ta  rencontrée  dans  ses  recherches  sur  le  son, 
et,  en  prenant  «•  =  —  i,  ou  plus  généralement  a}  négative,  elle  devient  une 
des  équation^  de  la  théorie  de  la  chaleur. 

2.  En  s'occupant,  dans  son  ouvrage,  de  Téquation  des  cordes  vibrantes, 
dans  le  but  spécial  de  construire  les  surfaces  qu'elle  représente  lorsqu'on  regarde 
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j:,  y  comme  des  abscisses  et  z  comme  une  ordonnée,  Monge  s'est  naturelle- 
ment servi  de  sa  mélhode  ordinaire  d'intégration,  fondée  sur  la  considération 
des  caractéristiques.  La  méthode  d'Euler,  qu'on  a  coutume  aujourd'hui  de 
suivre  dans  les  cours,  esl  plus  particulière,  mais  aussi  beaucoup  plus  simple. 
On  pose 

y  -h  ax  ==-.  a ,     y  —  «x  =i  |3  , 

et  on  transforme  l'équation  (A),  en  prenant  a  et  j3  pour  variables  indépendantes 
au  lieu  de  x  et  y,  11  vient  d'abord 


et 


doi] 


dz    _       fdz         dz\        (h  _dz 
~dx    ~"  ^  \dyL         7/p  /  '       ly  ~~~daL 

d'z     _     j/f/'z  d-'z  d'z  \ 


d-'z  __  r/'z  d^z  d'z 

~d^~~  T^'^  ^doLdp   ~^'d^' 


d'z  ,d'z         ,     ,    d'z 

dr'         *       dccd^ 


dz 


dx'  dy'         *       dcidp 

Par  suite,  l'équation  (A)  se  réduit  à 

d'z 


=  0, 

d'où  l'on  conclut  que  — -  est  une  fonction  de  p  seule,  et  enfin  que  z  esl  de  la 


forme 

^(«j  +  'i'i/î), 
c'est-à-dire  que 

z  =:  0  (j  -h  ax)  -f-  y  (j  —  ax) , 

les  fonctions  0  et  ^  étant  quelconques. 

3.  Rien  de  plus  simple  que  ce  procédé.  11  me  semble  pourtant  que  la  mé- 
thode donnée  dès  l'origine  par  d'Alembert  lui-même  est  tout  aussi  facile,  et 
en  même  temps  plus  directe  et  plus  élégante  encore.  L'illustre  géomètre  écrit 
Téquation  (A)  sous  la  forme 

d.—        d,a} — 
dx  dy 

dx  dy 
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la  condilio 
différentielle  exacte  d'une  fonction  de  x  et  y.  Cela  étant,  il  pose 

Mais  on  a  déjà 


et  observe  qu'elle  exprime  alors  la  condition  pour  que  —  dy  ^  à}  —dx  soit  la 


--  dy  -\~o}  —-dx^=i  du. 

a.r    '  dy 


dz    j  dz    ,  , 

-y-  ax  -h  -—  dy  =  dz, 
djc  dy    " 


11  est  aisé  d'en  conclure 


que 


doù  il  suit  que^ -hrt— -et //-h«^nepeuventétrequedesfonctionsdej-f-rtX. 
Et  comme  on  obtient  aussi 

on  voit  semblablement  que  -^  —  a  -r-  et  m  — az  sont  des  fonctions  de  y  —  a,r. 
^       dx  dy 

On  a  donc  à  la  fois 

H  -\-  az  :=  (f  [y  4-  ax) , 

u  —  az  =  f^i  {y  —  «^  )  ; 

donc 

2az  =  (f{y  -h  ax)  —  ^  (y  —  ax) , 
c'est-à-dire 

z=4>(j  -h  ax)  -^V(y  —  ax) 

comme  ci-dessus. 

D'Alembert,  comme  on  voit,  s^ appuie  sur  la  condition  d'intégrabilité  d'une 
ditlérentielle  à  deux  variables 

M  ^ir  -h  N  dy. 

Il  profite,  pour  intégrer  l'équation  (A) ,  de  ce  que  celte  équation  peut  s'écrire 
sous  la  forme 

dU  __  dfi 

dy  dx 
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Une  considération  du  môme  genre,  employée  toutefois  d'une  manière  dillé- 
rente,  m'a  conduit  à  démontrer  quelques  théorèmes  concernant  certaines  équa- 
tions très-générales  qui  peuvent  aussi  se  mettre  sous  la  forme 

dM  _d^ 
dy         dx 

Ces  théorèmes,  qu'on  pourrait  aisément  généraliser  encore,  feront  Tobjet  de  la 
présente  Note.  Ils  ont  pour  résultat  d'établir  entre  deux  équations  ou  deux 
groupes  d'équations  aux  différences  partielles  une  correspondance  telle,  que  si 
Tinlégralion  est  effectuée  d'un  côté,  on  pourra  l'ef^ecluer  immédiatement  de 
l'autre  côté. 

t.  Dans  tout  ce  qui  va  suivre,  x  ^X.  y  représenteront  les  variables  indépen- 
dantes dont  les  autres  quantités  seront  des  fonctions. 
Considérons  d'abord  l'équation 

.   .  d.cz  dx 

C  et  k  désignant  des  fonctions  données  quelconques  de  or,  j',  et  z  la  fonction 
qui  doit  vérifier  Téquation. 
L'équation  (i)  indique  que 

czdx-\-h-—dy 

dx  ^ 

est  une  différentielle  exacte.  Soit  donc 

czHx  -hk~dj  =  du. 
11  en  résultera 


du         ,  dz        du 
dx            dx       dy 

d'où 

i  du        dz         I  du 
c  dx        dx        /-  dy 

et,  par  conséquent, 

(ibis) 

d(!-±\ 

i  du            \c  dx/ 
k  dy             dx 

Les  équations  (i)  et  (i  bis)  sont  donc  tellement  liées  entre  elles,  que  si  Tinté- 
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grale  de  Tune  est  donnée,  Tintégrale  de  Tautrc  s\m  dt^duira  immédiatement. 
Connaissant  z,  on  aura  ii  par  la  formule 


et  connaissant  w,  on  prendra 


I  flu 

c  dx 


Si  c  est  une  fonction  de  .r  seulement,  l'équation  (i)  pourra  s'écrire 


dz  dx 

dy  dx 


Elle  aura  ainsi  la  forme  de  l'équation  du  mouvement  de  la  chaleur' dans  une 
barre  hétérogène  dont  le  rayonnement  extérieur  est  nul,  c  exprimant  la  capacité 
pour  la  chaleur,  et  h  la  conductibilité.  L'équation  conjuguée 


'\c  dx) 


I  dn 

k  dy  dx 

a  d'elle-même  une  forme  semblable;  mais  la  capacité  spécifique  y  est  exprimée 
par  -5  et  la  conductibilité  par  -•  Voilà  donc  deux  barres  de  nature  diverse  qui 

ont  entre  elles  une  liaison  remarquable,  et  qui  sont  telles,  que  les  lois  du  mou- 
vement de  la  chaleur  ne  peuvent  être  connues  pour  Tune  sans  être  à  l'instant 
connues  pour  l'autre. 

o.  En  second  lieu,  soit 

.  d.k^ 

i  \  d,cz  dy 

c  et  k  continuant  à  être  des  fonctions  données  de  x  et  y.  On  apprend,  par  cette 
équation ,  que 

czdx  -hk^  dy 


est  une  diÉTérentîelle  exacte.  Posons,  en  conséquence  , 

dz 


czdx-hk-r-dy^  du. 

dy  *^ 
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d'où 

et,  par  conséquent, 
{2  bis) 
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du        j  dz        du 

dx  dj        dy 


I  du        dz         I  du 
r  dx        dy        k  dy 


,   I  du 
du  '  c  dx 


k  dy  -       dy 


Les  équations  (2)  et  [ibis)  s'intègrent  donc  ensemble.  Connaissant  z,  on  en 
déduit 

u  =:   1   Iczdx  -{-  k-—dy\i 
et  connaissant  «,  on  prend 


I  du 
c  dx 


6.   L'équation 


j      dz  j  j  dz 

d.c-T-       d.k-j- 

/^x  dx dy 

^^  '~dy~  ~      dx 

nous  fournira  un  troisième  exemple.  On  sera  conduit  alors  à  poser 


d'où 


puis 


et,  par  conséquent, 
{^bis) 


c  ^dx-\-h  -r  dy  ^=du. 

dx  dy    ^ 


dz  du         jdz  du 

dx        dx  dy        dy 


dz  l  du        dz  I   du 

dx        c  dx        dy        k  dy 


j   i  du         j   I  du 

d.-'-j-       a,-  -r- 
c  dx  k  dy 


dy  dx 

Les  équations  (3)  et  (3  bis)  sont  de  même  forme  \  pour  passer  de  l'une  à  l'autre, 

I 


il  suffit  de  remplacer  les  fonctions  c  et  /r  par  ^  et  -•  Connaissant  2 ,  on  a 


«^/{'^l''-^^-*^''^)' 
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et,  réciproquement,  si  l'on  connaît  ii,  on  doit  prendre 

r  f  i  du   j  \  du  ^  \ 

7.   Soit  encore  Féquation 

,     dz         ,  ,  dz 
n»c--    -  a.k-r- 

en  vertu  de  laquelle 

dz    j  ,  dz    , 

c  —-  dx-^  k-T-dy 

dy  dx   - 

est  une  dîrterentielle  exacte  du.  11  nous  viendra,  dans  ce  cas, 

dz         du        ,  dz         du 


d'où 

et,  par  conséquent, 
(ibis) 


dy         dx  dx         dy 


dz         I  du        dz  i  du 

dy       c  dx        dx        /■  djr 


j   i  du         .   i  du 
'A  dy  'c  dx 


dy  dx 


Les  équations  (4)  et  (4^*^)  «ont  de  même  forme;  seulement,  en  passant  de 

Tune  à  l'autre,  on  change  c  en  -7  et  fc  en  -•  Quant  aux  intégrales,  elles  se 

fi  c 

déduisent  Tune  de  Taulre,  puisque  l'on  a 


et 


r  f  ^  du   j  i  du   j  \ 


8.  Lorsqu'on  y  fait  c  =  —  A,  les  équations  (4)  et  (4  bis)  deviennent  respec- 
tivement 

/  n  \  dx  dy 

et 

j    i  du  j    i  du 

(C)  'idi  _^_ 

dx  dy 
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Celte  forme  est  eelle  de  Tcquation  d'équilibre  de  la  chaleur  dans  un  corps  hété- 
l'ogène,  en  se  bornant  au  cas  de  deux  dimensions,  c'est-à-dire  en  supposant  la 
température  indépendante  de  la  troisième  coordonnée. 

J  ai  indiqué  ailleurs  un  cas  assez  étendu  dans  lequel  Téqualion  (H)  s'intègre^ 
c  est  celui  où  Ton  a 

d\\j1       d\s~k  _ 
dx'  dy^    ~"  ^' 

Ku  dé\eloppanl,  en  effet,  les  difîërentiations  indiquées  dans  Téquation  (B) , 
puis  divisant  le  résultat  par  v/A,  et  y  ajoutant  la  quantité  nulle 


\    dx^     "^     dy'    /' 


on  trouve  aisément 

d'.z^li       d\zyfA-  _ 
./.r-'      "^      dj-      ~  "^  ' 
d'où 

zsjk  =  <^[x-^  y  \/^)  4-  ^ (^  —  J  V^—  I ) . 

Dans  la  même  hypothèse  de 

rintégration  (C)  s'intégrera  donc  aussi.  En  d'autres  termes,  l'équation 

s'intègre  encore  si,  au  lieu  d'avoir 

d\{k       dK{k 


dx^  dy'^ 


'  —  o. 


dx^  dy'^ 

En  effet,  dans  cette  dernière  hypothèse,  l'équation  (C)  s'intègre  d'abord   ei 
donne,  d'après  ce  qui  précède. 
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on  a  ensuite 


/(JI--IS-0' 


en  vertu  de  la  formule  qui  termine  le  n"  7,  formule  où  j'ai  eu  soin  de  faire 
c  =  —h, 

9.  Je  vais  considérer  maintenant  une  équation  dont  Tordre  sera  supérieur 
au  second ,  celle-ci  par  exemple , 

d.c-r-        d.k-z— 

(5)  ^=  ^". 

^    f  dy  dx 

D'après  cette  équation ,  je  puis  poser 


de  là  résulte 

d'où 

et ,  par  conséquent , 


dx"  dy""    ^  ' 


d^z du         ,  d^z  du 

dx"        dx  dy"        dy 


d"z I  du       d"z  1  du 

dx"        c  dx        dy"         h  dy 


c  dx  k  dy 


d)-"  dx" 

Les  équations  (5)   et  (^  hù)  s'intègrent  ensemble.  Connaissant    z,   on  a  de 


suite 


"=/(''£'^-^*^''0 


connaissant  au  contraire  i/,  on  a  d'abord 

d"z         ï  du        d"z  I   du 

dx"         c  dx        dy"         k  dy 

ce  qui  fait  connaître  les  deux  dérivées  partielles  du  «""""  ordre, 

d"z       d"z 
dx"        dy" 
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Fn  intégrant  n  fois  par  rapport  à  x  la  valeur  de  -r-^^-,  on  aura  z;  mais  Tin- 

tégralion  par  rapport  à  x  introduira  des  coustantes  ou  plutôt  des  fonctions 

arbitraires  de  y^  qu'on  déterminera  ou  qu'on  réduira  à  leurs  vraies  valeurs  en 

difléreji liant  n  fois  par  rapport  à  y  l'intégrale  z  ^  et  comparant  le  résultat  do  la 

d'^z 
diiîérentiation  à  l'expression  déjà  connue  de  -r~^' 

10.  f /équation 

,      d"z         .   .d^z 

ri.c-—^       iLk—- 

.,.v  dr"  dx" 

(^^  -^  ^  -HT- 

nous  fournirait  semblablement 

d"z    ,  ,  d'^z 


d'où 

et,  par  conséquent, 
(6ftz>) 


c  --  cfx  -^  k  —-  dy  —2  du , 
dr"  dx"    ^  ' 


d"z         I   du        d"z         i  du 
dj"         c  d.r        dx"         J-  dj^ 


,      I  du  ,      I  du 

d".-—  fi".-  — 

A-  dy  c  dx 

dr"  dx^ 


résultat  qui  fait  dépendre  l'intégrale  de  l'équation  (6)   de  celle   de  l'équa- 
tion (6"fe«),  et  réciproquement. 

il .  Mais  j'arrive  à  des  exemples  où  deux  groupes  d'équations  seront  conju- 
gués (onime  l'ont  été,  dans  ce  qui  précède,  des  équations  prises  deux  à  deux. 

Soient  c,  Âr,  c',  k'  des  fonctions  données  quelconques  de  x,  j^,  et  z,  t.  des 
fonctions  de  ces  m^mes  variables  vérifiant  les  deux  équations 

\   d.cz  dx 


)     dy  dx 

\  ,  '      '^•*'? 

I  d,c  t dx 

\     dy     —   ~lû 

Ces  équations  nous  apprennent  que  les  deux  formules 

cz  dx  -h  k  -T-  dy 
dx  ^ 
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c'tdx-^k'^fly 


sont  des  dinerentiellcs  exactes.  >ious  pouvons  donc  poser 


lu' 


czrix  -h  k  —-ffy=z  du 


et 


de  là  résultera 


el ,  par  consefjuenl , 


d'où 


(7A/5) 


dx   ^ 


du  j  dt        du 

CZ    =z    --J  k  -j-  =  -r-i 

dx  dx        djr 

dv  ifdz         dp 

c  t  =^— ,  /f   —  ==  -— , 

dx  dx        €1) 


1   du  dz  I  €h 

c   dx  dj         k'  dy 

\  dv  dt  I  du 

c'  dx  dx        fi  dy 


,    I  du 

I  dv  c  dx 

V  d'y  ^'''  ~~d~  ' 

,    I  dv 
I  €iu  '  c'  dx 

ldy~  ~^"* 


I^es  deux  groupes  d'équations  aux  dillerences  partielles  (y)  el  (7  his)  sont  liés 
entre  eux  de  telle  manière,  que  si  Ton  est  parvenu  à  intégrer  Tun,  on  saura 
par  cela  même  intégrer  l'autre.  Connaissant,  en  eflet,  c  et  /,  on  aura 

u:=    I   Iczdx  -h  h  —dy\  1 
et  connaissant  u  el  ^,  on  prendra 


I  du  1  dp 

c  dx  r'  dx 
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12.  jSolre  méthode  s'applique,  avec  une  égale  facilité,  au  groupe  suivant  : 

d.cz  djr 

(8)  {^~  "r" 

d.c  t dy 

dy  dx 

En  vertu  des  deux  équations  que  nous  venons  d'écrire,  on  peut  poser 

czdx  -hk  --dY=  du. 

dy    ^ 


d'où 


et,  par  conséquent, 


(8  6«) 


c'tdx-hk'-^dY  =  d^. 

dy  - 


^       i  du        dz  1  dv 

c  dx  dy        ii'  dy 

\  dv        dx  \  du 

c'  dx  dy        k  dy 


j   I  du 
\  dv  '  c  dx 


k'  dy  dy 

,   1  dv 
I  du  *  c'  dx 


\   k  dy  dy 

Connaissant  ^  et  ^,  on  aura  u  et  v  par  les  formules 

et  connaissant  u  et  v^  on  prendra 


\  du  \  dv 

cdx  c'  dx 
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i5.  Soit  encore  ce  groupe 


(9) 

l              dy  _            dx 
\       dy                 dx 

j     fdt           1  1  dz 

d.c'—       d.k  — 

dy dx 

On  aura  alors 

dy                dx 

• 

d'où 


ei ,  par  conséquent ,  • 


(ghis) 


c-rdx-hk^-dY  =  du^ 
dy  dx  '^ 

c'  —  dx~\-k'^dY  —  dv^, 
dy  dx   ^ 


dz        i  du  dz  I  dif 

dy       c  dx^  dx       k' dy 

dt  \  dif  dt  i  du 

d^'^c'di^  di^Jd^' 


j    i  dv  ,   i  du 

dy  dx 

j    t  du  j  i  du 

k  dy c  dx 

dy  dx 


Pour  passer  des  intégrales  d'un  des  systèmes  (9)  et  (9  bis)  aux  intégrales  de 
l'autre,  on  remarquera  que,  connaissant  z  et  f ,  on  a 

et  que,  réciproquement,  connaissant  u  et  i^,  on  doit  prendre 
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li.  II  serait  évidemment  aisé  de  multiplier  ces  systèmes  de  deux  équations 
conjugués  à  d'autres  systèmes.  On  peut  également  considérer  des  systèmes  de 
trois  ou  même  d'un  nombre  quelconque  d'équations.  Bornons-nous  à  en  donner 
ici  deux  exemples. 

Soient  r,,  r,, .  .  . ,  c„,  /r,,  A-j, .  .  . ,  A,,  des  fonctions  données  quelconques  de 
jr,  )',  et  z, ,  z, , .  .  . ,  z„  d'autres  fondions  de  x,  y  qui  vérifient  les  équations 


(lo) 


d,c^  z, 

''■'•È 

dy 

d.c,z. 
dy 

-        dx        ' 

1 

d .  Cfj  Zu 
dr 

d.K'^Y' 

d.r 

-           da:          ' 

d.c„Zn 

_..K-i 

dy 


dr 


A  1  inspection  du  système  des  équations  (lo),  nous  voyons  que  les  quantités 
ci-après  : 

Ci  Zi  dx  -h  A,  ^dy-i 

dz^ 
Ci  Zi  dx  H-  Âj  --'  dj , 


c„  z,j,  dx  H-  h^^  -^  dy , 


c„  z„  dx  -^ti„  —^  dy^ 


sont  des  dilFérenti elles  exactes.  Posons  donc 


Cx  Zi  dx  -h  Al  y-  dy  =  dui , 

(\  3o  dx  -h  A,  —^dr=^  diu . 
~  dx    ^ 
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et  il  en  résultera 


doù 


dz 


Cf^  z  a  dx  4-  A>  -^"~  dy  —  du  a  , 


c,^z,dx-\-K^^dy=^du 


du,         ,    dz,  __  duy 


dx 

du-i         7.   dZi       rfttj 


dx        dy 


du.,  jr      ^2;u.^.  du 


w*/^ 


</x  '^    ^.r       ""  ^/j: 


<//!„ 


''"^"  =5?'     ''":^-./v 


rfs,   dUn 

Tx"'  dy 


Zx   = 


du,         dzy         1  dun 
dx  dx        kn  dr 

duj         dzi         I  duy 


^'■--c,d^' 

dx        k,  dy 

,  du^ 

dz^           I     rf«„_, 

'-c^dx' 

dx        k,,^,     dy 

par  conséquent 


(  1  o  hïs 


i    dttn         dz„ I      rf//«_, 

Tj,  €ix        dx        /•„_,    fir 


*,  dy  — 
I   a//, 

I   £ri£, 

I  du^ 
'  C'xdx 
dx      ' 

1     ^«^-. 

~"     d. 

du^ 
dx 

*;.-.  àr 

V 

I       ^«n-i 

dx 

du, 
dx 

^«-.     dy 


dx 
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Les  deux  systèmes  d'équations  aux  différences  partielles  (lo)  et  (lo  bis)  s'inté- 
greront ensemble.  Connaissant  r,,  5, , .  .  . ,  z,,,  on  aura 


1/1=1  (c,  z,  ^"^  "^  *»  ;7^  4r)' 


"-/( 


c^z^dx+k/^ 


F*)^ 


u,,=j(^c„z„flx  -^K-^rir); 


et  connaissant  i/,,  i/, , .  .  . ,  f/„ ,  on  prendra 

I     dui 


^'^c, 

;^' 

'^=i 

I 

■  djc' 

IMaintenant  ^  au  lieu  du  système  (10),  considérez  le  système 


(•0 


,        rfz, 

dy 

dx       ' 

d.r 

-        d.r       ' 

''djr 

''•*''    dx 

dy 


dx 


t        dzn  .   ,    dz, 

d.c„-  ^dX^ 

dy  dx 
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et  vous  serez  de  même  conduits  à  poser 


c,^dx-hh^dy  =  du,, 
ct^dx-hh^djr  =  du,, 


dx 


dz. 


dz 


^>r-^^^K"^^r=^.^ 


d' 


ou 


cn'^àx^yi/^jy^du,.. 


dx 


dzy  I   dii^        dzy, 

dy         Cx  dx         dx 

dz^         I   dUi         dz^ 


I    dUn 

kndy' 
I  du^ 


dy         d  dx  ' 

dx         k,  dy 

dZf,  _   1  du^ 
dy        Cfti  dx 

dz^          1     dUfj^^i 
dx        kfi^t     dy 

dz^ 

dy 


I     dUn  dZn  I       du^t 

Cn  dx^      dx        >„_,     dy 


et,  par  conséquent, 


{il  bis) 


j    I    du^ 


j  I  dux 
c,  dx 


dy 
rf  '^      d 

*.  dy  _ 

dy 

dx      ' 
I  dui 
'cidx 
dx       ' 

i^-,    dy 

d.  ■  ";" 

dy 

-            £te           ' 

''•*^.    dy 
dr 

a. — T~ 

~       dx 

8o 
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Les   deux   systèmes  (ii)  et    (ii  his)  s'intègrent   ensemble.   Connaissant    2,, 


^2 ,  •  .  . ,  ^„ ,  on  a 


et  connaissant  ;/,,  i/, , .  .  . ,  i/„ ,  on  prendra 


15.   Les  équations  précédentes  sont  linéaires-,  mais  la  méthode  s'applique 
également  à  des  équations  non  linéaires.  Soit,  par  exemple, 


djr  dx 

c  elk  étant  encore  des  fonctions  données  de  x,  y\  Il  s'ensuivra  que  Ton  peut 
poser 


'^^'^^{i)   ^J  =  ^"' 
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d'où 

du         ,  f  dz  \  ' du 

dx  \^^}         dy 

el,  par  conséquent , 

Les  équations  (12)  et  (12  i«)  sont  donc  conjuguées.   Quand  l'intégrale  de 
la  première  est  connue,  on  a  celle  de  la  seconde  en  posant 


u=  ^^czdx^k{^dy\. 


et  réciproquement  si  la  seconde  est  intégrée,  on  a  Tintégrale  de  la  première  par 
la  formule 

I  du 


c  dx 


Soit  encore 


(■')  ''•4_<'-'(l)" 


dy  dx 


On  fera 


d'où 


dz         1  du        dz 


d.r        c  dx 
et  l'on  en  conclura  sans  difficulté 


rf.i^    d 


Vii 


Les  équations  (i3)  et  (i3  bis)  nous  offrent  donc  un  nouvel  exemple  d\^uations 
conjuguées  pour  l'intégration. 
En  général ,  si  l'on  a  l'équation 


^      ^  dM       d^ 


80. 
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M  et  N  étant  des  fonelions  de  t,  /  et  de  deux  dérivées  de  z  telles  que 

dx'^dy"'^      dxPdyi'* 
on  fera 

M^x-h  '^dy—  du. 

puis  des  deux  équations  résultantes 

du        .  j        du        ^ 
dx  ^      dr 

on  tirera  les  valeurs  des  deux  dérivées  de  z  qui  y  sont  contenues.  Eliminant 
ensuite  r,  ce  qui  est  facile,  on  en  conclura  une  équation  (i4  his)  qui  sera 
conjuguée  à  Téquation  (i4)-  Et  il  <*st  clair  qu'un  même  artifice  s'étend  aussi  à 
des  groupes  d'équations. 

16.  Tous  ces  exemples  montrent  assez  combien  l'idée  de  d  Alembert,  pour 
l'intégration  de  Téquation  des  cordes  vibrantes,  a  de  portée  et  d'utilité  dans 
la  théorie  tout  entière  des  équations  aux  différences  partielles.  En  principe, 
on  part  de  la  condition  d'intégrabililé 

dr         dx 

de  la  formule  différentielle  à  deux  variables 

ISldx  -h  ^dy , 

Mais  l'application  du  principe  est  opérée  de  façon  diverse,  et  dans  la  question 
traitée  par  d' Alembert,  et  dans  celles  que  nous  venons  de  traiter  nous-mème, 
et  dans  d'autres  encore  où  ce  principe  si  simple  et  si  fécond  joue  un  rôle. 
Car  c'est  à  ce  même  principe  qu'il  faut  rappeler  la  méthode  par  laquelle  on 
ramène  à  l'intégration  d'une  équation  linéaire  et  du  premier  ordre  l'intégration 
des  équations  du  premier  ordre ,  mais  de  forme  quelconque ,  comprises  dans  le 
type  général 


../  dz     dz\ 


'  dx    dyj 

En  efï'et ,  on  pose  alors 

dz  dz  V 

di  =  P^  d-r  =  1'^ 
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on  exprime  que 
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pdx-hF(x,  y,z,  p)d) 


est  une  différentielle  exacte,  et  l'on  est  ainsi  conduit  à  une  équation  linéaire 
qui  donnera  p  en  fonction  de  x^  jr^  z.  Ici  le  nombre  des  variables  indépen- 
dantes est  augmenté,  et  cela  établit  une  très-grande  différence  entre  la  manière 
dont  on  traite  l'équation 


^/  dz     dz\ 


et  celle  que  nous  avons  employée  nous-mème  dans  cette  Note  pour  d'autres 
équations.  Il  était  bon  pourtant  de  faire  ressortir  l'identité  du  principe  fondé 
sur  la  condition 

rfM  _  «m 

(ÎY  dx 

sans  laquelle 

^Idx  +  ^dy 

ne  peut  être  une  différentielle  exacte. 

17.  La  méthode  par  laquelle  nous  lions  ou  conjuguons  deux  équations  ou 
deux  systèmes  d'équations,  mène  parfois  à  un  résultat  que  l'on  serait  tenté  de 
croire  insignifiant  au  premier  abord  ,  et  qui ,  mieux  étudié ,  devient  utile.  Si , 
par  exemple,  nous  prenons  comme  point  de  départ  l'équation 

d-'z        d'z 
^^■^^•  =  ^' 

nous  verrons,  en  l'écrivant  ainsi 

qu'on  peut  poser 

dr  '^       dx 


dy 


dx 


'^J^  -  irJy --^  ^""-^ 
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mais  lc\s  formulas 

dz  du         dz  du 

dy        d.v        dx  dy 

qui  révsulteronl  de  là,  ne  nous  ramèneront  qu  à  une  équation 

d'u       d-ii 

de  même  Torme  que  réqualion  primitive. 

Dans  ce  cas  même  pourtant,  il  y  a  encore  un  parti  avantageux  à  tirer  de  tous 
les  calculs  que  l'on  vient  de  faire.  Ces  calculs,  en  ell'et,  établissent  une  liaison 
entre  deux  intécjrales  z  et  //  d'une  même  équation  aux  différences  partielles 

d-tf         d-a 
ru-         flj  ■ 

Or,  en  prenant  z  et  ti  comme  deux  variables  nouvelles  à  substituer  à  x,  r,  de 
manière  à  rendre  o  fonction  de  z  et  m,  tandis  que  ^  était  d'abord  fonction  de 
.r,  y,  on  obtient  aisément 

d^o       d'tii 

en  sorte  que  ^  s'exprime  sous  la  même  forme  en  //  et  z  qu  en  x  et  y.  Ce  résultat 
n'a  aucune  valeur  sans  doute  tant  qu'il  ne  s'agit  que  d'obtenir  en  général,  et 
sans  avoir  à  l'appliquer  à  aucun  problème  défini ,  l'intégrale  complète  dont  (p 
dépend  \  mais ,  dans  les  problèmes  particuliers ,  on  doit  recliercher,  parmi  toutes 
les  formes  dont  une  intégrale  est  susceptible,  la  forme  propre  au  cas  dont  on 
s\)(!cupe.  On  voit,  par  là,  que  l'intégrale  y,  exprimée  en  u  et  z,  peut  souvent 
être  préférable  à  celle  exprimée  en  x  Ql  y\  la  théorie  de  la  chaleur  en  offre  la 
preuve. 
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